11. feladatsor — Kvadratikus alakok

11.1. Feladat. Jelolje T' a Q, R szamtestek valamelyikét. Dontse el, hogy

igazak-e az alabbi allitasok, és dontését roviden indokolja:

(a) Minden T feletti véges dimenzios vektortéren értelmezett kvadratikus
alak kanonikus alakra hozhaté nemelfajul6 linearis helyettesitéssel.

(b) Minden T feletti véges dimenzids vektortéren értelmezett kvadratikus
alak normaélalakra hozhaté nemelfajuld linearis helyettesitéssel.

(c) Kvadratikus alakok barmely bazisban felirt matrixanak rangja ugyanaz.

(d) Barmely A négyzetes matrixhoz létezik olyan S nemelfajulé matrix, a-
melyre SAST diagonalis.

(e) Ha egy valos kvadratikus alak pozitiv definit, akkor barmely vektort
behelyettesitve pozitiv valoés szamot kapunk.

(f) Ha egy valos kvadratikus alak negativ szemidefinit, akkor akarmelyik
vektort helyettesitjiik be, nem kaphatunk pozitiv szdmot.

(g) Az A € R™*™ szimmetrikus matrixhoz tartozo kvadratikus alak pontosan
akkor pozitiv definit, ha A f6minorai pozitivak.

(h) Az A € R™" szimmetrikus matrixhoz tartozo kvadratikus alak pontosan
akkor negativ definit, ha A f6minorai negativak.

11.2. Feladat. Melyek bilineérisak az alabbi leképezések koziil? Ha leképezés
bilinearis, akkor adja meg a matrixat a standard bazisban. Ha a leképezés
szimmetrikus bilinearis leképezés, akkor adja meg a hozz4 tartozo6 kvadratikus
alakot is.

(a) 0 R2 X R2 — R é((ml,xg), (yl,yg ) T2Y2;

(b) £:Q%x Q* = Q, £((21,22), (y1,92)) = 3;

(c) £:R?2xR? = R, {((21,72), (y1,Y2)) = T1Y2 — T1Y1;
(d) €:Q% x Q* = Q, (21, x2), (y1,y2)) = z122;

(e) 0 Rz X RZ — R E((xl,xg), (yl,yg)) = T1Y1 + T2Y2.

11.3. Feladat. Hozza kanonikus alakra a V' vektortéren értelmezett kvad-
ratikus alakokat, és adja meg a nemelfajulé linearis helyettesités métrixat.
Valos kvadratikus alakok esetén adja meg a normélalakot is, és hatarozza
meg az osztalyat (pozitiv/negativ (szemi)definit, indefinit).

a) V=R2 2% — 22129 + 23;

V = @2 —422 + 4z 79 — 423,

V = Rz, —41'% + 4129 — 43:%;
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d) V =R3, —da? + dxy29 — 423,
(e) V =R3 823 + 23 + 23 — dwy79 — 421 23;
(f) V=0Q3 22 + 623 + 4x§ + 4x1x9 — 42073
(g) V =R3 22 + 623 + 423 + 4z172 — da973;
(h) V =R3, 22123 — 22119 — 22973;
(i) V =R3, —:1:% - Gx% - 14$§ —4x1x9 + 20123 — 4dT973;
(G) V =R4, —23 — 623 — 1423 — dz179 + 27123 — dT073;
(k) V =R3, 23 + 923 + 723 + 62122 + 47123 + 122973;
(1) V=R* 22 +5z3+ 11:6% + 823 + 4z 79 — 22174 — 62073 — 42074 + 8T3T4;
(m) V = RS, z427.
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11.4. Feladat. Adjon meg az alabbi A szimmetrikus métrixok esetén olyan
S nemelfajulé matrixot, amelyre SAST diagonalis.

@a=(5 %) e
g8 -2 -2
M) A=[-2 1 0 | eR3>3;
-2 0 1
0 -1 1
(c) A=[-1 0 —1]¢cR¥>3
-1 0
2 0 -1
2 5 -3 -2
(d) A= 0 -3 11 4 € R¥4,
-1 -2 4 8

Szorgalmi feladatok

11.5. Feladat. Adjon példat olyan R*-en értelmezett kvadratikus alakra,
amely

(a) 1 tagot tartalmaz és indefinit;

(b) 8 (nemnulla) tagot tartalmaz és pozitiv definit;

(c) 6 (nemnulla) tagot tartalmaz és negativ szemidefinit.

11.6. Feladat. Hozza kanonikus alakra a > i, 2?4+ Y, ;x; kvadratikus
alakot.

11.7. Feladat. Hozza kanonikus alakra a ), <k Tiwg kvadratikus alakot.

11.8. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha egy A € R™*" szimmetrikus métrix-
hoz tartozo kvadratikus alak pozitiv definit, akkor A minden f&minora pozi-
tiv.



