10. feladatsor — Linearis leképezések matrixa,
sajatértéke, sajatvektora — Eredmények

10.1. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi &llitdsok, és dontését
roviden indokolja:

(a) Barmely két linearis leképezésnek értelmezve van az osszege.

(b) Minden linearis leképezés rangja egyenls az Osszes matrixdnak rangjaval.

(c) A tér R? vektorterén definialt barmely két linearis transzformécié 6ssze-
gének rangja legfeljebb akkora, mint az egyes tagok rangja.

(d) Minden vektortéren van olyan linearis transzformaci6, amelynek minden
bézisban ugyanaz a métrixa.

(e) A sik R? vektorterén van olyan lineéris transzforméacio, amelynek sajatér-
téke a 2 valos szam.

(f) A sik R? vektorterén van olyan lineéris transzforméacio, amelynek nincs
sajatértéke.

(g) Hasonlé méatrixok nyoma és sajatértékei megegyeznek.

(h) Minden lineéris transzformécionak diagonalis a matrixa valamely bézis-
ban.

Eredmény. igaz: (b),(c),(d),(e),(f),(g)
hamis: (a),(h)

Tekintsiik a kévetkez6 bazisokat a megadott vektorterekben:
(1) R%  £:(1,0),(0,1), F: (2,—1),(—1,0);

(2) R3; £:(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), F: (2,0,0),(0,1,1),(0,1,—1);
(3) z3; €&:(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), F: (1,-1,0),(1,0,1),(1,0,0);
(4) Z3; €:(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1),
F:(1,1,0,0),(0,1,1,1),(0,0,1,1),(0,0,1,0);
1 0 0
) O )

(7) a Zs feletti legfeljebb masodfokt polinomok W vektortere; £: 1, z, x2,

F:l—x, 1+2% 1

Tekintsiik a kovetkezd linearis transzformaciokat, illetve leképezéseket:

p: — az 1dentikus transziormacio;
A R? — R? az identik formécic
: R® — R* a zérustranszformacio;
(B) ¢: R? — R? a zérust formécid
p: R* — R* a tiikrozés az x-tengelyre;
C R? — R? a tiikrozé 1
(D) ¢: R? — R? a merdleges vetités az y-tengelyre;
(E) p: R? — R? a /2 sz0gti forgatas az origd koriil;
(F) ¢: R? — R3 a tiikrozés az x, y-tengelyek sikjara;
(G) p: R3 — R? a meréleges vetités az x, y-tengelyek sikjara;
(H) ¢: R* = R?, (z,y) = (z + 3y, 2z — y);
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(D) ¢: R? = R?, (z,y) =~ (z —y,  + 3y);

(J) ¢: R? = R3, (, y, 2) = 22—y, x+y, 3z — 2y — 2);

(K) ¢: R3 = R3, (2,9,2) — (=2 + 8y — 22, 3y — z, 4y — 22);

(L) ¢: R? = R3, (z,y,2) = (=32 +5y + 2z, v +y — 92, —42);

(M) p: Z3 = 73, (z,y,2) = (x+ 2, 2, —z +y — 2);

(N) ¢:Z3 =73, (z,y,2) = (—z—y—2, 2 —y+2z —1+y—2);

(O) @:Z%—)Z%, (z,y,u, )r—>(u+v utv, x+y+u, r+y+uv);

(P) @:Z%%Z%, (x,y,uv)»—> utv,x+y+u+tuv,y r+u+o),;
. TR2X2 2x2 (X T

(Q) ¢: R =R ’(u ) (a:—2y+u u+2v>

® ez (3 0) e (YT T,

(S) o: W =W, ag + a1z + asx?® — (ag + as) + asx + (—ag + a1 — az)z?;

(T) - Rg — Rz a merdleges vetités az x, y-tengelyek sikjara;

(U) ¢: R® = R, (2,y,2) = (=2 + 6y, 22);

(V) ¢: R* = R?, (2,y) = (T2 — 2y, 3z — y, 4z — 2y);

(W) p: R?*2 5 R3, (z z>»->(:v+y—u,x—|—v, —z+y+u+to);
. 74 2x2 y+tu r+v)\,

(X) (p'ZQ_)ZQ ) (%y,UaU)H <:1:+y v >7

(Y) ¢: W = Z3, ap + a1x + agz? — (a1 — az, az + ag, a1 — agp).

10.2. Feladat. Adja meg a linearis transzformaciok, illetve leképezések
kovetkezd linedris kombindcioit (ahol pl. (o) az (A)-beli linearis leképezést
jeloli):

(a) ¥y + 9, ahol ¢: R? — R? a tiikrozés az y-tengelyre;
(b) @) — ¥, ahol ¥: R? — R? a meréleges vetités az az-tengelyre;
(c) o@ — 20

(d) pan + o)

(e) vo) + ¢mpy;

() 3w() + 20v)

(8) ¢ + Py

Eredmény. (a) (x,y) +— (0,0)

(b l‘ay) = (—ﬂf,y)

(C Z,Y, Z) = (—CC, _y’_z)

(d (—x4+y—2z,—-x+y,0)

z,y,u,v) = (0, +y,z +u,y + u)
z,y,2) — (& + 12y, 3y + 42)
(g) nincs értelmezve

10.3. Feladat. Hatarozza meg a fenti ¢ lineéris transzformaéciok, illetve
leképezések matrixat a fent megadott &, illetve F bazisokban. (Pontosabban
minden ¢ esetén két matrixot kell megadni; ha pl. ¢ € Hom(R? R?), akkor
AZ(D’S(Q)—t és Ag(l)’f@)—t, ahol &1y, F1y az (1)-beli € és F, £y, F(9) pedig a
(2)-beli € és F.) Adja meg ¢ rangjat is.

. & F 10
Eredmény. (A) A,V = AW = (0 1)



OO = OO

—_

OO OO OO M= OO = F=OO

O~ O O~ O

QOO HPF R KFEREFE RFRRFEOO

Foy _ [—1 —4
20=(3 7

Fay (1 2

Ay _(0 0

]:<1) —2 —5

Ao =1 2>

0 100
0,422 =1{0 0 1
—1 010

0 100
o;%)

0 041 1

2 2

Fo (-5 -9
=3
N ,Fo (1 -1
o) 2= (13
1 3 o 2
1 2,42 =[-1
0 N
0 0 - -1 0
3 4,49 =3 2
-1 -2 5 5
1 0 - -3 1
1 0 ],4,2=3 -6
-9 —4 2 7
~1 0 1 0
1, A0 =(-1 1 -1
—1 0 -1 -1
11\ 11
-1 1 ],4%=1 1
1 -1 -1 -1
11 0000
11| Fu_ |0 000
1 o] 0010
0 1 1010
0 1 0010
10| Fw_ [0 1 11
0 1 ¢ 0000
0 1 1000
1 0 01 0
-2 0 AJ:(S)_ 0 0 -5
1 1" ~ 100 3
0 2 00 1



0 1 0 1 00 10
O R
1 1 01 1 0 00
1 0 -1 0 1 0
&) F(7)
(S) A" =0 0 1|, A -1 1 -1
1 1 -1 0o -1 -1
1 0 0o -2
(T) AL = [0 1], A7®7® 1 -2
0 0 -1 -2
-1 0 0 2
(U) A5 — [ 6 o, Al = [—2 —10
0 2 )
W agnter - (7, 84y (870 )
—3 T3 3
11 -1 1 -3 3
Esy,E 1 0 1 Fisy,F, 1 -2 0
(W) A¢(5) (2 _ 100 ] 7Ag0(5) (2) 5 3 !
0 1 1 I S |
2 2 2
01 10 1 011
E):E6) 1 01 0 Fa)-F(6) 01 00
(X) Acp( = » Ag =
1 0 0 O 1 0 0 O
0101 1 101
o e 0 1 -1 - -1 1 -1
(Y) AL =11 0 1 |,4,779=[1 -1 -1
-1 1 0 -1 -1 1

10.4. Feladat. (a) Hatérozza meg a fenti £ és F bézisok esetén az attérés
matrixat az £ béazisrol az F bézisra, valamint az F bézisrol az £ bazisra.

(b) Adja meg az alabbi v vektorok és a fenti ¢ linearis transzforméaciok,
illetve leképezések esetén a vy vektor koordinatait mindkét bazisban:

(A)=(E),(H),(1),(V): v =(1,-3);
F)

(T)
M)v(N) U:(L_lv_l);
0),(P),(X): v=(1,1,1,

(
(
(
@ o=(; %)
(9),(Y): v=1+z+22%

Eredmény. (a) Jelolje P a bazisattérés matrixat az € bazisrol az F bazisra.

)
w0

0 0 2 0 0
2) P=|0 % i ],pt=101 1
0 3 —3 01 —1
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10.5. Feladat. Dontse el, hogy hasonléak-e az alabbi matrixok:



o (393 e
o (0 0.3 Y em
-1

o0 D) e
~1

1 2 1 23

(d) [2 1 —1|,[{4 5 6] cR>3;
1 2 1 789
000 1 01

(e) [0 1 of,{0 0 0] ez
00 1 00 1
000 100

) (o 1 o],[1 0 o) ez
0 0 1 00 1

Eredmeény. Csak a (c) és (f) feladatban megadott matrixok hasonlok.
10.6. Feladat. Hatarozza meg a kovetkezd R ((a),(b),(d)), Za ((c),(f)) és
Zs ((c),(e)) feletti métrixok karakterisztikus polinomjat és sajatértékeit, va-
lamint adjon meg béazist a sajatalterekben.

(a) <_22 _11); (b) G _12>; (c) ((1) i)

5 - 0111

@ [0 4 =5]; (¢ [0 0 —1]; ()
01 -2 11 -1 L0 11
0111

Eredmény. Az els6 sor a karakterisztikus polinomot, a tovabbi sorok pedig
egy-egy sajatértékhez tartozo sajatalteret adnak meg.

(a) 22 — 3z
z=0:[(1,1)]
T =3 [(27 _1)]

(b) x? — 2z + 3: nincs valos sajatértek
(c) Zs esetben x? + x + 1, mig Zsz esetben 2 — x — 1 a karakterisztikus
polinom. Egyik esetben sincs sajatérték-sajatvektor par.
(@) (= —3)(x+ 1)
=3 [(1,0,-1),(0,1,-1)]
r=—1:[0,1,-5)]
(e) —w(x?+1)
x=0:[(1,0,-1)]
(f) x(x+1)(22 + 2+ 1)
x=0:[(1,0,0,1)]
x=1:[(0,1,1,1)]

10.7. Feladat. Hatarozza meg a fenti linearis transzformaciok ((A)—(S))
sajatértékeit, és adjon meg bazist a sajatalterekben.
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Eredmény. Minden sor egy-egy sajatértéket és a hozzé tartozoé sajatalteret
tartalmazza.
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(S) nincs sajétérték—sajétvektor par



