LINEARIS ALGEBRA

(KOZGAZDASZOKNAK)

10A103 FELADATOK A GYAKORLATRA (3.) 2018/2019. TAVASZI FELEV

LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

3.1. Feladat. Oldjuk meg az aldbbi linearis egyenletrendszereket Gauss-elimindciéval és elemi bézis-
transzformécioval is.

2x9 — x2» — x3 = 4 x1 + 2x2 + 5x3 = -9
(a) ¢ 3x1 4+ 4x2 — 2x3 = 11 (b) X] — X2 + 3x3 = 2
3x1 — 2% + 4x3 = 11 3x; — 6%, — x3 = 25
Ix; + 4dxy; + 5Sx3 = 6 a — b + 2¢ = 0
(c) X1 + x2 + 2x3 = 3 (d) 2a¢ — 2b — 3¢ = 7
7x1 + 7x2 + 83 = 10 —a + 2b + 3¢ = -—
X1 — 2x2 + x3 + x4 = 1 2x1 + 3x2 — 4x3 = —7
(e) —x1 + 2x2 — x3 + x4 = 1 ()< 3% — 5% + 2x3 = 4
X1 — X2 4+ x3 + 5x4 = 5 51y — 3xp + 2x3 = 8
X7 + 3x2 — 4x3 + x4 = 1
(g) 2x7 + 6x2 — 7x3 + x4 = 6
—3x7 — 9% + 10x3 — x4 = -—11
2x7 + X2 + 4x3 + 8x4 = -1
(h) X1 + 3x; — 6x3 + 2x4 = 3
3x; — 2x2 + 2x3 — 2x4 = 8
2x1 — X2 4+ 2x3 = 4
2x1 — x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 2
Q) 67 — 3x2 + 2x3 + 4x4 + 5S5xs5 = 3
6x7 — 3x2 + 4x3 + 84 + 13x5 = 9
4x7 — 2x2 +  x3 + X4 + 2xs = 1

A linearis egyenletrendszer kiegészitett matrixdra végrehajtott Gauss-elimindcié utolso
1épését (matrixdt) adjuk meg, a nem csak 0-dkat tartalmazé sorok elsé 0-tdl kiilonbozé eleme 1, és ezen
1-esek felett is , kinulldztuk” az elemeket (igy konnyen leolvashaté a megoldds).
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0. |x1 x2 x3 x4 x5|b l.|x2 x3 xa x| b
@2 T 1 2 32 x|-T T 1 31
e;| 6 =3 2 4 513 e2| 0 —1 -2 —4|-3
e3| 6 =3 4 8 13|9 e3| O 1 2 4 3
es | 4 -2 1 1 2|1 es| 0 -1 -3 —4|-3



2. ‘ X2 X4 X5 b 3. ‘ X2 X5 ‘ b
1 T T T T T
x1|—3 0 —3|—3 1| -3 3|72
x3 | O 2 4 3 x3 | O 4 3
e3| 0 0 0 0 e3| 0 0 0
es| 0 =1 0 0 x4 | O 0 0
Az egyenletrendszerek dltalanos megoldésa:
Szabad valtozék | Kotott valtozdk Alt. mo.
(a) - X1yX2,X3 X1 23, X2=X3=1
(b) — X1yX2,X3 X1 = 2, X2 = *3, X3 = —1
(c) — — nincs megoldds
(d) — X1yX2,X3 X1=3, XzZ], X3=—1
(e) X3 X1,X2,X4 X1 = —X3, X2 = O) xXq =1
(f) — X1,X2,X3 x1=x2=1, x3=3
(2) X2,X4 X1,X3 X1 =17 —=3%x2 +3x4, x3 =4+ x4
(h) — X1,X2,X3,X4 x1 =2, x3=-3, x3=-3/2, x4 =1/2
(1) X2, X5 X1,X3,X4 x1=—1/24+1/2x2 +1/2x5, x3 =3 —4x5, x4 =0

3.2. Feladat. Oldjuk meg az alabbi linedris egyenletrendszereket Gauss-elimindcioval és elemi bézis-
transzformécidval is.

3a — 4b 4+ ¢ — 2u + 3v = -1
(a) ¢ 2a — 3b c + 3u + v = 1
50 — 7b + u 4+ 4v = 10

a—b+u = 1
(b) at+c—v =
b+v+w = 3

MEGOLDAS. | (a) Gauss-elimindciéval:

3 4 1 =2
2 -3 -1 3
5 -7 0 1

—1 10 7 —18 5| —47
11 ~--~1 0 1T 5 =13 3|-35
10 000 0 0] 0

= w

Az dltaldnos megoldds: a = —47 —7¢ +18u—5v, b = —35—5¢+ 13u—3v (¢, u,v € R).

Elemi bazistranszformacioval:

0.]a b ¢ ulv l.|la b u v|b 2.]a b v |[b
e17 |3 —4 1 =213 c |3 —4 =2 3|-1 c |13 =18 11 ] 19
e |2 -3 =1 3|1 e2 |5 =7 1 4110 ul5 =7 4110
e3|5 —7 0 1 |4 e3|5 —7 1 4110 e3| O 0 010
Az altaldnos megoldés: ¢ =19 —13a+18b—11v, u=10—5a+7b —4v (a,b,v € R).
(b) Gauss-eliminaciéval:
1 =1 0 1 0 0T 100 1 1 114
1 0 -1 02 |~---~| O 1T 0 O 1 1 3
1 0 0 1 113 o0 1 -1 =2 —1]=2
Az dltaldnos megoldds: a=4—u—v—w, b=3—-v—w, c=-24+u+2v+w (n,v,w € R).
Elemi bazistranszformacioval:
0.]a b ¢cu v w|b l.L|b ¢ u v wlb
e1 |1 =1 0 1 0 01 al|—1 0 1 0 011
e 1 0 1 0 —1 012 e |1 1 =1 =1 011
es| 0 1T 0 0 1 113 es| 1 0 O 1 113
22l ¢ u v w|b 3J]u v w|b
a 1 O -1 0|2 al| 1 1 1 4
b -1 -1 0|1 b| 0 1 1 3
e3 | —1* 1 2 112 c|—-1 =2 —-1]|=2




Az &ltaldnos megoldds: a =4 —u—v—w,b=3—v—w,c=-2+u+2v+w (u,v,w € R).
3.3. Feladat. Dontsiik el, hogy (1,—1,2,3) megoldésa-e az

X1 — 2% +x3—2x4 = —1
2x1+x2—%x3+%x4 = 2
X1 +3x2—2x3+3x4 = 1

linearis egyenletrendszernek.

MEGOLDAS. | Nem.

3.4. Feladat. Ellenérizziik, hogy (1,—1,2,1) megoldasa az

X1 —2% +x3—2x4 = 3
2x1+x2—%x3+%x4 = 0
X1 +3x2—2x3+3x4 = -3

linedris egyenletrendszernek. Hogyan kaphat6 meg épp ez a konkrét megoldds az (egyik) &ltaldnos meg-
oldasbdl?

Az egyenletrendszer (egy) altaldnos megolddsa:

_3+X3 _*6+3X3*5X4
-5 - 5

ha x3 =2 és x4 = 1, akkor éppen a szébanforgé konkrét megoldast kapjuk.

X1 X2 (x3,%4 € R),

3.5. Feladat. Hatarozzuk meg az a és b valds paraméterek Osszes olyan értékét amelyekre az alabbi
egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van.

X]—X2+3x3 = 2
—x1+2x2 —5x3 = 1
2x2+bxz = 6

21 +x2+bxy = a

Az egyenletrendszernek pontosan akkor van egyetlen megoldédsa, ha b # —4 és a = —7.

Ekkor x; =5, x3 = 3 és x3 = 0 az egyetlen megoldas.

3.6. Feladat. Hatérozzuk meg, hogy az alabbi egyenletrendszereknek az a valds paraméter fiiggvényében
hany megoldasa van.

X1 —x2+2x3 = 3 X1 —%xX2+2x3 = 3
(a) ¢ axa+(a?+a)x3 = a+1 b) < (a+x2+ax3 = a—1
ax3 = a—1 (a2—a)x3 = a
X1 —X2+2x3 = 3 X1 —2% +x3 = 1
()< (a+1)x24+ax3 = a—1 (d) X1—X2+x3 = 3
(a24+2a—3)x3 = a?—3a+2 x1—2x + (a2 =8)x3 = a+4
X1 —X2+x3+axg = 1
() x1+(1—a)xs+(a—Txa = 2
x1—axz3+(a—2)xq = 1
—axy +axy +2ax3 +2x4 = 3a—1
‘ A megoldasok szama ‘ A megoldasok szama ‘ A megoldasok szama
(a) | a#0 (egy mo.) (b) | a#0,+1 (egy mo.) (¢) | a#—3,£1 (egy mo.)
a =0 (nincs mo.) a =0 (oo sok mo.) a =1 (oo sok mo.)
a = =+1 (nincs mo.) a =—3,—1 (nincs mo.)
‘ A megolddsok szama ‘ A megoldasok szama
(d) | a# %3 (egy mo.) (e) | a#1,2 (egy mo.)
a =3 (nincs mo.) a = 2 (nincs mo.)
a = —3 (oo sok mo.) a=1 (oo sok mo.)

3.7. Feladat. Dontsiik el, hogy igaz vagy hamis az allitas.



(a) Ha egy linedris egyenletrendszernek nincs megolddsa, akkor a b6vitett matrixdnak 1épcsés alakjaban
van ellentmondé sor. (Igaz)

(b) Ha egy linedris egyenletrendszer métrixdnak tobb oszlopa van, mint sora, akkor vagy nincs meg-
oldasa, vagy végtelen sok megolddsa van. (Igaz)

(¢) Linedris egyenletrendszer barmely véltozéja lehet szabad véltozé. (Hamis)

(d) Van olyan linedris egyenletrendszer, amelynek végtelen sok megolddsa van, és minden megolddsa
csak egész szdmokat tartalmaz. (Hamis)

—
)
~

Csupa nulla sort nem tartalmazé 1épcsés matrixnak nem lehet t6bb sora, mint oszlopa. (Igaz)
(f) Ha egy linedris egyenletrendszer Gsszes konstansa 0, akkor van megolddsa. (Igaz)

(g) Ha egy linedris egyenletrendszer elemi bazistranszformaciokkal valé megoldasa sordn az
X2 ‘ 00 ‘ -2

sort kapjuk, akkor az egyenletrendszernek nincs megolddsa. (Hamis)

(h) Ha egy linedris egyenletrendszernek megoldédsa a (0,0,...,0) valés szdm-n-es, akkor az egyenlet-
rendszer homogén. (Igaz)

Van olyan linedris egyenletrendszer, amelynek megoldésa csak irraciondlis szdmot tartalmaz. (Igaz)

)

(j) Létezik olyan linedris egyenletrendszer, amelynek pontosan 2018 megolddsa van. (Hamis)
) Ha egy linedris egyenletrendszer métrixa szimmetrikus, akkor legaldbb egy megolddsa van. (Hamis)
)

Ha egy linearis egyenletrendszer kiegészitett matrixanak determindnsa 0-tdl kiilonboz6, akkor pon-
tosan egy megolddsa van. (Hamis)

’ A 3.8-18. Feladatokban a megadott négy valaszbdl csak az egyik helyes, dontsiik el, melyik.

3.8. Feladat. Az Ax = b linedris egyenletrendszer megoldhaté Cramer-szabéllyal, ha. ..

(a) az A métrix szimmetrikus, és determindnsa 0.

(b) az A métrix négyzetes, és determindnsa nem 0.

(c) az AT métrix szimmetrikus, és determinédnsa 0.

(d) az A métrix négyzetes, szimmetrikus és determindnsa 0.

(b)

3.9. Feladat. Egy adott kétismeretlenes linedris egyenletrendszernek tudjuk, hogy pontosan egy meg-
oldésa van. Ekkor az egyenletrendszer bovitett matrixanak 1épcsés alakja. . .

(a) csak egy nemnulla sorbdl dllhat. (b) csak két nemnulla sorbdl allhat.
(c) csak hdrom nemnulla sorbél éllhat. (d) tetszoleges sok nemnulla sorbdl &llhat.

(b)

3.10. Feladat. Ha két linearis egyenletrendszernek ugyanaz az dltalanos megolddsa, akkor. ..

(a) a két egyenletrendszer csak ugyanaz lehet.

(b) a két egyenletrendszer nem egyezhet meg.

(c) a két egyenletrendszerben ugyanannyi egyenlet van.

(d) a két egyenletrendszerben ugyanannyi kiilonboz6 ismeretlen jelenik meg.

(@)

3.11. Feladat. Prébalgatassal talaltunk két megoldasat egy adott linedris egyenletrendszernek. Ekkor
biztosan tudjuk, hogy. ..

(a) az egyenletrendszernek k darab megolddsa van, ahol k > 2 valamely konkrét pozitiv egész szam.
(b) az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa van.
(c) az egyenletrendszer ellentmondd.



(d) az egyenletrendszernek pontosan két megoldasa van.

(b)

3.12. Feladat. Egy linedris egyenletrendszer Gauss-elimindciéval oldunk meg, és a bdévitett matrix
lépcs6s alakjanak utolsé sora: ( 0 0 10 ‘ 2 ) . Ekkor. ..

(a) az egyenletrendszernek k darab megoldédsa van, ahol k > 1 valamely konkrét pozitiv egész szdm.

(b) az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa van.

(c) az egyenletrendszer ellentmondd.

(d) az egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van.

(b)

3.13. Feladat. Egy linearis egyenletrendszert Gauss-eliminaciéval oldunk meg, és a bOvitett matrix

001 0]2
00 0 0 ]>.Ekkor...

(a) az egyenletrendszernek k darab megolddsa van, ahol k > 1 valamely konkrét pozitiv egész szam.
(b) az egyenletrendszernek végtelen sok megoldédsa van.
(c
(d

lépcsos alakjanak utolsé két sora: (

)
) az egyenletrendszer ellentmondd.
) az egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van.

(©)

3.14. Feladat. Egy linearis egyenletrendszert elemi bazistranszformaciéval oldottunk meg, és az utolsé

X2 b
<115 Ekkor. ..

a) az egyenletrendszernek k darab megolddsa van, ahol k > 1 valamely konkrét pozitiv egész szdm.
b) az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van.
¢
d

lépés utan a kovetkezdt kaptuk:

)
) az egyenletrendszer ellentmondd.
) az egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van.

(
(
(
(

(b)

3.15. Feladat. Egy linedris egyenletrendszert elemi bazistranszformacioval oldottunk meg, és az utolsé

X2 b
1épés utan a kovetkezét kaptuk: e; | O | —2 . Ekkor...
X1 1 5

(a) az egyenletrendszernek k darab megolddsa van, ahol k > 1 valamely konkrét pozitiv egész szam.
(b) az egyenletrendszernek végtelen sok megoldédsa van.
(c) az egyenletrendszer ellentmondd.

(d) az egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van.

(©)

3.16. Feladat. Ha egy 5 ismeretlenes linearis egyenletrendszer 7 egyenletbol all igy, hogy egyik egyenlet
sem szerepel kétszer, akkor. . .

(a) az egyenletrendszer ellentmondé.

(b) az egyenletrendszernek legfeljebb egy megolddsa lehet.

(c) az egyenletrendszernek végtelensok megoldésa van.

(d) az egyenletrendszernek nulla, egy vagy végtelen sok megolddsa van.

(@

3.17. Feladat. Ha az Ax = b linearis egyenletrendszer A matrixa négyzetes, és a determinansa O,
akkor. ..

(a) az egyenletrendszer biztosan megoldhaté.

(b) az egyenletrendszer biztosan nem oldhaté meg.

(c) az egyenletrendszer csak elemi bézistranszformécidval oldhaté meg.
(d) az egyenletrendszer nem oldhaté meg Cramer-szabdllyal.



(@

3.18. Feladat. Az ax; + bx; = 0 linedris egyenletrendszernek. . .

(a) nincs megolddsa, ha a =0, b =1. (b) nincs megoldésa, ha a =b = 0.
(c) végtelen sok megolddsa van, ha a=b = 1. (d) nincs megolddsa, ha a=b =1.

©)

finl m [ wk
NEHEZEBB FELADATOK

3.19. Feladat. Oldjuk meg a kovetkezo linearis egyenletrendszert, ahol a tetszéleges valés szam.

ax; —+ X2 + X3 + ... + Xn = 1
X1 + axz + X3 + ... + Xn = 1
X1 + x2 + ax3 + ... + xn = 1
X1 + x2 + x3 + ... + axp = 1

3.20. Feladat. Altaldnos megoldasa-e az

X1 —X2+2x3+%x4 = 3
X1 +2% +x3+2x4+x5 = 2
2x1+x24+3x3+3x4+x5 = 5

linearis egyenletrendszernek a kévetkezo: x1, x3, x4 kotott ismeretlenek, x,, x5 szabad ismeretlenek és

X1 = —2— 5X2,
x3 =2+ 3x2,
Xgq4 = 1 — X5.
3.21. Feladat. Tekintsiik az
X1 —X2+3x3—X4+3x5 +x¢g = 1
X1 +2%2 +x3—3x4 +2x5 +%x¢ = 3
X1 +X2+XxX3—4%x4 +5%x5 +2x¢ = 3

linearis egyenletrendszert.

(a) Van-e olyan dltaldnos megolddsa a fenti egyenletrendszernek, melyben a kétott ismeretlenek éppen
X2, X4 €S X57

(b) Van-e olyan, amelyben éppen x7, x3 és x57

Adj meg olyan altalanos megoldést, melyben az x1, x3 és x5 ismeretlenek a szabadok.




