MTNM312E: Polinomok

(elsadasvazlat, 2023. november 23.)

Katai-Urban Kamilla

1. Definicié. A T test f6lotti egyhatarozatlant polinomok az
ag+ a1z + -+ ax” (a; €7T)

formalis kifejezések, amelyek halmazat T'[x]-el jeloljiik. (Szokas a polinomokra az egyiitthatoikbol
allo sorozatként is gondolni.) Ha a;j11 = @42 = --- = a, = 0, akkor az ag + a1z + - - - + a,z™ és
ao+ aix + - - -+ a;z° polinomokat egyenlsknek tekintjiik (tehat a zéro egyiitthatos tagokat figyelmen
kiviil hagyjuk). Az a € T elemeket konstans polinomoknak hivjuk.

2. Definicid. Legyen T test. Az f = ag+ a1z + -+ + apz™ € T[z] polinom polinomfiiggvényén az
n
fO=Yad  (ceT)
i=0

képlet szerint definialt f(x) : T — T leképezést értjiik.

3. Példa. A Zy test feletti f = 0 és g = x + 22 polinomokra f # g de f(z) = g(z). Azonban
tetsz6leges f, g € R[z] polinomokra f = g akkor és csak akkor, ha f(z) = g(z).

4. Definicié. Legyen T tetszdleges test és

f=a+ax+--+anx" € T[], g="by+bix+ -+ bupz™ € T[x].
Az f és g polinomok &sszegén az
max(n,m)
fg=>_ (ai+b)a,
i=0

polinomot értjiik, ahol a; = 0, illetve b; = 0 értendd, ha i > n, illetve i > m. Az f és g szorzatan az

n+m i '
fg = Z Zajbi_j '
=0 \7=0

polinomot értjik.

5. Tétel. Tetszbleges T test esetén T[x] kommutativ egységelemes gyftirtit alkot az elgbb definialt
miiveletekkel, amit a 7" test feletti egyhatarozatlani polinomgytirtinek hivunk.

6. Definici6. Ha az f = ap + a1z + - - - + apaz™ € T[z| polinomban a,, # 0, akkor az n szdmot az
f polinom fokszaménak és az a, elemet az f polinom fGegyiitthatojanak hivjuk. Az f polinomot
fépolinomnak nevezziik, ha f f6egyiitthatoja 1 € T. Tehat a 0 polinomnak nincsen fokszama (se
féegytitthatoja), de kényelmes lesz bevezetni a kovetkezs jelolést:

f fokszama, ha f #0,
deg f =
—00, ha f =0.

7. Tétel. Legyen T tetszbleges test és f,g € T[x]. Ekkor
deg(f +g) < max(deg f,degg) & deg(fg) =degf+degg.

8. Definicié. Az R gytirlt zérusosztomentesnek nevezziik, ha barmely két 0-tél kiilénb6zs elem
szorzata 0-tdl kiilonb6zd.

9. Példa. A testek zérusosztomentes gyiriit alkotnak. NEM zérusosztomentes gytird példaul a Zg,
ugyanis 2 -3 = 0.

10. Ko6vetkezmeény. Tetszoleges T' test esetén T'[x] zérusosztomentes.



1. POLINOMOK ,SZAMELMELETE”

1.1. Oszthatoésag

11. Definici6. Legyen T tetsz6leges test és f, g € T[x]. Azt mondjuk, hogy [ osztoja g-nek, vagy
g tobbszorose f-nek, és azt irjuk, hogy f | g, ha van olyan k € T[x] polinom, amelyre fk = g.

12. Tétel. Tetszoleges T test feletti T[z] polinomgytriiben teljesiilnek a kovetkezs oszthatosagi
tulajdonsagok, barmely f, g, h € T[z]:

(1) f17

| g és g | f akkor és csak akkor, ha f = cg valamely ¢ € T'\ {0} elemre,
| f

|0,
| 1 akkor és csak akkor, ha f € T\ {0},

f akkor és csak akkor, ha f =0,
flgésf|h,akkor f|g=+h,

f g, akkor f | gh,

h # 0, akkor f | g akkor és csak akkor, ha fh | gh.

ha f | g és g # 0, akkor deg f < degg.
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13. Definici6. Az f és g polinomok asszocialtak, ha f|g és g|f, amelyet a ~ relacioval jelolink.
14. Példa. Z[z]-ben 22% + 2 + 2 ~ 23 + 2z + 1, valamint R[z]-ben 622 4+ 2z + 1 ~ 2% + 2z + .
15. Tétel. Az asszoiéltsag ekvivalenciarelacio T'[z]-en.

16. Tétel. Tetszbleges f,g € T[z] esetén f ~ g pontosan akkor, ha létezik ¢ € T \ {0}, melyre
f=cg.

17. Definici6. Tetsz6leges T test feletti T'[x] polinomgytird esetén az f € T'[x] polinomot egységek-
nek nevezziik, ha f ~ 1 (vagy, ami ezzel ekvivalens: f | 1).

18. Teétel. Tetszsleges T test feletti T'[x] polinomgytri esetén az egységek a nemnulla konstans
polinomok.

1.2. Legnagyobb k6z6s osztd, Euklideszi algoritmus

19. Definici6é. A h polinom az f, g polinomok legnagyobb kozos osztoja, ha teljesiilnek a kdvetkezsk

(Inkol) h| f és h | g (azaz kozos osztd), és

(Inko2) barmely k polinomra, ha k| f és k | g, akkor k | h (azaz minden kozos osztonak a t6bbszo-
rose).

Hasonl6an, a h polinom az f, g polinomok legkisebb kozos tobbszordse, ha

(Ikkt1) f| h és g | h (azaz kozos tobbszords), és
(Ikkt2) barmely k polinomra, ha f | k és g | k, akkor h | k (azaz minden koz6s tobbszorosnek az
osztoja).

20. Tétel. A legnagyobb kozos osztd (és a legkisebb kézos tobbszords) asszocidltsag erejéig egyér-
telmtien meghatarozott. Tehét, ha h az f és g polinomok legnagyobb ko6z6s osztdja, akkor A minden
asszocialtja is legnagyobb kozos oszt6 és rajtuk kiviil nincs mas legnagyobb kozos osztd. Ez gy is
megfogalmazhato, hogy f, g polinomok legnagyobb kozos osztoi (legkisebb kozos tobbszorosei) teljes
asszocialtsagi osztalyt alkotnak.

21. Jeldlés. Az f és g polinomok legnagyobb kozos osztoja ~ erejéig meghatéarozott (1d. el6zd
tétel). Az Inko(f,g) jeloli az Inko-k osztalyabol a f6polinomot, vagy a 0-t abban az esetben, ha az
a legnagyobb kozos osztd. Hasonloan hasznaljuk a legkisebb kozos tobbszoros esetén az lkkt(f, g)
jelolést.

22. Definicidé. Az f és g polinomok relativ primek, ha Inko(f, g) ~ 1.
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23. Tétel (Maradékos osztas). Legyen T test, f,g € Tlx] és g # 0. Ekkor léteznek olyan
egyértelmiien meghatéarozott ¢,r € T[x] polinomok, amelyekre f = gg + r és degr < degg.

24. Definicié. Az el6zd tételben szerepld f polinomot osztandonak, g-t osztonak, ¢-t hanyadosnak
és r-t maradéknak nevezziik.

25. Tétel (Euklideszi algoritmus). Barmely két f, g € T[z] polinomnak van legnagyobb kozos
osztoja, amely az alabbi euklideszi algoritmussal megkaphato. Az rg = f és 1 = g polinomokon
végrehajtott euklideszi algoritmus maradékos osztasok ismételt elvégzését jelenti:

ro = q1r1 + 1o (degry < degry)

rL=qory + 73 (degrs < degrs)
Th—2 = gn-1"n—1 +Tn (deg Tn < deg Tnfl)
Tn—1 = qnTn + Tnt1 (rn+1 = 0)

Az eljaras véges szami 1épés utédn véget ér, azaz létezik olyan n € N, hogy r,+1 = 0. Ekkor a
legnagyobb kozos oszt6 az utolsdé nemnulla maradék, azaz Inko(f, g) ~ r,. Az eljaras soran kapott
egyenleteket visszafejtve olyan u és v polinomokat kapunk, hogy Inko(f,g) = fu + gv.

26. Példa. Euklideszi algoritmus segitségével meghatarozzuk Inko(f, g)-t, ahol f,g € Zs[x], f =
2x* + 323 + 322 + 22, g = 2% + 32 + 1. A maradékos osztasok elvégzésével kapjuk:

200 4323 +32° + 20 = 2o +3) (@ + 3+ 1)+ 222 +x + 2
P43 +T1=0CBs+1)22° +2+2)+x+4
2° 4 24+2=2c+3)(z+4) +0.
Igy: Inko(f,g) = = + 4.

27. Tétel. Barmely f, g, h € T[z] polinomra teljesiilnek az alabbiak.

(1) Inko(f, f) ~ f,

(2) nko(f,g) ~ inko(g, f).

(3) lnko(lnko(f 9), h) ~ Inko(f,Inko(g, h)),

(4) Inko(f,g) ~ f akkor és csak akkor, ha f | g

(5) lnko(f + oh) ~ Inko(.),

(6) Wuko(f,g) - h ~ lnko( f1, gh),

(7) ha Inko(f,g) # 0, akkor Inko(f/Inko(f,g),g/Inko(f,g)) ~ 1

28. Tétel. Tetszbleges f, g € T[z] polinomoknak létezik legkisebb kozos tobbszorose, és
Ikkt(f, g) Inko(f,g) ~ fg.

1.3. Diofantoszi egyenlet

29. Tétel. Tetszsleges adott f,g,h € T[x] polinomok esetén az fu + gv = h diofantoszi egyenlet
akkor és csak akkor oldhato meg az u, v € T'[x] ismeretlenekre nézve, ha Inko(f, g) | h. Ha ug, vo egy
megoldas, akkor az altalanos megoldéas

U= ug +

-1, V=g — - T,

g

ahol t € T[z] tetsz6legesen valaszthato.

30. Példa. Megoldjuk az fu + gv = h diofantoszi egyenletet, ahol f, g, h € Zs|x], f = 22* + 323 +

322 +22,g=2+3x+1ésh=222+4x+4. A Példaban megadtuk, hogy Inko(f, g) ~ x + 4.

A diofantoszi egyenlet megoldhato, ugyanis h = 22 +4x +4 = 2o+ 1)(z +4), igy az el6z6 tételben
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megadott feltétel teljesil. A Példaban szereplé euklideszi algoritmus lépéseinél kifejezziik a
maradékot:

220% + o +2=22"+32% +32% + 22 — (22 +3) (2 + 3z + 1)
r+d=23+3x+1— Br+1)22% + 2 +2).
Az utolsé egyenlGségtdl indulva behelyettesitjiik az el§zd sorban szerepld kiilonbséget, és a zardjeleket
felbontjuk tgy, hogy f és g polinomok tobbszordseinek Gsszege szerepeljen:
r+d=23+3+1-Br+ 1222+ +2) =

=2*+32+1- B+ D22 +32° + 32 + 22 — 22 +3)(2* + 32+ 1) =

= 22" +32° +32H 22+ D) + (2 +3x + D) (2 + 2+ 9)
A cél az, hogy az fu + gv = h diofantoszi egyenletet megoldjuk, ahogy kordbban mar lattuk a h

tobbszorose a legnagyobb kozos osztonak (b = 222 + 4w +4 = (22 + 1)(x + 4)), igy 2z + 1-gyel
szorozva az el6z6 egyenlGséget megkapjuk a diofantoszi egyenlet egy megoldasat:

222 + 4z + 4 = (22 + 32% +32?) (42 + 1) + (23 + 32+ 1) (22 + 322 + 4z + 4).
Igy az altalanos megoldas:

u:1x2+1+7x3+§xf+i‘
r+4

ahol t € Zs[z] tetsz6legesen vélaszthato.

224 + 323 + 322 .
x+4

t, v=2x34+3? +dx +4—

2. POLINOMOK GYOKEI

31. Definici6. Az f = Y ja;z" € T[z] polinom helyettesitési értéke ¢ € T helyen: f(c) =
anc® + -+ arc+ ap. A ¢ € T elem gyoke (mas szoval zérushelye) az f € T[z] polinomnak, ha

f(e)=o.

32. Tétel (Horner-modszer). Legyen f = ana™ + -+ + a1x + ag € T'[x] egy n-edfoki polinom és
¢ € T. A Horner-moédszerrel elkészitett tablazat:

an |an_1 |- a1 ] ao |
¢l ba1|baz |- | bo| flc)
ahol
bn—1 = an,
bi =bir1-c+ aj1 (i=n-—2,...,0).
Ekkor

f=(x—=c) - (b2 "+ + bz +bo) + f(c).
33. Tétel (Bézout tétele). Barmely f € T'[x] és ¢ € T esetén
fle)=0 <= xz—c]| f.

34. Kovetkezmeény. Tetszsleges f, g € T'[x] polinomok koézos gyokei ugyanazok, mint az Inko(f, g)
gyokei.

35. Kovetkezmény. Tetszbleges f € T[x] n-edfoku polinomnak (n € Ny) legfeljebb n kiilonb6z6
gyoke van.

36. Definicié. Az f € T[z] polinomnak az a € T elem k-szoros gydke, ha (x — ¢)* | f, de
(x — )k J f. A k € N szamot az ¢ gydk multiplicitasanak nevezziik.

37.* Tétel. Alkalmazzuk a Horner-modszert az f = an,z™ + --- + a1z + ag € T[z] polinomra és
a ¢ € T konstansra, majd egészitsiik ki a tabldzatot egy tjabb, az el6z6nél eggyel révidebb sorral
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a szokasos Horner-moédszer szamolési szabalyaval. Folytassuk tjabb, egyre révidebb sorokkal, mig
végiil egy hdromszog alakt tablazatot kapunk:

An | Gp—1 [ Ap—2 | "** | G2 | A1 | A0 ‘
- . do
c T a
c T d
& dp—2
& dp—1
c || dy

A tablazat jobb szélén atlosan elhelyezkeds szamok megadjak annak a polinomnak az egyiitthatoit,
amelyet f-bél az x — ¢ hatarozatlanra valo attéréssel kapunk (természetesen dy = f(c) és d,, = ap):
apz" 4+ -+ ax+ag=dp(zr—c)" 4+ -+ di(x — ¢) + dp.

A téblazatbol az is kiolvashatd, hogy ¢ hanyszoros gyoke f-nek: az a legkisebb k egész, amelyre

dy=dy=---=d_1=0¢sd; #0.

38. Példa. Meghatarozzuk, hogy hanyszoros gyoke az f = 2° + 4a* + 723 + 1322 4 162 + 4 € R[z]
polinomnak a —2, és felirjuk f-et x + 2 polinomjaként. Alkalmazzuk a Horner-moédszert f-re és a
¢ = —2 konstansra, amig haromszog alaki tablazatot kapunk.

1] 4] 7] 13 |16]4]
2123 7 [2]0
=210 [3] 1 ]0
—2[[1]-2]7]-13
—2[[1]-4]15
—2[1]-6
—2 1

A tablazatbol kiolvashatd, hogy a —2 kétszeres gyoke f-nek, ugyanis a tablazatban az els6 két sor
végén 0 szerepel, de a harmadik sor végén mér nemnulla. Tovabba

f=a" +4a" + 723 41322 + 162 +4 = (2 +2)° —6(x +2)* + 15(x +2)® — 13(z +2)> + 0(z + 2) + 0.

3. IRREDUCIBILIS POLINOMOK

39. Definicio. A p € T[z]| polinom irreducibilis, ha legalabb els6foku, és csak tgy bonthato két
polinom szorzatara, hogy az egyik tényezs asszocialt p-hez. Ekkor a masik tényezd sziikségképpen
asszocidlt 1-hez; az ilyen felbontast trivialis faktorizacionak nevezziik.

40. Tétel. Legyen p € T[z]. A p polinom akkor és csakis akkor irreducibilis T felett, ha legalabb
els6fokn, és nem bonthaté fel gy két polinom szorzatara, hogy mindkét polinom fokszama kisebb
deg p-nél.

41. Definicié. A p € T[x] polinom prim, ha legalabb els6foku, és valahanyszor osztoja egy szorzat-
nak, mindannyiszor osztoja a szorzat valamelyik tényez§jének.

42. Tétel. A prim és irreducibilis polinomok megegyeznek.

43. Tétel. Legyen T tetszbleges test. Minden nemnulla f € T'[x] polinom felirhato, mégpedig a
tényezk sorrendjétsl eltekintve egyértelmiien,

f=apr-pn
alakban, ahol a € T'\ {0} az f fGegyiitthatoja, p1,...,pn € T[x] pedig irreducibilis fpolinomok.
44. Tétel. Barmely test felett minden els6fokt polinom irreducibilis, és van gyoke.

45. Tétel. Ha f € T[x] irreducibilis és deg f > 2, akkor f-nek nincsen gyoke.
5



46. Tétel. Barmely test feletti masod- vagy harmadfoku polinom akkor és csak akkor irreducibilis,
ha nincs gyoke.

47. Tétel. Barmely test feletti legalabb 4-ed fokt polinom ha irreducibilis, akkor nincs gyoke, de
az implikacié megforditasa nem igaz.

48. Példa. A Z, feletti legfeljebb harmadfokt polinomok felirasdhoz egyrészt hasznalhatjuk az
Tételt, tehat x és = + 1 irreducibilis. MaAsrészt a masod- és harmadfoku polinomok esetén az
Tétel alapjan elég megv1zsgaln1 hogy van-e gydke a polinomnak. Mivel az z? gydke a 0 és
22 + T-nek az 1, igy 22 + = + 1 az egyetlen masodfoku 1rredu01b1hs pohnom Zo felett Hasonl6an
megkaphato, hogy a harmadfoki irreducibilisek Zo felett x3 4+ o + 1 és 2% + 22 4+ 1. Ugyeljunk
arra, hogy a negyedfoku polinomok esetén mar nem elég csak a gyokok vizsgalata (1d. [47, Tétel),
peldaul az 2t + 22 +1 pohnomnak nem gyoke sem a 0, sem az 1, de mégsem 1rredu01b1hs ugyanls
42?2+ 1=+ 2+ 1)%

3.1. Irreducibilis polinomok C és R felett

49.* Tétel (Az algebra alaptétele). Minden legalabb elssfoku komplex egyiitthatos polinomnak
van gyoke a komplex szamok testében.

50. Kovetkezmény. A komplex szamok teste felett pontosan az elséfokd polinomok az irreducibi-

lisek.

51. Kovetkezmény. Minden legalabb els6fokt komplex egyiitthatés polinom els6fokti polinomok
szorzatara bomlik. Ha f = a,z™ + -+ 4+ a1z + ag € C|z] ahol a,, # 0, akkor f-nek multiplicitassal
szamolva pontosan n gyoke van. Ha ezek a gyokok aq,...,a, € C, akkor f = ap(z—aq) -+ (x —ap).
Ezt nevezziik az f polinom gyoktényezds felbontasanak.

52. Tétel (Viéte-formulak). Legyenek az n-edfok f = 2" + ap_12" L + -+ + a120 + ag € C[z]
fépolinom gydkei ai,...,q, (mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a multiplicitasa). Ekkor
fennalnak a kovetkezd Osszefiiggések:

—Qp—1 = 01 + 02+ -+,

Ap—9 = Q10 + a3 + - - + Qp_1Qp,

(_l)kan—k‘ = Z Qg Qg+ e+ aik7

1<i1 << <1, <n

(=D)"ap = a1ae - .
53. Tétel. Ha f € R[z] és ha f(z) = 0 valamely z € C komplex szamra, akkor f(z) =0, ahol Z a z
komplex szam konjugéltjat jeloli.
54. Kovetkezmény. Egy valos egyiitthatos polinom pontosan akkor irreducibilis R[z]-ben, ha
els6fok, vagy olyan méasodfokil polinom, amelynek nincs valos gyoke.

55. Kovetkezmény. Minden paratlan fokszamu valos egyiitthatés polinomnak van valés gyoke.

56. Példa. Felirjuk az f = 2% + 22® — 8z polinomot irreducibilis polinomok szorzataként C[x]-ben,
Rlz]-ben és Q[x]-ben. Alakitsuk szorzatta az f polinomot.

f=a"+223 -8z =x(zt + 227 —8) = 2(2? — 2)(2® +4) = 2(x — V2)(z + V2)(z — 2i)(x + 20)

Mivel minden tényezs elséfoki, igy megkaptuk C[z]-ben az irreducibilis felbontast. A [53] Tétel
alapjan egy f € R[z| polinom nem valos gyokei kézott mindig taldlunk konjugalt parokat. Eazt
felhasznalva a Clz]-beli felbontasbol altalaban tigy kapjuk az R feletti felbontéast, ha a nem valos
gyokoknek megfelels elséfokti polinomokat megszorozzuk a konjugaltjanak megfelel§ elsGfoka poli-
nommal. A mi esetiinkben (z — 2i)(x + 2i) = 2% + 4 teljesiil, igy az R feletti irreducibilis felbontas:

J = (e = V2)(x + VI)(a® + 4).
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Mivel £v/2 ¢ Q, igy az irreducibilis felbontas Q[z]-ben:
f=ax(x*—2)(z* +4).
3.2. Irreducibilis polinomok Q felett

57. Tétel (Rolle tétele). Legyen f = a,x™ + -+ + a1z + ap egész egylitthatoés polinom, azaz

f € Z[x]. Ekkor f minden racionalis gyoke % € Q alaka (nem egyszertsithets tort), ahol p | ag és

q | an. Specialisan, egész egyiitthatos f6polinom racionalis gyokei mind egész szamok.
58. Kovetkezmény. A legfeljebb harmadfokt Q[z]-beli polinomokrél eldénthetd, hogy irredu-
cibilisek-e.

59. Példa. Eldontjiik az f = 323 — 722 + 172 — 5 polinomrdl, hogy irreduciblis-e Q[z]-ben. Mivel
f harmadfokt polinom, ha nem irreducibilis, akkor a felbontasaban lennie kell elséfoka Q[x]-beli

polinomnak is, ami azt jelenti, hogy f-nek van racionalis gytke. A Tétel alapjan ha a % cQ
1

gyoke f-nek, akkor p | =5 és ¢ | 3, igy % lehetséges értékei 1, —1, 5, —3, 5, =5, g, —g. Mivel
f(1)=13#0¢és f(—1) = =17 # 0, igy az 1 és a —1 nem gydke, a tobbi lehetséges gyok vizsgalatahoz
hasznalhatjuk a Horner-moédszernél szereplé tablazatot.

=717 | =5

—6|15] 0

T
3
A tablazatbol leolvashato, hogy f(%) =0, igy az % gyoke f-nek tovabba

f= <x—;> (322 — 62 + 15).

Tehat az f polinom nem irreducibilis Q[x]-ben. A g = 32% — 62 + 15 polinom diszkrimin4nsa
D = (—6)2 —4-3-15 < 0, azaz g irreducibilis R[z]-ben, és igy Q[z]-ben is. Tehét az f polinom

egyetlen racionalis gytke az %

3
3

60." Tétel. Egy legaladbb els6foktl egész egylitthatds polinom pontosan akkor nem bonthat6 fel néla
kisebb fokszdmu egész egyiitthatos polinomok szorzatara, ha Q felett sem bomlik igy fel.

61. Tétel (Schonemann-Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium). Legyen f = a 2™ +-- -+
a1x + ag € Z[z]. Ha létezik olyan p primszam, amelyre p fan, p | an_1,...,p| a1, p | ag és p* [ ao,
akkor f irreducibilis Q[z]-ben.

62. Példa. Az f = 2102 4+ 14278 — 5625° 4 422! — 28 irreducibilis Q[x]-ben, mert a p = 7 primszam
kielégiti a Tételben szerepls feltételeket.

63. Kovetkezmény. Tetszoleges fokszamu irreducibilis polinom megadhatdé Q[x]-ben. Példaul
az x" — 2 polinom béarmely n € N-re irreducibilis lesz Q[z]-ben, ugyanis p = 2-re teljesiilnek a
Tételben szerepld feltételek.

64. Megjegyzés. A Schonemann—FEisenstein-tétel megforditasa nem igaz! Vagyis abbdl, hogy nem
létezik olyan p primszam, ami teljesitené a megfelels oszthatosagi feltételeket, nem kovetkezik, hogy
a polinom nem irreducibilis. A megforditas helyett viszont teljesiil a tétel ,tiikorképe”.

65. Tétel (witddind ieddilidiouborii olst-nistenseid—nnsmonddoe). Legyen f = apz™+- - -+
a1z + ag € Z [x]. Ha létezik olyan p primszam amelyre p fag,p | ai,...,p | an_1,p | an, és p* [ an,
akkor f irreducibilis Q[z]-ben.

4. LAGRANGE INTERPOLACIO
A Bézout-tétel Tétel) néhany kovetkezménye.

66. Kovetkezmény. Ha f,g € T[x] olyan legfeljebb n-edfokt polinomok, amelyek helyettesitési
értéke legalabb n + 1 helyen megegyezik, akkor f = g.

67. Kovetkezmény. Ha T végtelen test, akkor kiilonb6zs T'[z]-beli polinomok polinomfiiggvénye is
kiilonbo6zé.
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68. Tétel (Lagrange interpolaciés tétele). Legyen T szamtest, (c1,d1)..., (cn,dn) € T2, és
tegyiik fel, hogy a ¢;-k paronként kiilonboznek. Ekkor létezik pontosan egy L € T[z] legfeljebb
n — l-edfoka polinom, amelyre L(c1) = dy, ..., L(¢y) = d,. Ez az L polinom a kévetkezd:

B " (z—c1)...(x—ci)(x—cip1) ... (x —cn) o
L_zz_;(ci—cl)...(ci—ci_l)(cz-—ci+1)...(ci—cn) dz.

Az L polinomot a cy, .. ., ¢, alappontokhoz tartozé Lagrange-féle interpolacios polinomnak nevezziik.

69. Megjegyzés. Ha T' = R, akkor az L altal meghatarozott polinomfiiggvény grafikonja a (c1,d;),
., (¢, dy,) pontokon megy &t.

70. Példa. Meghatarozzuk a (—1,1),(—2,4), (=3, —7) pontokra illeszkedd L Lagrange-polinomot.
A Lagrange-féle interpolaciés polinom a kovetkezd tagokbol all:

z—(—2))(x—(—3

Li = dEcocicy 1 =1 @ +52+6),
z—(—1))(z—(—3

Ly = (5275713%723(332)) 4= (-4) (2° + 4z +3),
z—(—1))(z— (-2

L~ S ()~ (D e

Tehat L = Ly + Lo + Ly = —72% — 24z — 16.

5. POLINOM DERIVALTJA

71. Definicié. Tetszéleges T test és f = Y ja;a’ € Clz] polinom esetén f derivaltja az f' =
S ia;z! € Clz] polinom.

72. Tétel. Legyen f € Clz] és k € N. Ha ¢ komplex szam k-szoros gyoke f-nek, akkor (k — 1)-szeres
gyoke f’-nak. (Specialisan, ha k = 1, akkor ¢ nem gyoke f’-nak.)

73. Kovetkezmény. Tetszdleges f € C[z] nemzérus polinom esetén a ¢ komplex szam akkor és

csakis akkor tobbszoros gyoke f-nek, ha f(c) = f/(¢) = 0.

74. Kovetkezmény. Legyen f € C[z] nemzérus polinom. Az Inko(f, ') polinom gyokei pontosan
az f polinom t6bbszoros gyokei, mégpedig 1-gyel kisebb multiplicitdssal, mint f-ben.

75. Példa. Az f = 2% — 225 — 22% + 223 + 22 + 42 + 4 polinom t6bbszoros gydkeinek megkereséséhez,
el6szor meghatéarozzuk az f’ polinomot: f' = 6% — 102* — 823 + 622 4 22 + 4. Ezutéan kiszamitjuk a
legnagyobb kozos osztét (pl. euklideszi algoritmussal), Inko(f, f') = 22 —x — 2. Ennek a polinomnak
mar egyszerien meg tudjuk hatarozni a gyokeit, 1 = —1, xo = 2, ezek az f polinom tobbszoros
gyOkei. Mivel egyszeres gyOkei a legnagyobb kozos osztonak, igy f-nek kétszeres gyokei. Ez segithet
f Osszes gyOkének meghatarozésidban is, hiszen ha ezen ¢ gyokok esetén z — c-vel leosztjuk f-et
a multiplicitast is figyelembe véve (pl. Horner-elrendezéssel), akkor mar egy masodfoki polinomot
kapunk, 22+ 1-et, amelynek gyokei konnyen meghatarozhatok. Tehat f gyokei multiplicitassal felirva:
-1,-1,2,2,4, —1.

76. Megjegyzés. Ugyeljiink arra, hogy Tétel megforditva nem igaz, azaz ha egy f € Clz]
polinom esetén f’-nak egy ¢ komplex szam k — 1-szeres gyoke, akkor nem biztos, hogy f-nek k-szoros
gyoke. Tekintsiik az el6z6 példat, ahol két t6bbszoros gyoke volt az f 6-odfokd polinomnak, amelyek
méar csak 1-szeres gyokei f’-nak (f tobbi gyoke pedig nem gyoke f’-nak). De f’ otodfoka, tehat
multiplicitdssal szamolva 5 gyoke van C-ben, azaz jelentek meg olyan gyokok is, amelyek nem gyokei
f-nek. Ezért van sziikségiink az Inko(f, f’)-ra, hogy f tobbszoros gyokeit meg tudjuk hatarozni, és
nem elég csak f’ gyokeit vizsgalni.
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6. POLINOM SZERINTI MARADEKOSZTALYOK, VEGES TESTEK

77. Definicié. Tetszoleges f,g,m € T [z] esetén azt mondjuk, hogy f kongruens g-vel modulo m,
ham | f —g. Jelolés: f =g (modm).

78. Példa. Az 2% + 5z polinom kongruens 3z-szel modulo z + 2 az R[z] polinomgytirtiben, ugyanis
(22 4+ 5z) — 32 = 22 + 22 = (v + 2)x. Tehat x + 2 | (2 + 5x) — 32 teljesiil.

79. Allitas. Legyen m € T[x] \ {0}. Két T[z]-beli polinom akkor és csak akkor kongruens modulo
m, ha ugyanazt a maradékot adjak m-mel osztva.

80. Tétel. A mod m kongruencia ekvivalenciarelacié T [z]-en (azaz reflexiv, szimmetrikus és tran-
zitiv). Barmely f,g,h,k € T[z] és m € T[z] \ {0} esetén, ha
fi=g (modm), fo=go (modm),

akkor

fitfo=g1+g (modm), fifs=gig2 (modm).
81. Definici6. Legyen f € T'[z] és m € T[z] \ {0}. Az f € T[z] polinom modulo m maradékosz-
talyan az f = {g € Tx]: f = g (modm)} halmazt értjiikk (vagyis az f polinomnak a modulo m
kongruenciarelacié szerinti ekvivalenciaosztalyat). Jelolje T'[z]/(m) a modulo m maradékosztalyok
halmazat.

82. Definicio. A T[z]/(m) halmazon értelmezziik az Gsszeadast és a szorzéast a kovetkezGképpen:
f+9=/f+9,[-9=T1g

83. Megjegyzés. Az hogy a fenti miiveletek jol definidltak hasonldéan lathaté be, mint a Z-n
értelmezett maradékosztalyok esetén. A modulo m maradékosztalyokat altalaban az egyetlen degm-
nél kisebb fokszami polinommal reprezentaljuk. Az Gsszes legfeljebb degm — 1-ed fokd polinom
reprezentél 1-1 osztalyt, ezek az osztalyok T[x]/(m) elemei.

84. Példa. A Zy[x]/(x® + x + 1) elemei 0, 1,7
végezhet6k: T+z+1=x+z+1=1ésT-Z=2?=2+1, ugyanis 2> =z +1 (modz?®+ z +1)
a Zso|z| gytrtben.

x+1. A miveletek pedig a kiovetkezSképpen

85. Tétel. (T'[z]/(m);+, ) egységelemes, kommutativ gytrd.
86. Definicié. Az f,g € T[z]/({m) maradékosztilyok egymas multiplikativ inverzei, ha f-g = 1.

87. Tétel. Tetszoleges f, g, m € T [x] esetén az fu =g (modm) linearis kongruencia akkor és csak
akkor oldhato meg (az u ismeretlen polinomra nézve), ha Inko (f,m) | g.
Speciélisan fu =1 (modm) megoldhaté <= Inko(f,m) ~ 1.

88. Kovetkezmény. Az f maradékosztalynak létezik multiplikativ inverze T[z]/(m)-ben <=
Inko(f,m) ~ 1.

89. Példa. Meghatarozzuk Zs[z]/(z? + = + 1)-ben T multiplikativ inverzét, amennyiben léte-
zik. Ehhez meg kell talalnunk azt a legfeljebb els6foki u € Zs[x| polinomot, amelyre z - u =
1 (modz?+z +1). Mivel a . Példaban mér meghataroztuk a Zs[z]/(z? + = + 1) négy elemét, és
kiszamoltuk T - T-et is, igy latszik, hogy u = = + 1 lehet, ami tényleg megfelel. Ha ezt nem vessziik
észre, akkor az zu + (22 + x 4 1)v = 1 diofantoszi egyenlet megoldasaval is megkaphat6 u. Tehat

T 1l=n+1

90. Tétel. Legyen m € T[x] legalabb elssfokt polinom. A T'[z]/(m) gy{ird pontosan akkor test, ha
m irreducibilis.

91. Példa. A. Példaban a Zs[z]/ (2?42 +1) maradékosztaly-gytiri elemeit meghataroztuk, illetve
a [89 Példaban megadtuk Z multiplikativ inverzét. Van-e minden nemnulla elemnek multiplikativ
inverze ebben a gytriiben? Azaz teljesiil-e, hogy ez a maradékosztaly test? Az el6z8 tétel alapjan
azt kell eldonteniink, hogy 22 + = + 1 irreducibilis-e Zy felett. Mivel ez a polinom masodfoki, az
Tétel szerint elég azt vizsgalni, hogy van-e gyoke, ami a 0, 1 elemek behelyettesitésével eldonthets
(1d. Példa). Mivel egyik behelyettesitésnél sem kapunk 0-at, igy az 22 +z+1 polinom irreducibilis,
azaz Zs[z]/{x? + = + 1) test, tehat minden nemnulla elemnek van inverze.
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92.* Tétel. Barmely p prim és k € N esetén létezik Z,[x]-ben k-adfoki irreducibilis polinom, tehat
barmely p* primhatvanyra létezik ilyen elemszamu test. Tovabba teljesiil, hogy minden véges test
elemszama primhatvany.

93. Példa. Ahhoz, hogy példaul 8-elemti testet konstrualjunk, mivel 8 = 23, igy Zs feletti 3-adfoku
irreducibilis polinomot kell talalnunk. Mivel nincs gyoke, az 23 4+ x + 1 polinom megfelels lesz (1d.
Tétel). Igy megkaptuk a Zs[z]/(x® 4+ = + 1) 8-elemii testet. Hasonléan 8-elemii testet kaptunk
volna, ha az x3 4+ 22 4 1 irreducibilis polinomot vélasztjuk, és mas harmadfoki irreducibilis polinom
nincs Zs[z]-ben (1d. 48 Példa).

7. SZIMMETRIKUS POLINOMOK

94. Definicid. Adott T test feletti n-hatarozatlant monomnak nevezziik az ax]fl - zkn alaka for-

malis kifejezéseket, ahol 0 #£ a € T és ki,...,k, € Ng. Az ilyen monomok véges dsszegeit pedig T

feletti n-hatarozatlant polinomoknak nevezziik, és ezen polinomok halmazat T[z1,. .., x,]-nel jelol-
jik.
95. Tétel. A természetes modon definialt szorzéassal és Osszeadassal T[xq,..., 2, kommutativ,

egységelemes zérusosztoémentes gytrtt alkot.

96. Definici6. Az f € T[zy,...,xy,] polinomot szimmetrikus polinomnak nevezziik, ha invarians a
hatarozatlanok minden permutaciojara, azaz

V€ Sp: f(@imy ooy Tng) = f(@1,...,2p).

97. Példa. Példaul az x1x2+x1+22+2 polinom 2-hatirozatlant szimmetrikus polinom, :n:l)’ —i—:r% —i—:):%
3-hatarozatlant szimmetrikus polinom.

98. Definicié. A k-adik n-hatarozatlanu elemi szimmetrikus polinom az x1, ..., , hatarozatlanok-
bol képezett Osszes k-tényezds szorzatok Osszege (k= 1,...,n), jelolje oy, tehét
o = Z Tiy - Tiy oo Ty, €Ty, ..., 20

1< <ig << <n

99. Példa.

e A 2-hatarozatlana elemi szimmetrikus polinomok: o1 = 1 + x2, 09 = x122.

e A 3-hatarozatlant elemi szimmetrikus polinomok: o1 = x14+x2+1x3, 090 = T1x2+T1T3+T2x3,

03 = X1X9X3.

100. Megjegyzés. Az elemi szimmetrikus polinomokkal mér talédlkoztunk: segitségiikkel fejezhetsk
ki egy komplex egyliitthatds f6polinom egytitthatoi a polinom gyokeibdl, ezek az Tételben szerepls
Viéte-formulak. A tételben a k-adik egyenlet bal oldalan (—1)*a,_; all, a jobb oldalon pedig az
at, . .., oy betlikbdl képezett Gsszes k-tényezds szorzat Osszege:

(—1) Ap—f — Qi Qg = oo Ol
1< <9< <ip<n

Tehat a Viéte-formulak (—1)*a,_r = ox(a1,...,a,) alakban is felirhatok a korabbi jelolés segitsé-
gével.

101.* Tétel (A szimmetrikus polinomok alaptétele). Barmely szimmetrikus polinom felirhato,
mégpedig egyetlen modon, az elemi szimmetrikus polinomok polinomjaként. Formalisan:

VfeT[xy,...,xn]: f szimmetrikus = 3lh € T[xy,...,x,] : f = h(o1,...,00).

102. Példa. Az f = (z1 + 1)(z2 + 1) 2-valtozos szimmetrikus polinomot a kovetkezéképpen fejez-
hetjiik ki elemi szimmetrikus polinomok polinomjaként:

(a:1+1)(1:2+1) =zxixot+x1+ao+1=004+01+1= h(al,ag),

ahol h = x9 + 1 + 1.
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103. Példa. Az f = (z1 — x2)? 2-véltozos polinomot ki tudjuk fejezni elemi szimmetrikusok poli-
nomjaként:

(:L’l — x2)2 = (xl + :ZJQ)Q —4x139 = U% — 409 = h(o‘l,O'g),
ahol h = 22 — 4.

104. Definicié. Legyen f € C[z]| n-ed foku f6polinom, ahol n > 2. Ekkor f diszkriminansa:
D= H (ai - O‘j)zv
1<i<j<n

ahol a1, ...a, az f polinom gyokei.

105. Példa. Tekintsiik az f = 22 4 bz + ¢ masodfokt komplex egyiitthatés fépolinomot, melynek
gyokeit jelolje aq, as. A Példa felhasznalasaval (a1 — az)?, azaz f diszkriminansa, elGallithato
elemi szimmetrikusok segitségével. Tovabba a[I00] Megjegyzésben szerepelt, hogy a Viete-formulak
éppen a gyokokbdl képzett elemi szimmetrikusok és az egyiitthatok kozotti kapesolatot irjak le. Igy
kapjuk f diszkrimindnséra a kovetkezst:

D = (a; —a)? = (a1 + @)% — dajag = (o1(a, a2))? — 4oy (aq, az) = (—b)? — 4¢c = b — 4c,

ami a jol ismert diszkriminans képlettel egyezik meg a = 1 esetén.

8. ALGEBRAI ES TRANSZCENDENS SZAMOK

106. Definicio. Az o komplex szamot algebrai szamnak nevezziik, ha gytke valamely nemzérd
racionalis egyiitthatés polinomnak. A nem algebrai szamokat transzcendens szdmoknak nevezziik.

107. Példa. A /2 szam algebrai szam, gyoke példaul az 23 — 2z € Q[z] polinomnak. Az i szam
algebrai szam, gyoke az 2 + 1 € Q[z] polinomnak. A 7 és az e szam esetén nem talalunk olyan
raciondlis egyiitthatos polinomot, aminek gyoke lenne, igy 7 és e transzcendens szam (ennek igazolasa
nem konnyt).

108.* Tétel (Gelfond-Schneider-tétel). Ha o # 0, 1 és 8 ¢ Q algebrai szamok, akkor o transz-
cendens szam.

109. Példa. Az el6z6 tételbdl kévetkezik, hogy 3*/5, \/i\/g 6s V3 transzcendens szamok.

110. Definicié. Ha f € Q[z] minimaélis fokszama mindazon nemzéré raciondalis egyiitthatos f6poli-
nomok kozott, melyeknek o gyoke, akkor f-et az av algebrai szam minimalpolinomjanak nevezziik.

111. Tétel. Algebrai szdm minimalpolinomja mindig egyértelmitien meghatarozott, és irreducibilis
a racionalis szamtest felett.

112. Példa. A Példaban v/2 esetén megadott 23 — 22 polinom nem minimélpolinomja v/2-nek,
mert nem irreducibilis. A /2 szam minimalpoinomja 2 — 2, ¢ minimalpolinomja pedig z2 + 1.

113. Definicid. Az (S;+,:) a (T;+;-) test részteste, ha

(1) SCT;
(2) 0,1 €8;
(3) S zart a négy alapmiiveletre:

(i) Ya,b: a+be S,

(i) Va,b: a—b=a+ (-b) € S;

(iii) Va,b: a-beS;

(iv) Va,b: a/b=a-b"' hab#0.

114.* Tétel. Az algebrai szamok résztestet alkotnak a komplex szamok testében.
115. Tétel. Ha « algebrai szam és n > 2, akkor {/« is algebrai szam (a gyoknek mind az n értékére).

116. Definicié. Az o komplex szamot gyokmennyiségnek nevezziik, ha megkaphat6 racionalis szé-
mokbol kiindulva a négy alapmitivelet (6sszeadés, kivonas, szorzés, osztas) és egész kitevss gyokvonas
véges szamu alkalmazasaval.
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117. Tétel. A gyokmennyiségek algebrai szamok.
118.* Tétel. Van olyan algebrai szdm, ami nem gyokmennyiség.

119. Példa. Az 2% — 4z + 2 = 0 egyenlet gyokei nem gydkmennyiségek, ezért ennek az egyenletnek
még ,.ad hoc” megolddképlete sincs.

120. Kovetkezmény. Az 6todfoka egyenleteknek nincs altaldnos megoldoképlete.

121.* Tétel. Az algebrai szamok teste algebrailag zart, azaz ha o € C gyoke a legalabb els6foku
f=apxz™ + -+ 4+ a1x + ag polinomnak, ahol ay,...,a, algebrai szamok, akkor a maga is algebrai
Szam.

9. HARMAD- ES NEGYEDFOKU EGYENLETEK

122. Torténet. A harmad- és negyedfoki egyenletek megoldoképletének torténete:

e Scipione del Ferro megoldja a harmadfoki egyenlet bizonyos tipusait, de mddszerét titokban
tartja.

e 1526: del Ferro a haldlos 4gyan elarulja a titkot tanitvanyénak, Fiornak, a jegyzetfiizetét
pedig vejére bizza.

e 1535: Fior és Niccolo Fontana Tartaglia versenye. Tartaglia megoldja Fior 6sszes feladvanyat,
Fior viszont egyet sem old meg teljesen.

e 1539: Girolamo Cardano (nagy nehezen) kiszedi Tartagliabol a modszert.
»Eskiiszom Onnek az Ur Szent Evangéliumdra, és nem csak egy igaz ember szavat adom
Onnek, hogy soha nem publikdlom az On felfedezését, ha ram bizza, de igérem azt is, és legyen
igaz keresztény lelkiismeretem az On biztositéka, hogy oly mddon titkositom, hogy haldlom
utdn senki sem tudja majd elolvasni a feljegyzetteket. Ha On gy gondolja, hogy megér-
demlem a bizalmat, akkor tegye meg nekem ezt a szivességet, ha pedig nem, akkor fejezzik be
ezt a beszélgetést.”

e 1539: Cardano tovabb vizsgalja a harmadfoki egyenleteket, felfedezi a casus irreduciblist.

e 1540: Lodovico Ferrari megoldja a negyedfoku egyenletet, de nem publikilhatja Cardano
fogadalma miatt.

e 1543: Cardano és Ferrari Bolognaba utazik, és del Ferro veje megmutatja nekik a jegyzetfii-
zetet.

e 1545: Cardano kiadja Ars Magna cimi mivét, benne a harmadfoku egyenlet megoldaséaval,
hivatkozva del Ferro és Tartaglia munkajara. Tartaglia eskiiszegéssel vadolja Cardanot.

e 1548: Tartaglia nem akar Ferrarival megkiizdeni, Cardano pedig Tartaglidval nem akar. Tar-
taglia egy jo allas reményében mégis elfogadja Ferrari kihivasat, de alulmarad, és az éj leple
alatt megszokik.

9.1. Harmadfokt egyenletek

123. Allitas. Az ay® +by?> +cy+d =0 (a,b,¢c,d € C a # 0) harmadfokn egyenletbdl az = = y + 3%

1j ismeretlenre vald attéréssel eltlinik a masodfoku tag, tehét a fGegylitthatdval vald leosztéas utan
23 +pr+q=0(p,qgeC)

alakt egyenletet kapunk.

124. Tétel. Az 2> + px + ¢ = 0 (p, ¢ € C) harmadfokt egyenlet minden megoldasa megkaphato a
Cardano-képlet segitségével:

A képlet kilenc szamot is adhat, de ezek koziil legfeljebb harom lehet megoldésa az egyenletnek,
nevezetesen azok, ahol a két kobgyok szorzata —£.

Ha u és v a két kobgyok egy-egy ilyen értéke, akkor az o3 + px + ¢ polinom harom gydke (multip-
licitassal):

u~+ v, ue + ve, ue + ve,
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ahol € primitiv harmadik egységgyok.
125. Példa. Megoldjuk az z3 + 6x = 20 egyenletet. Behelyettesitve a Cardano-képletebe (p = 6,

q = —20), ezt kapjuk:
V10 +6v3 + /10 — 6v/3.

Tehat ebben az esetben pozitiv szam van a négyzetgyok alatt. A két kobgyok harom-harom értéke
(figyelni kell a parbaéllitasra: w;v; = —2):

w = V104+6v3 uy=V10+6V3-¢ uz=v10+6V3-2
n=v10-6V3 va=+vV10—6V3-Z v3=+vV10—6V3 ¢
Tehét az egyenlet megoldésai:

a1 = vV10+6v3 + V10 —6v3 =2

02:—1+3i

as=—1-—3i

126. Példa. Megoldjuk az 23 = 152 + 4 egyenletet. Behelyettesitve a Cardano-képletebe (p = —15,
q = —4), ezt kapjuk:

§/2+m + {’/2—\/—121:€/2+11i + V2 —11i.
—— ——

u v

u v
Tehat ebben az esetben a négyzetgyok alatt negativ szam van (casus irreducibilis).
A /2 + 11i kébgydkvonast elvégezni nem kénnyt. Vegyiik észre, hogy (2 + )% = 2 + 11i. Tehét az
egyenlet megoldasai:
ap=02+i)+(2—-1i)=4
ar=(2+i)e+(2—i)E=-2—-+3
a3 =2+0)E+2—i)e=—-2+3

127. Megjegyzés. A[104] Definicioban megadtuk a diszkriminéns definiciéjat. Masodfoki polinom
esetén a diszkrimindns meghatéirozasahoz elGszor a Példaban megadtuk a kiilonbség négyzetét
elemi szimmetrikus polinomok segitségével. Ezt harmadfoki estben a kdvetkezSképpen tehetjiik meg:

(z1 — 20) (21 — 22)* (22 — 23)% = 0303 — 4003 — 405 + 18010903 — 27073,

Mésodfokt polinom esetén a Példaban adtuk meg a diszkriminanst. Ha az 2% + pz + ¢ har-

madfoki polinomot tekintjiik, és gyokeit ai, a9, a3 jeldli, akkor a Viéte-formuldk a kovetkezsk:
o1(ay, a9, a3) =0, oo(aq, ag, a3) = p, o3(a1, ag, a3) = —q. Tehat a diszkriminans ebben az esetben:

2 3
D = —4oy(ar, ag, a3)’ — 2703(0n, g, a3)? = —4p® — 27¢° = _108((3) + (g) )

128.* Tétel. A valos egyiitthatos z2 + px + ¢ harmadfoku polinom valés, illetve nemvalés gyokeinek
szama a D diszkriminans el§jelétsl fiigg az alabbi médon:

e ha D < 0 (azaz (%)2 + (%)3 > 0), akkor egy valos és két nemvalos konjugalt komplex gyok

van;

e ha D = 0 (azaz (%)2 + (%)3 = 0), akkor minden gyok valds, és koziilik (legalabb) kettd
egybeesik;

e ha D > 0 (azaz (%)2 + (%)3 < 0), akkor harom kiilonboz6 valos gyok van, ezt az esetet

nevezzik casus irreducibilisnek.

9.2. Negyedfokii egyenletek. Tekintsiik az f = x* + az® + ba? + cx + d € C[z] negyedfoki

polinomot, és vegyilkk a ¢ = 22 + 57 + a polinomot, ahol a komplex paraméter. Ekkor §® =

x4+ax3+(% + Za) r?+aax+a?, és képezzik ak = g~ f = (% + 200 — b) 22+ (aa — ¢) -+ (a2 — d)

kiilonbséget. Ha az o paramétert tgy valasztjuk meg, hogy k teljes négyzet legyen, azaz ha taldlunk

olyan h legfeljebb elssfokt polinomot, amelyre k = h?, akkor f = g2 — h? = (g + h)(g — h) teljesiil.
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Igy az f negyedfokt polinomot két masodfokt polinom szorzatara bontjuk, amelyeknek a komplex
gyokeit meg tudjuk hatarozni. A k legfeljebb maéasodfoku polinom akkor lesz teljes négyzet, ha a
k = 0 egyenlet diszkriminansa 0, innen adédik a kovetkezd definicibban szerepls kubikus rezolvens.

129. Definicié. Az 2* + az® + bx? + cx + d = 0 negyedfoku egyenlet kubikus rezolvensének az
2
(aa—c)2—4<2+2a—b> (a? —d) =0
egyenletet nevezziik (ami az a ismeretlenre nézve harmadfoku egyenlet).

130. Tétel (Ferrari modszere). Legyen f = 2* +ax® +bx? +cx+d € C[z], és legyen o megoldasa
az f(x) = 0 negyedfoku egyenlet kubikus rezolvensének. Ekkor az

2
(1) (2+2a—b>x2+(aa—c)x+(a2—d)
masodfokd polinom teljes négyzet, azaz valamely h € C[z] legfeljebb elssfoku polinom négyzete. A
g=a%+ 57 + a jelolést hasznalva

f=9"=h=(g+h)(g—h)

vagyis f két masodfoki polinom szorzatara bomlik, és igy gyokei a méasodfoki egyenlet megoldokép-
letével meghatéarozhatok.

131. Megjegyzés. A [129] Definicioban megadott kubikus rezolvenst « hatvanyaiként atirva a

(2) — 80 + 4ba® + (8d — 2ac)a + a®d — 4bd + 2 = 0

egyenletet kapjuk.

132. Példa. Megkeressiik az f = 2* + 423 — 622 4 42 — 2 polinom gydkeit. A (2) formula alapjan

a kubikus rezolvens « hatvanyaiként felirva:
—8a® — 24a? — 48a — 64 = 0.

A Allitasban szerepld helyettesités most § = o + 1 alaki. A féegyiitthatoval, —8-cal, torténd
leosztés utén a

B +33+4=0
egyenletet kapjuk, amelynek 8 = —1 egy megoldasa, igy o = —2 megoldasa a kubikus rezolvensnek.
Ekkor az (1) polinom

622 — 12z + 6 = (V62 — V6)?
alaku, tehat Ferrari modszerénél h = Vo6 — \/6, tovabba g = 22 4+ 22 — 2. Ekkor
f=(@+h)(g—h)= (1:2—1—(24-\/6)90—2—\/6) (x2+(2—\/6)a:—2+\/6).
A masodfokt egyenletek megoldasaval megkapjuk a gyokoket:

—2-V6+/18+8V6 —2+V6++18—8V6
2 ’ 2 '

133. Megjegyzés. Erdekességként megadjuk a harmad- és negyedfoki egyenletek megoldoképletét.
Az 23 + ax® + bz + ¢ = 0 harmadfoku egyenlet megoldoképlete:

a i),/72a3 + 9ab — 27c + /(2a® — 9ab + 27¢)2 + 4(—a? + 3b)3 n §/72a3 + 9ab — 27c — /(2a® — 9ab + 27¢)2 + 4(—a? + 3b)3

r=——
3 54 54

Az 2* + ax® + ba? + cx + d = 0 negyedfoku egyenlet megoldoképlete:

Wi
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