2. feladatsor — Polinomok

MECOLDASOK

2.1. Feladat megoldasa. Az f és a g polinomok legnagyobb ko6zos osztoja
(asszocialtsag erejéig) a megadott polinomgytirtikben.

(a) z+1;

2.2. Feladat megoldasa. Az egyenletek megoldasa.
(a) Egy megoldas: ug = —ix, vy = %x,
altalanos: u = —tz + (z +5)t, v =1z — (x + 1)t, t € Rz];
(b) Egy megoldas: ug =z, vo = 2>+ + 1,
altalanos: u = z+ (2?2 +1)t, v = 22 +a+ 1+ (3 + 22+ 1)t, t € Zo[z];
(c) Egy megoldas: ug = 3z, vo = 222 + 3z,
ltaldnos: v = 3z + (322 + 3z + 3)t, v = 222 + 3z + (223 + 2)t,
t € Zs [x],
(d) Egy megoldas: ug =1, vg = 2z,
Altalanos: v =1+ (v +2)t, v =22 + (222 + 2 + 2)t, t € Z3[z].
2.3. Feladat megoldasa. Az f és a g racionalis egyiitthatos polinomok kozos
gyoOkei, majd ennek felhasznalasaval az f és g Osszes gyoke.
(a) Inko(f,g) = 2% + 22 + 1, kézos gyok: —1,
f=(+1)*(x-3),g=(z+1)*z—1)(z+2)
(b) Inko(f,g) = 22 — 4, kdzos gyokok: 2,
f=@E@-2)(z+2)(z-1D(x+3),g=(xr—2)(x+2)(2® +x + 3).

2.4. Feladat megoldasa. Az egyiitthatok értéke:

(a) a b=—3;
(b) a :—l,b:4;
(C) :_%’b:%’
(@ a=3b=3

2.5. Feladat megoldasa. Hanyszoros gyoke az f polinomnak a ¢ szam, majd
ennek segitségével az f polinom szorzatta alakitésa.

(a) kétszeres; (x — 3)%(z3 + 2z + 1);

(b) haromszoros; (z — 3)3(2? + z — 2);
(c) haromszoros; (x —i)3(2? — 2);
(d) haromszoros; (z — 2)3(x + 2).
2.6. Feladat megoldasa. A polinomok komplex gyokei:

(a) V2+V2i, —V2+V2i, —V2-V2i, V2 - V2

(b) 2, -1+ /34, —1—\fz
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(c) cosg +ising, cos 3° —|—zsm 2 cos g T isin g, cos =gt +isin <gF

(d) 2 1+\fz —1+\fz — —1—[1,1—[1,
1



(e) 2i, —/3 —i, V/3—1i;

() V3 (3+30), V2 (=L +5i), V2 (-4 -4i), V3 (L -4i).
2.7. Feladat megoldasa. A polinomok irreducibilis felbontasa a Q, R és C
testek felett.

(a) x(z? + 3)(2% — 2) (Q felett), z(z% + 3)(z — vV2)(z + v2) (R felett),

r(z —iV3)(x +iv3)(x — v2)(z + v/2) (C felett);

(b) (z —2)(2? + 2z +4) (Q és R felett),

(x —2)(x+1—1iV3)(z + 1+ iv3) (C felett);

(c) 2%(x + 2)(2? — 22+ 4) (Q és R felett),

22(x 4 2)(x — 14+ iv3)(x — 1 —iv/3) (C felett);

(d) (22 +5)(x? —5) (Q felett), (% +5)(z — V5)(x +V/5) (R felett),
(x —/5)(x + \/5)(x —iv/5)(x +iv/5) (C felett);
(e) (22 —3)(z' +32% +9) (Q felett),
(x —/3)(x + v3)(2? — 3z + 3) (2% + V32 + 3) (R felett),
(2~ V/3) (@ 4+ V/3) (& — VE72) (0 — YO (o B (i 4 YO,
(f) 2(.7: +2)(x — 2)(22 +2) (Q és R felett),

22(z + 2)(x — 2)(z — iv2)(z +iv/2) (C felett).

2.8. Feladat megoldasa. Az f € C[x] polinom gyokeinek Osszege (o) és
szorzata (sz).

(b) 0=0, sz =2;

(c) o= -2, sz =0;
(d) 0=0, sz = —5;
(e)oz%,sz— %;
(f) o=—32, s2=1.

2.9. Feladat megoldasa. Egy minimalis fokszami valés egyiithatds polinom:
(2) (z—=2%(z+1)(z—(2+9))(z—(2-1)) = (z —2)*(z + 1)(a® — 4w + 5);
(b) (x—i)’(x+i)*(x — (B3 +4))(z — (3—1)) = (2% + 1)*(2? — 6 + 10);
(©) (z—(1+0)°(x— (1 —4))(x+2)*(x —i)(z +1i) =
= (2% — 20 +2)3(x + 2)%(2? + 1).

2.10. Feladat megoldasa. A polinomok racionalis gyokei és irreducibilis fel-
bontasuk Q[z]-ben.
(a) Rac. gyok: 2, (z —2)(z® +z +1);
(b) Rac. gyok: 1, -2, (z + 1)(x — 2)(2? + 1)%;
(c) Rac. gyok: 1/2, (2% +1)(2% — 2)(22 — 1);
(d) Rac. gyok: 1,—1/2, 2(z — 1)(2x + 1)(2? + 2z + 2).

2.11. Feladat megoldasa. Az f € Q[z] polinomok irreducibilisek.
(a) Schonemann-Eisenstein tétel, p = 3;
(b) Schonemann-Eisenstein tétel, p = 2 vagy p = 5;
(c¢) Schonemann-Eisenstein tétel, p = 11.

2.12. Feladat megoldasa.

(a) a?;

(b) —22 + 8x — 4;



(c) 2%+ 3z —
(d) — 1223 +3x + By
2.13. Feladat megoldasa. Az a,b € R egyilitthatok értéke:
(a) a=—-2,b=3;
(b) a=2,b=4;
(c) a=3,b=1.
2.14. Feladat megoldasa. A t6bbszoros gyokok:
(a) 27 _17
(b) —1.
2.15. Feladat megoldasa. T[z]/(m) testet alkot-e.
) igen, 4-elemii test;
) nem (1 gyoke m-nek), 4-elemii gytird;
) igen, 9-elemii test;
) nem (2 gyoke m-nek), 27-elemii gytir;
) igen, 27-elem test;
) igen, 16-elemd test;
)

2.16. Feladat megoldasa.
(a
(b
(c
(d
2.17. Feladat megoldasa.
(a) 23 + a3 = 0} — 30109;
(b) z3 + 23 + x% =0} — 30109 + 303.

szorzat: 7, inverz: 6;
Osszeg: x2, szorzat: 2z, inverz: 222 + x + 1;

szorzat: a3 + 22, inverz: 7;
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szorzat: 2z2 + 2, inverz: 2x.

2.18. Feladat megoldasa. Az f € C[z] polinom gyokeinek kobosszege (k),
szamtani (sz), mértani (m), harmonikus (h) és négyzetes (n) kozepe.

(a) k=10, 82 =—1,m =+V3, h = -3, n = +i;

(b) k=40,s2 =2, m=%V2 h=1n=+V31;

(c) k=—48, sz =—1,m= /5, — \f:i: \f\[ , h=— ::I:@;

(d) k=—-4,sz= g, m = —v/4, T‘[:lz #,hmncaertelmezve,nzi%.
2.19. Feladat megoldasa.

(a) x - 5;

(b) x + 16;

(c) :17 —4x +1;

(d) :c + 922 —|—27x+3

(e) x% — 8z + 25;

(f) mncs a nem algebrai szam;

(g) 2% — 62 + 34;

(h) nincs, o nem algebrai szam.

2.20. Feladat megoldasa. Oldjuk meg a kovetkezs egyenleteket.
(a) V/—38+17v5 + /=38 — 17v5 = —4, 2+ 15i, 2—/15i;




(b) casus ired. (—1+2i)+ (=1 —2i) = -2, 1-2v3, 1+ 2V3;
(c) y = x + 3 helyettesitéssel —2® — 62 + 20, ami az el6adéasjegyzetben
szerepel;

(d) 1+£v3v2-3i, 14++-1+3V2.



