Matrixjatékok
(el6adasjegyzet, 2026. marcius 27.)
Katai-Urban Kamilla

1. ALAPFOGALMAK, TETELEK

1. Definicié. A jatékoknal az egyes stratégidkhoz tartozd nyereményeket kifizetési fiiggué-
nyek adjak meg, a fiiggvények altal megadott valos szamokat kifizetéseknek nevezzik.

2. Definicié. Egy jatéknak a jatékosok adott stratégiai esetén (Nash-féle) egyensilyi helyzete
van, ha minden jatékos esetén teljesiil, hogy egyoldaltan valtoztatva a stratégidjan nem érne
el nagyobb kifizetést.

3. Definicid. A jatékot nulladsszegiinek nevezziik, ha az egyes jatékosok nyereménye a tobbi
jatékos vesztesége. Azaz, ha az Gsszes jatékos kifizetéseit Osszegezziik, akkor 0-at kapunk.

4. Definicié. Minden véges kétszemélyes nulladsszegi jatéknal a stratégiaparokhoz tartozo
kifizetéseket téblazatban, azaz matrixban abrazolhatjuk, ezért az ilyen tipusi jatékokat
mdtrixjatékoknak nevezzik.

5. Definicié. Ha egy matrixjaték esetén az 1. jatékosnak m stratégiaja van, a 2. jatékosnak
pedig n, akkor az 1. jatékos kifizetéseit egy mxmn-es A valos matrix elemeiként abrazolhatjuk.
Ezt az A € R™*™ matrixot nevezziik a jdaték kifizetési mdtrizdnak,

aill ai19 e alj AT )
A= a;1 [07%] e CLZ‘j e in
Aml Am2 ... Qmj ... Qamp

Az A matrix i. soranak j. eleme a;;, az az érték, amit az 1. jatékos nyer, ha & az i.
—a;j, ugyanis a jaték nulladsszegt. Tehét erre tigy is lehet gondolni, hogy a 2. jatékos a;;-t
fizet az 1. jatékosnak. Ha a;; > 0, akkor erre ugy is lehet gondolni, hogy a 2. jatékos a;;-t
fizet az 1. jatékosnak.

6. Definicié. Ha a matrixjaték kifizetési méatrixa A, akkor az A métrix sorminimumainak
maximumét alséértéknek, az oszlopmaximumainak minimumét pedig felséértéknek nevez-
ziik. Az als6érték kisebb vagy egyenld a felsGértéknél, ha az egyenlGség teljesiil, nyeregpont-
nak nevezziik.

7. Tétel. Madtrixjatékok barmely két nyeregpontja azonos értéki.

8. Definicié. Ha a jatékos csak az egyik stratégiajaval jatszik, és a tobbit nem hasznélja,
akkor ezt tiszta stratégidnak nevezzik, kiillonben kevert stratégidnak.

Legyen A egy m x m-es matrixjaték kifizetési matrixa. Az 1. jatékos stratégiainak S
halmaza az osszes olyan m-komponenstt X = (z1,...,2,) vektor, amelyre z; > 0 (i =
1,...,m) és > x; = 1. A 2. jatékos esetén pedig az n-komponenst Y7 = (y1,...,9n)
vektorok halmaza, amelyre y; > 0 (j = 1,...,n) és Z;‘:l y; = 1. Azaz az 1. jatékos x;
valoszintiséggel jatsza az i. stratégidjat, és a 2. jatékos y; valoszintiséggel a j. stratégiajat.
Ekkor az 1. jatékos varhato kifizetése:

n. om
XAY = Zzai]’l‘iyj.

j=1i=1



9. Definicié. Legyen A egy m X m-es matrixjaték kifizetési méatrixa. A maéatrixjatéknak
X* e S1 ésY* € Sy egyensilyi helyzete (optimdlis stratégidja), ha

XAY* < X*AY* < X*AY,

tetszéleges X € S, Y € Sy estén. Azaz egyik jatékosnak sem éri meg egyoldaluan valtoz-
tatni, az 1. jatékos nem nyerne tobbet, a 2. jatékos pedig nem veszitene kevesebbet, ha az
egyensulyi helyzettdl eltérne.

10. Definicié. Legyen A egy m x n-es matrixjaték kifizetési méatrixa, és X*, Y* optima-
lis stratégiaja, ekkor a v = X*AY™ egyensilyi helyzetben elért varhato kifizetést a jdték
értékének nevezziik.

11. Jel6lés. Legyen A egy m X n-es méatrix, ekkor jelolje A;. az A métrix i. sorvektorat, ahol
i€ {l,...,m}. A, pedig jelolje az A matrix j. oszlopvektorat tetszéleges j € {1,...,n}
esetén.

12. Megjegyzés. Ha A egy m x n-es matrixjaték kifizetési matrixa, akkor az X A ; a varhato
kifizetés, amikor az els§ jatékos az X kevert stratégiajat hasznélja, és a masodik jatékos a j.
tiszta stratégiat. Hasonloan az A; Y kifejezés azt a varhato kifizetést adja, amikor a masodik
jatékos az Y kevert stratégiat vélasztja, az els§ pedig az i. tiszta stratégiat. Tovabba, ha
X* e S, Y* € S5 a jaték egyensulyi helyzete, és v a jaték értéke, akkor a 9. és a 10.
Definici6 alapjan A; Y* < wv és v < X*A ; teljesiil minden 7 =1,2,...,nés7=1,2,...,m
esetén.

13. Tétel (Tiszta vs. kevert tétel). Legyen A = (a;j) egy m X n-es mdtrizjaték kifizetési
mdtriza, és v a jaték értéke.
(1) Legyen Y* a mdsodik jdtékos optimdlis stratégidja. Ha
Ai.Y* <,

akkor x7 = 0 az elsd jatékos X™ optimdlis stratégidjaban.
(2) Legyen X* az elsd jdatékos optimdlis stratégidja. Ha

X*A.j >,
akkor y; =0 a mdsodik jatékos Y™ optimdlis stratégidjaban.

Bizonyitds: Az (1) allitast bizonyitjuk, a (2) allitas bizonyitasa hasonlo.
Mivel Y* a maéasodik jatékos optimélis stratégidja, igy ha az els6 jatékos az i-edik tiszta
stratégiajat alkalmazza ellene, a nyereménye kisebb vagy egyenld, mint jaték értéke:

ALY <w, i=1,...,m.
Jelolje R, J a kovetkezd index halmazokat:

R={i: ALY" <v}, J={i: A4 Y" =0}

Ekkor:
m
vo= XTAYT =D aiAY”
i=1
i€R i€J
= Z i ALY + Z ziv.
i€R icJ
Atrendezve
v — fov = foAi.Y*,
i€J i€ER
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U(l - Zazz‘) = foAi‘Y*.
ieJ i€ER
Mivel X* komponensei valoszintségeket jelolnek, igy > " xF = 1. Tovabba R és J index
halmazok diszjunktak, egyesitésiik pedig kiadja az Gsszes indexet, ezért 1 — ). zf =
Y icr ;. Ezt felhasznalva kapjuk:

v fo = Za:;‘Ai.Y* = Z(v — A, Y )z =0.
1€ER i€ER i€ER
Mivel R mindenegyes ¢ elemére v — A;.Y™* > 0 ezért sziikségképpen ezen 7 indexekre x} = 0.
[

14. Megjegyzés. A 13. tétel (1) allitasat ugy lehet szavakkal megfogalmazni, hogy ha
A Y™ < v teljesiil, azaz az els§ jatékos az i. stratégiajat alkalmazva a jaték értékénél

c sz

c sz

rossz a stratégia, ha v-nél tobbet veszit a jatékos.

A 12. Megjegyzés szerint A;.Y* < v. Viszont a 13. Tétel alapjan x} > 0 esetén nem
teljesiilhet a < egyenl6tlenség, tehat ekkor A, Y* = v. Ezt fogalmazza meg az alabbi
koévetkezmény.

15. Kovetkezmény. Legyen az A egy m X n-es mdtrizjaték kifizetési mdtriza, és legyen a
jatek értéke v, tovdbbd X* az elsd jatékos, Y* a mdsodik jatékos optimdlis stratégidja.

(1) Ha X* i. komponensére x}f > 0, akkor A.Y™* =v.

(2) Ha Y* j. komponensére y; >0, akkor X*A.j =v.

Ezt a kovetkezményt tobbszor is hasznalni fogjuk a méatrixjatékok megoldésa soran, pél-
déul a 2 x 2-es és a 3 x 3-as matrixjatékoknal.

2. A 2 X 2-ES MATRIXJATEKOK MEGOLDASA

Legyen az A = (¢ 5) métrix egy 2 x 2-es méatrixjatek kifizetési matrixa. Ha van nyereg-
pont, akkor az annak megfelels tiszta stratégidk adjak a jaték megoldasat. Az alabbi két
esetben nincs nyeregpont, ekkor kevert stratégiat kell alkalmazni:

1)a<b, a<e, d<c, d<b;
2) a>b, a>c, d>c, d>0D.
Jelolje X* = (=z,1-z) az els§ jatékos optimalis kevert stratégiajat, Y* = (ﬂy) pedig a
masodik jatékos optimélis kevert stratégiajat. Mivel tudjuk, hogy nem tiszta stratégiat
hasznélnak, ezért teljesiilnek a kévetkezs egyenlGtlenségek:
O<zr<l, O<l—2<1, O<y<l O0<l—-y<l.

Mivel az optimalis stratégiak egyik komponense sem nulla, a 15. Kévetkezmény felhaszné-
lasaval a kovetkezdket kapjuk:

X*A.l =, X*A2 =, Aly* =, AQY* =,

ahol v a jaték értéke és A az A matrix elsd oszlopat, A.o a mésodik oszlopat, Ay. az els6
sorat, az As. pedig a méasodik sorat jeloli. A matrix elemeivel megadva a fenti Osszefiiggések
a kovetkezs alaktak lesznek:

(e1=)(@)=v, (z1=)(§)=v, (a0)1Ly)=v, (ca)(Lly)=v.
Elvégezve a méatrixszorzasokat a kovetkez§ egyenletrendszert kapjuk:

ar+c(l—z) =v

br+d(l—z) =v

ay +b(l—y) =v

cy+d(l—y) =w.
3



Az els6 két egyenletnél a baloldalakat egyenlévé téve kifejezhet§ az x, mig a masodik két
egyenletbdl megkaphatjuk az y-t. Tovabbé z-et visszahelyettesitve az elsG egyenletbe kapjuk
a jaték értékét, v-t:
d—c d—>b ad — be
e b—ctd VT a"b—ctrd "Ta—b—ctd
Vegyiik észre, hogy a jaték értékének kiszamitésakor a szamlaloban az A métrix determi-
nénsa szerepel.

16. Példa. Megoldjuk meg a feladatsor 9. feladatat.
Az alabbi A matrix egy 2 x 2-es matrixjaték kifizetési matrixa. Adja meg mindkét jatékos
optimalis stratégiajat, valamint a jaték értékeét.

A:<g§)

A sorminimumok maximuma 4, az oszlop maximumok minimuma 5, igy nincs nyeregpont,
a jaték értéke: 4 < v < 5. Felhasznalva a kevert stratégidkra vonatkozo korabbi formulékat:
d—c 5—2 3 d—1b 5—4 1
a—b—c+d 6-4-2+5 5 YT a—b—c+d 6-4-2+5 5
gy az els6 jatékos optimalis stratégidja: X* = (%,%
giaja: YT = (1,24). A jatek értéke:
ad — be 30 -8 22
YTa-b—c+d 6-4-2+5 5
17. Feladat. Oldjuk meg a feladatsor 7.,8. és 10.-12. feladatat.

xr =

), a masodik jatékos optimalis straté-

3. MATRIXJATEKOK MEGOLDASANAK LEPESEI

A matrixjatékok megoldésa az optimalis stratégia megkeresését jelenti.
1. 1épés: Nyeregpont keresése. Ha talalunk nyeregpontot, akkor a hozza tartozoé stratégiak
optimalis stratégiat adnak. Ha nincs nyeregpont, akkor a 2. 1épéssel folytatjuk.
2. lépés: Dominans sorok, oszlopok keresése. Legyen A egy m x n-es matrixjaték kifizetési
matrixa.
Az elsG jatékos szempontjabol a dominalas a kovetkezét jelenti. Tekintsiik a kifizetési matrix
1. és j. sorat:

a;1 a2 ... Qip
A=
a1 G52 ... Qjn
Ha az a;y < aji, t =1,2,...,n, akkor a j. sor domindlja az 1. sort, tehat az els6 jatékos nem

valasztja az ¢. stratégiat, mert azzal mindenképp rosszabbul jarna, ez a stratégia elhagyhato.
A maésodik jatékos szempontjabol, ha a k. és [. oszlopat tekintjiik a kifizetési matrixnak:

A= )

és ay < ay, t = 1,2,...m teljesiil, akkor a k. oszlop domindlja az l. oszlopot. A méso-
dik jatékos mindenképp tObbet veszitene, ha az [. oszlopot valasztané, igy az [. stratégia
elhagyhato.

3. 1épés: Kevert stratégidk keresése.



18. Példa. Az alabbi matrix egy 4 x 5-6s méatrixjaték kifizetési méatrixa. Keressiink domi-
nans sorokat és oszlopokat.

1 2 0 3 4
2 5 -1 0 3
A= -4 0 -2 1 3
5 1 7 8 5

Az els6 sor dominalja a 3. sort, mert az 1. sor elemei nagyobbak, mint a 3. sor megfelel§
elemei, tehat az els§ jatékosnak nem éri meg a 3. stratégidjat hasznéalni. Az elsé oszlop
dominalja a 5. oszlopot, illetve a 3. oszlop dominalja a 4. oszlopot, mert a dominéns
oszlopok komponensei kisebb vagy egyenlk, mint a dominalt oszlop megfelel6 komponensei.
Igy a masodik jatékos nem hasznalja a 4. és 5. stratégiajat. A dominalt sorok és oszlopok
elhagyasaval a kovetkezd métrixot kapjuk:

12 0
2 5 -1
5 1 7

4. A 2 X n-ES ES n X 2-ES MATRIXJATEKOK MEGOLDASA GRAFIKUS MODSZERREL

Grafikus modszer segitségével nagyrészt a 2 X n-es és n x 2-es matrixok megoldasa vissza-
vezethets 2 X 2-es matrixjatékok megoldéséra.
Tekintsiik a kdvetkezs A kifizetési matrixszal megadott 2 x 3-as matrixjatékot

0 1

Jelolje X = (z,1 — x) az els6 jatékos stratégiajat. Ekkor x € [0,1] értékét a vizszintes
tengelyen abrézoljuk. Ha x = 1, akkor az els6 jatékos az 1. tiszta stratégidjaval jatszik,
igy ott az a,b, c értékek szerepelnek, ha x = 0, akkor pedig a d,e, f értékek. Ha az els§
jatékos X stratégidja ellen a maéasodik jatékos az 1. stratégiajaval jatszik, akkor az elsG
jatékos varhato kifizetése a kovetkezSképpen szamolhatd: XA = ax + d(1 — z), azaz
egy egyenest kapunk, ami az dbran d-vel és a-val jelolt pontokon halad a4t. Tehéat az A
matrix minden oszlopdhoz tartozik egy linearis fiiggvény, amely az els6 jatékos X kevert
stratégiaja esetén az elsd jatékos kifizetését adja. Igy az optimalis stratégia megtalalasahoz a
mésodik jatékos egyes stratégiainal szerepld értékeket az abran 0sszekotjik, és a stratégidnak
megfelel6 szammal jeloljiilk. Mivel a méasodik jatékos az els§ jatékos kifizetését szeretné
minimalizalni, ezért az abran megvastagitjuk, hogy = értékétdl fliggben melyik stratégiaval
veszit a legkevesebbet, azaz az als6 burkolot vessziik. Az elsé jatékos olyan x értéket valaszt,
amely maximalizalja ezt a minimumot, ezért az als6 burkol6 maximumat keressiik. Az abran

5



bejeloljiik az alsd burkolé maximumat, ami a jaték értékét adja. Ez a (kék) pont két egyenes
metszéspontjaban taldlhato, ezért elegendd azt a két stratégiat vizsgalni, amelyekhez ezek
jatekot visszavezettiik az (g 7) kifizetési matrixhoz tartozo 2 x 2-es métrixjatékra, amelyet
a korabban latott médon mar megoldhatunk.

Természetesen ez a moédszer nemcsak 2 x 3-as, hanem 2 X n-es esetben is hasonlé médon
alkalmazhat6. Viszont akir 2 x 3-as esetben is el6fordulhat, hogy az alsdé burkolé maxi-
muménal nem csak két stratégia metszéspontja talalhato, hanem ketténél tobb egyenes is
egy pontban metszi egymast, ekkor a grafikus modszer segitségével nem lehet visszavezetni
ezeket a jatékokat 2 x 2-es esetre.

A grafikus modszer n x 2-es esetben is alkalmazhato, csak akkor az abrazolasnél az els6
és méasodik jatékos szerepe felcserélédik a kordbban leirt modszerben, tehat az y érték keriil
a vizszintes tengelyre. Tovabbé a fels6 burkolé minimumat kell tekinteni, amikor az els6
jatékos stratégiai koziil kivalasztjuk, hogy melyik két stratégiat jatsza. Természetesen itt is
gondot okoz, ha ketténél tobb egyenes is a kijel6lt pontban metszi egymaést.

19. Példa. Megoldjuk a feladatsor 13. feladatat.
Az aldbbi A métrix egy 2 x 3-as méatrixjaték kifizetési matrixa. Adja meg grafikus modszer
segitségével mindkét jatékos optimalis stratégiajat.

2 16
A:(4 71)'

A jaték alsoértéke (a sorminimumok maximuma) 1, a felséértéke (az oszlopmaximumok
minimuma) 4, tehéat nincs nyeregpont, és a jaték értéke 1 < v < 4, tovabba dominéns sorok,
oszlopok sincsenek. Készitsiik el a feladathoz tartozo abrat.

1. 2.

2 1 6
A:(4 7 1>

7+ 2.

0 1

Mivel a minimumok maximuma a maéasodik jatékos 1. és 3. stratégidinak metszéspont-
janal talalhato, igy a (29) kifizetési matrixhoz tartozé matrixjatékra visszavezethetjiik a
feladatot, ami a 16. Feladatnal latott modszer felhasznalasaval megoldhato. Igy az optimalis
stratégiak az eredeti jatékra: X = (%, %), YT = (%, 0, %), és a jaték értéke: v = %
20. Feladat. Oldjuk meg a feladatsor 14. és 15. feladatat.

A tovabbiakban tobbszor is hasznalni fogjuk a kovetkezd tételt, ami az optimalis straté-
giara ad sziikséges és elegendd feltételt.

21. Tétel (Optimalis stratégia tétele). Legyen A egy m x n-es mdtrizjaték kifizetési mdt-
riza, és v a jaték értéke.
(1) Az X* az elsd jatékos optimdlis stratégidjo <= v < X*A,, j=1,2,...,n.
(2) Az Y™ a mdsodik jdtékos optimdlis stratégidja <= A;.Y* <wv, i =1,2,...,m.
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5. A 3 X 3-AS SZIMMETRIKUS MATRIXJATEKOK MEGOLDASA

22. Definicié. Egy matrixjatékot szimmetrikusnak nevezink, ha az A kifizetési matrixa
ferdén szimmetrikus, azaz A = —A7T.

Legyen egy 3 x 3-as szimmetrikus matrixjaték kifizetési matrixa

0 a b
A= -a 0 ¢
-b —c 0

Mivel a métrix ferdén szimmetrikus az 1. és 2. jatékos optimalis stratégiai megegyeznek, és
a jaték értéke v = 0.
A kovetkezs esetekben van nyeregpont:

(1) a>0,b>0, ekkor az (1,1) nyeregpont,

(2) a <0, c>0, ekkor a (2,2) nyeregpont,

(3) <0, ¢ <0, ekkor a (3,3) nyeregpont.
Nincs nyeregpont, ha

(a) a>0,b<0,c>0,

(b) a<0,b>0,c<0.

Tekintsiik az (a) esetet. Az Optimalis stratégia tétele (21. Tétel) szerint az 1. jatékosnak

X = (x1,x2,x3) optimalis stratégiaja akkor és csakis akkor, ha XA ; > v = 0, ahol j =
1,2,3. Ez a matrix segitségével felirhato:

0 a b
(.’El,.TQ,l‘g) —a 0 (& > (0,0,0)
b —c 0

Elvégezve a méatrixszorzasokat a kovetkez§ egyenlStlenség-rendszert kapjuk:
—axo —bxrs >0
ar1 —cxry >0
brxi +cxo > 0.

Az egyenl6tlenségeket atrendezve, figyelembe véve, hogy az (a) esetben a, —b, és c is pozitiv,
kapjuk a kovetkezst:

CNCHNTE
VIV IV
ERNCNIE

S

Tehat azt kaptuk, hogy 73 > % > L > 3 mivel az els6 és utolso kifejezés megegyezik,
r3

ezért egyenlétlenség helyett egyenl_oseg 1rhat0 Jeloljiik t-vel a hanyadosok értékét: =2 =

2 = %L =t tehat x1 = tc, o = t(—b), 3 = ta. Mivel 21,72, 23 a megfelel§ stratégiak

valoszintiségét jeloli, igy x1 + zo + x3 = 1 teljesiil, amelybdl t = a_}) -
t helyébe ezt az Osszefiiggést beirva az x1, xo2, r3 megadhato.

A 3 x 3-as szimmetrikus méatrixjaték esetén a jaték értéke 0, valamint az 1. és a 2. jatékos
optimalis stratégiaja, ha a > 0, b <0, ¢ > 0:

c —b a
9 xro = 9 T3 = °
a—b+c T a—b+te S
A (b) esetben a méatrix 2., 3. soranak, majd 2., 3. oszlopanak felcserélésével az (a) esethez
jutunk.

Tr1 =

23. Példa. Tekintsiik a kd-papir-ollo jaték matrixat. Mivel ez a méatrix az el6z6 (b) esetnek
felel meg, igy végrehajtjuk a sor és oszlopcseréket, és hasznéljuk a formulét.

0o -1 1 0 1 -1
1 0 -1 |~ -1 O 1
-1 1 0 1 -1 0



_ 1 _ 1
T2 =3, T3 = 3-

az eredeti jatékhoz tartozo valoszintse-
1
5):

24. Feladat. Oldjuk meg a feladatsor 16. és 17. feladatat.

Tehat a=1,b=~1,c=1,1gy 21 = 1—"1y77 = 3,
Az 9 és x3 értékét fel kell cserélni ahhoz, hogy
1
3

geket kapjuk (ezek most megegyeznek): X = (3,

6. A 3 X 3-AS MATRIXJATEKOK MEGOLDASA

A megoldas menete

1. 1épés: Nyeregpontot keresiink. Ha van, akkor megoldottuk a feladatot. Ha nincs, akkor
a jaték értéke a sor minimumok maximuma és az oszlop maximumok minimuma kozott lesz,
folytatjuk a 2. 1épésnél.

2. lépés: Dominalt sorokat illetve oszlopokat keresiink. Ha taldlunk, akkor a 4. 1épésnél
folytatjuk a megoldast. Ha nem talaltunk elhagyhato sort vagy oszlopot, akkor a 3. 1épéssel
folytatjuk.

3. lépés: Vizsgaljuk, hogy lehetséges-e, hogy mind az els§, mind a masodik jatékos op-
timalis megoldasanak mind a harom komponense pozitiv legyen. Ekkor alkalmazhatjuk a
Tiszta vs. kevert tétel kovetkezmeényét (15. Kovetkezmény). Tovabbéa mivel az x;-k és az
yi-k valoszintiségek, igy 2?21 xT; = Z?:l y; = 1 teljesiil.

(a) Mivel feltettiik, hogy x1 > 0, z2 > 0, z3 > 0 a Tiszta vs. kevert tétel kovetkezményét
felhasznalva a kiévetkez6t kapjuk a masodik jatékos Y optimélis stratégidjara.

ail a2 ais 1 v
a21 az2 a23 Y2 = v
a3l asz2 ass Ys v

Elvégezve a beszorzast, valamint az y;-kre, mint valdszintiségekre vonatkozo feltételeket
hozzavéve, a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:

ai1yi + ai2y2 + a13ys =v
a21Y1 + ag2y2 + a23ys
a31y1 + asay2 +aszys =v

(1)

ity tys=1
y1>0y2>0y3>0

Ezt az egyenletrendszert kell megoldani hogy megkapjuk a méasodik jatékos optiméalis meg-
oldésat. Az y; > 0,y2 > 0,y3 > 0 feltételt elhagyjuk, a végén ellendrizziik le majd, hogy
az egyenletek megoldésai teljesitik-e. Az egyenletrendszer igy 4 egyenletet és 4 ismeretlen
tartalmaz (y1,y2,ys,v). Az egyenletek és az ismeretlenek szamat is 1-gyel csokkenthetjiik
azaltal, hogy az els§ egyenletbdl kivonjuk a masodikat, a mésodikbdl pedig a harmadikat:

(@11 —a21)y1 + (@12 — az2)y2 + (@13 —azs3)ys =0
(a21 — as1)y1 + (a2 — az2)y2 + (ags —aszs)ys =0
nty2tys =1
Vezessiik be a kovetkez§ jeloléseket:

k1 =ai1 —ao ko =ai2 —ax k3 =aiz3— a3
ky = a1 —a3z1 ks =ao —aszx ke = a3 —ass

A most bevezetett jelolésekkel az egyenletrendszer a kovetkezs lesz:
kiyr + kay2 + ksys =0

kay1 + ksy2 + keys =0 (2)

nt+ytys =1
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Ezt az egyenletrendszert legegyszertibb a Cramer-szabaly alapjan megoldani (ha D # 0):

ko ks ko ks k1 ks ki ko
D = ]{74 k5 kﬁ = — +
k5 k@ ky k?6 ka4 k5
1 1 1
0 ko ks
0 ks kg ko k3
1 1 1 ks kg
o= D = D
k1 0 ks
ks 0 kg ki k3
11 1 ke kg
Y2 = D = D
ki ky O
k4 k5 0 kl kQ
11 1 ke ks
Yys = D = D

Az eddigi szamolast célszerd az (1) egyenletrendszer bévitett matrixan elvégezni. (Bévitett
métrixot ugy kapjuk, hogy az egyenletrendszer matrixahoz hozzairjuk utolsé oszlopként a
jobboldali konstansok oszlopat.) Kivonjuk az els§ sorbol a masodik sort, a masodikbdl a
harmadikat:

ail a2 a3

S, I Z ki ko ks | O
21 Q22 a3 o ks ks R | O
as; agx asz | v R
1 1 1 |1

Az utébbi métrixbol mar kiszdmithatd konnyebben y1, yo, y3. Ellenérizziik az y; > 0,y >
0,ys > 0 feltételeket, ha nem teljesiilnek a 4. 1épésnél folytatjuk. Ha teljesiilnek az egyen-
16tlenségek a jaték értéke is kiszamithato az (1) els6 harom egyenlete koziil valamelyikbe az
Y1, Y2, Y3 helyettesitésével.

(b) A maésodik jatékos optimalis megoldasahoz hasonloan kaphato meg az elsg jatékos op-

timalis megoldasa. Mivel y; > 0, yo > 0, y3 > 0 a Tiszta vs. kevert tétel kovetkezményét

(15. Kovetkezmény) felhasznalva a kovetkezot kapjuk az elss jatékos X = (1, x2,x3) opti-
malis stratégidjara.

ailr a2 a3

(w1, 79,73) | a21 a2 as

a3y az2 ass

= (v,v,0).

Elvégezve a beszorzast, valamint az x;-kre, mint valészintiségekre vonatkozo feltételeket
hozzavéve, a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:

1171 + a21T2 + az1xs =
1271 + a2 + a32x3
1371 + ag3%2 + a33xs3

(3)

r1+x2+23 =1
1 >029>0x3>0

A maésodik egyenletbdl kivonjuk a harmadikat, az els6bdl a masodikat:

(a11 — a12)z1 + (a1 — ag2)za + (az1 —asz)rs =0
(a12 — a13)x1 + (a2 — ags)za + (asze —asz)rs =0 (4)
T +x9+x3 =1,
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Legyen
0y =ai; —aia, fl2=ag —ax {3=a3 —as
ly=aia —aiz U5 =ag —ax l¢=ass —ass
Ezzel a jeloléssel a (4) egyenletrendszerbdl a kovetkezot kapjuk:
lyxy + lows + l3x3 =0
byx1 + bsx9 + gy =0 .
T1+x20+x3 =1

A Cramer-szabaly alapjan megkapjuk az 1, xo, x5 ismeretleneket:

b by Ly byl 0, A 0, 0y
D =t1b & o=\, ;|| 4 .
1 1 1 5 £6 4 X6 4 X5
0 0y /3
0 05 /g 0y 05
1 1 1 ls g
rr = D = D
01 0 /3
g40£6 6163
1 1 1 0 s
T2 = D =~ D
01 fy 0
0y 05 0 0yl
1 1 1 0 0
3 = D = D

Megjegyezziik, hogy a méasodik jatékos optimalis stratégidjanak kiszamitasakor is D-vel
jeloltiik az egylitthatd méatrix determinénsét, de ez nem véletlen, a két determinans értéke
megegyezik.

Ha a mésodik jatékos optimélis stratégidnak kiszamolasahoz hasonléan bévitett matrix se-
gitségével szeretnénk megkapni az x;-ket, akkor tekintsiik a (3) egyenletrendszert. Latszik,
hogy itt az egyenletrendszer matrixa nem a kifizetési métrix, hanem annak transzponaltja.
Kivonva az els6 sorbdl a masodik sort, a masodikboél a harmadikat, olyan matrixot kapunk,
amibdl az x1, x2, x3 konnyebben szamithato:

a1l a1 agi

| v

0l by | 0

a12 a2 a2 | v = £4 65 66 | 0
1 1 1 |1

4. lépés: Foglalkozzunk most azzal az esettel, amikor a 3 x 3-as métrixjaték megoldéasa
helyettesithets, egy kisebb méatrixjaték megoldasaval.

(a) Ha a 2. lépésben a dominalas miatt egy vagy tobb sort vagy oszlopot toriiltiink a jaték
matrixabol, akkor 2 x 3-as, 3 x 2-es illetve 2 x 2-es matrixjatékként oldhatjuk meg a 3 x 3-as
matrixjatékot.
(b) A 3. lépésben kideriilhet, hogy nincs olyan megoldésa, ahol az els§ és a masodik jatékos
optimalis megoldasanak valamennyi komponense pozitiv, példaul a D = 0, vagy az optimaélis
megoldasok kiszamitasakor olyan szamokat kaptunk, amelyek nem lehetnek valoszintiségek.
Ekkor legaldbb egy stratégiat 0 valoszintiséggel jatszanak, tehat a 3 x 3-as métrixjatékot
vissza lehet vezetni kisebb jatékra.
Nézhetjiik sorra a lehetséges 2 x 3-as (vagy 3 x 2-es) feladatokat. Megnézhetjiik az adott
3 X 3-as méatrix 9 db 2 x 2 részméatrixanak megoldasat is.
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Ugy tudjuk ellendrizni, hogy egy kisebb matrixjaték megoldasaval az eredeti 3 x 3-as mat-
rixjaték optimélis megoldésahoz jutottunk, hogy mind az els§, mind a maéasodik jatékosra
nézve a kapott megoldasoknak teljesiteni kell az Optimalis stratégia tétele (21. Tétel) felté-
teleit a 3 x 3-as méatrixjatékra nézve.

25. Példa. Megoldjuk a feladatsor 19. feladatat.

Az alabbi A matrix egy 3 x 3-as matrixjaték kifizetési matrixa. Adja meg az egyik jatékos
optimalis stratégiajat, valamint a jaték értékét. (Segitség: mind az elss, mind a masodik
jatékos optimalis stratégidjanak mind a harom komponense pozitiv.)

6 4 1
A=1 0 7 4
4 2 8

A jaték alsoértéke (a sorminimumok maximuma) 2, a felsGértéke (az oszlopmaximumok
minimuma) 6, tehat a jaték értéke 2 < v < 6. Mivel a feladatban az szerepel, hogy az
optimalis stratégidk mindharom komponense pozitiv, igy az el6z§ algoritmus 3. lépésének
(a) részével folytathatjuk. Felirjuk az (1) egyenletrendszernek megfelelg bovitett méatrixot
a 2. jatékos optimélis stratégiira, és elvégezziik a kivonasokat:

6411w 6 -3 -3 |0
07 4 | v
= -4 5 -4 1] 0
4 2 8 | v 11 |1
111 | 1
Az igy kapott egyenletrendszert megoldhatjuk Cramer-szaballyal:
6 -3 -3
-3 -3 6 -3 6 -3
D =|—-4 5 -4 :‘ ’—‘ ’4_‘ ‘:
111 5 —4 -4 —4 —4 5
=27 —(—36) + 18 =81 # 0.
_ 271 _ 1 _ =36 _ 4 _ 18 _ 2 _ (14 2
yo=5=3 ®=-F=% B=xn=5 Y =(557)

Az egyenletrendszer specialis formajabol adédik, hogy az egyes komponensek szamléldjaban
épp a D determinans kiszamitasakor megjelend aldeterminansok szerepelnek.
A jaték értéke az egyenletrendszerbe visszahelyettesitve megkaphato:
4

1 2
g1 +4-yo+y3=6-—+4-—+ - =4=wo.
6-y1 Y2 +ys =06 3 9 9 v

Az els6 jatékos optimalis stratégiaja hasonloan szamithato, csak az A helyett AT szerepel

. _ (421

a kezdeti egyenletrendszerben, X = (g, 5> 3).

26. Feladat. Oldjuk meg a feladatsor 18., 20., 21. feladatat. Figyeljiink arra, hogy nem
minden esetben alkalmazhat6 az algoritmus 3. 1épése.
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