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1. Definicié. Két matrixjaték stratégiailag ekvivalens, ha az optimalis stratégidk a két
maétrixjatéknal megegyeznek.

2. Tétel. Ha egy mdtrizjdték kifizetési mdtrizdnak minden eleméhez hozzdadunk eqy rogzitett
c szamot, az eredetivel stratégiailag ekvivalens matrixjatékot kapunk, ahol a jdték értéke v-rdl
v + c-re vdltozik.

Legyen A = (aij)mxn €gy m X n-es matrixjaték kifizetési matrixa, és v a jaték értéke. Az
el6z6 tétel alapjan feltehetjiik, hogy a;; > 0, ekkor v > 0 is teljesiil.

Az Optimaélis stratégia tétele szerint, ha az Y a masodik jatékos optimalis stratégidja,
akkor A;.Y <w,i=1,2,...,m, amibdl a kivetkez&t kapjuk:

a11y1 +ay2 +...+apyn < U

Am1Y1 + Amay2 + .. - + GmnlYn

<
Y1,92,-->Yn = 0
m+y+...+y, = 1

Ha elosztjuk az Gsszes egyenlétlenséget és egyenletet v-vel, a kivetkezd normal feladatot
kapjuk:

anyy +aeyy + ... Fawy, < 1
amly,l + am2yé +...+ amny; < 1
Yi:Yas--Yp =0
Yy +vh+...+y, — max,
ahol y; = %, j=1,2,...,n. Mivel az utols6 sorban % szerepelne a masodik jatékosnak az

a célja, hogy ezt maximalizalja.

Az Optimaélis stratégia tétele szerint, ha az X az els6 jatékos optimalis stratégidja, akkor
v<XA;, j=1,2,...,n. Ebbdl az el6z6hoz hasonl6 egyenlStlenségrendszer adodik, annyi
kiilonbséggel, hogy A helyett AT szerepel, tovabba < helyett >. A v-vel valé osztas utéana
kovetkezst kapjuk:

ana) +agxh + ...+ ama, > 1
a1 + agnxh + .+ appmry, > 1
/ / /
T1, L9y Ty > 0
o+ w5+ ...+ 2, — min,
ahol j = %1, i =1,2,...,m. Mivel az utolso sorban % szerepelne az els6 jatékos célja, hogy

ezt minimalizalja.

3. Definicié. (Dualitas) Primdl feladatnak nevezzik a kovetkezét:

Ay < b
y > 0
cy — max.
A kovetkezd a dudl feladat:
zA > ¢
z > 0
xb — min



A masodik és elsd jatékos optimélis megoldasara felirt feladatok primal-dual feladatpart
alkotnak (b és ¢ minden komponense 1). A méatrixjaték megoldésa linearis programozassal
megkaphato.

4. Teétel. (Erds dualitas) Ha primdl feladatnak létezik optimdlis megolddsa, akkor a dudlnak
is, €s a célfiigguény értéke megegyezik.
5. Példa. Megoldjuk a feladatsor 27. feladatat.

Az aldbbi matrix egy 3 x 3-as matrixjaték kifizetési métrixa. Adja meg az egyik jatékos

optimalis stratégiajat linearis programozas segitségével.

11 3
1 3 2
3 2 2

A masodik jatékos optimalis stratégidjara lehet normaél feladatot felirni, igy azt hatarozzuk
meg.

Vi+yy+3ys <01

v 3y +2y5 <1
3+ 25 +2y5 <1
Yy, >0

Yy +ys+y; — max,

ahol y} = %, j = 1,2,3. A szimplex tablazat alakitaskor a bézisbol kikeriil§ oszlopok
elhagyhatok:

Vi Y s v Y3 U
up |11 31 uy 7% % % uy Li %
PO R E N A A S
* / /
us 3 2 2 1 (v ? ? gl Y1 ? 73
11 170 3 3173 7 |-
A tablazatbol leolvashato, hogy yi = &, vh = =, v = %, a célfiiggvény értéke pedig:
% = %, azaz v = 1—75 A masodik jatékos optimalis stratégiaja:
_ 1 L1 _2 1_2 _ 415 4 p (124
NS T BT T BT T “\r7r7)

6. Feladat. Oldjuk meg a feladatsor 28. feladatat. Tovabba adjuk meg linearis programo-
zés segitségével a masodik jatékos optimalis stratégiajat a feladatsor 7.-22. feladataiban
szerepl6 matrixjatékok esetén. (Megjegyezziik, hogy ezeket a feladatokat a korabban ismer-
tetett modszerek segitségével egyszertibb megoldani.)

Ahhoz, hogy ne csak normaél alaku feladatot tudjunk megoldani, példaul hogy az els6
jatékos optimalis stratégiajat is meg tudjuk hatarozni, a kétfazisi modszert kell hasznalni.
Ez a modszer csak kiegészité anyag, sem a zh-n, sem a vizsgdn nem kérem szamon.

1. KETFAZISU MODSZER (KIEGESZITO ANYAG)

Egy linearis programozasi feladat nem biztos, hogy normal alaki, példaul méatrixjatékok-
nél az elsd jatékos optimalis stratégiajanak meghatarozésakor > kikotések fordulnak els. Az
is lehet, hogy az Osszefiiggések kozott = szerepel. Az ilyen tipust problémék megoldésara
alkalmazzuk a kétfazistt modszert.

1. lépés: Ha valamelyik jobboldali konstans nem pozitiv, akkor szorozzuk (—1)-gyel az
egyenlGtlenséget. Ha célfiiggvénynél minimumot kell meghatérozni, akkor azt is szorozzuk
meg (—1)-gyel. Ha valamelyik sszefiiggésben szerepel >, akkor alakitsuk at egyenlGséggé
1j nem negativ valtozé bevezetésével a kovetkezSképpen:

ai1r1+ ...+ aimxTm > b; & apri+ ...+ GmTm — U = b;.
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2. lépés: Az 1. lépés atalakitasai utdn csak = és < szerepel. A tdbldzatot ugy készitjiik
el, hogy ahol egyenlGség van, ott a kiemelt valtozokat *-gal jeloljiik, ezek a mesterséges
valtozok. A cél az, hogy a mesterséges valtozok 0 értéket vegyenek fel, azaz a tablazat felss
soraba keriiljenek. Ha felkeriiltek, nem szabad visszahozni, igy az oszlopukat el is hagyjuk
a tablazatbol. Kialakitunk egy mdsodlagos célfiigguényt is, ami ugy keletkezik, hogy az
egyenltség jellegd kifejezések megfelels egytitthatoit osszeadjuk (azaz azokban a sorokban
adjuk Ossze, ahol a *-gal jelolt valtozok szerepelnek). A sarokelemet tgy kapjuk, hogy a
jobboldali konstansokat Osszeadjuk ezekben a sorokban. A tablazat elkészitését mutatja a
lenti példa.

3. lépés: Az elsd fazisban a méasodlagos célfiiggvény szerint optimalizalunk (1d. Szimplex
algoritmus). Ha a masodlagos célfiiggvény szerinti optimumnal a méasodlagos sarokelem
nem nulla, akkor nincs a feladatnak lehetséges megoldasa. Ha a masodlagos sarokelem 0,
és *-os valtozok mar nem szerepelnek, akkor kovetkezhet az 4. 1épés (mésodik fazis). Ha
maradtak *-os valtozok, akkor akar negativ generaloelem is valaszthato ahhoz, hogy a felss
sorba keriiljenek, és elhagyjuk Sket. Abban az esetben, ha méar csak 0 van a *-os valtozo
soraban, akkor elhagyhat6 az egész sor.

4. lépés: A mdsodik fdazisban az elsédleges célfiiggvény szerint keressiik meg az optimalis
megoldast (1d. Szimplex algoritmus).

7. Példa. Az 1. és 2. lépést megmutatjuk egy példan keresztiil.

—xr1—2x0—2x3 > —10 1 +x2+23 < 10
2x1 + x90 + 43 = 12 201 + a0+ 43 = 12
r1 + 229 + 223 > 4 1+ 229+ 223 —v1 = 4
201 +x0+x3 > 2 < 201 +x9 +x3 — 12 = 2
T1,T9,T3 > 0 T1,T9,T3,V1,V2 > 0
—x1 —2x9 —4x3 — min T + 229 +4x3 — max
A szimplex tablazat:
Tr1 T2 I3 V1 (%)

uy| 1 1 1 0 0 |10

us | 2 1 4 0 0 |12

us | 1 2 2 -1 0|4

up| 2 1 1 0 —-1|2

1 2 4 0 010

5 4 7 -1 -1]18

8. Példa. Megoldjuk a feladatsor 30. feladatat.
Az alabbi matrix egy 2 x 2-es matrixjaték kifizetési matrixa. Adja meg az els§ jatékos
optimalis stratégiajat kétfazist modszer segitségével.

(15)

Az Optimalis stratégia tétele alapjan, ha X = (1, 2z2) az els6 jatékos optimalis stratégidja,
akkor
3 2

@) (5 )20

teljesiil, amelybdl a kovetkezd egyenlStlenségrendszer irhaté fel:

3x1 + x2
221 + 622
€1, T2
T+ X2

3
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v
v
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Mivel a matrix minden eleme pozitiv, igy v, a jaték értéke is pozitiv. A v-vel torténd osztas,

és o) = T a5 = 22 helyettesités utan a kovetkezd linedris programozasi feladatot kapjuk:
3+, > 1
22} + 625 > 1
ry,xh, > 0
i +ah=1 — min

A kétfazisa modszer 1. 1épését elvégezve a kovetkezd feladathoz jutunk:

i +ah—v = 1
22 + 625 —vy = 1
z,axy > 0
-z} —zf, — max
Végrehajtjuk a kétfazisa modszer 1épéseit:
xp oz v v Ty v e v U2
uf |3 1 -1 0 |1 ufg*—1%% ) =
* * / 1 -1 / 1
us | 2 6 0 -—-1]|1 x2§20?1§ 1:211?
5 7 -1 —-1|2 s -1 5|3 0
ého!3 a bfzismegcilda; oplcimélis: ) = 1—56, xh = %6, z = —g, ahonnan v :5 %, igy w1 =
6°3=¢ T2= 15 3 = 5, tehét az elsd jatékos optimalis stratégiaja X = (67 6)'



