Matrixjatékok (2. rész)
(el6adasjegyzet, 2022. marcius 28.)

Katai-Urban Kamilla
Hasznalni fogjuk a kovetkezs két allitast, amelyek kordbban méar szerepeltek.

1. Tétel (Optimalis stratégia tétele). Legyen A egy mxn-es matrizjdaték kifizetési mdtriza,
és v a jaték értéke.

(1) Az X az elsd jatékos optimdlis stratégidjo <= v < XAj, j=1,2,...,n.

(2) AzY a mdsodik jatékos optimdlis stratégidja <= A;.Y <wv, i =1,2,...,m.
2. Kovetkezmény (Tiszta vs kevert tétel kovetkezménye). Legyen A egy m X n-es mdtriz-
jaték kifizetési mdtriza, és v a jdték értéke. Tovdbbd X az elsd jdtékos, Y a mdsodik jdtékos
optimdlis stratégidja.

(1) Ha X i. komponensére x; > 0, akkor A;.Y = v.

(2) Ha'Y j. komponensére y; > 0, akkor XA.; = v.

1. A 3 X 3-AS SZIMMETRIKUS MATRIXJATEKOK MEGOLDASA

3. Definicié. Egy matrixjatékot szimmetrikusnak neveziink, ha az A kifizetési matrixa
ferdén szimmetrikus, azaz A = —A7T.

Legyen egy 3 x 3-as szimmetrikus matrixjaték kifizetési matrixa

0 a b
A= —-a 0 ¢
—-b —c 0

Mivel a métrix ferdén szimmetrikus az 1. és 2. jatékos optimalis stratégiai megegyeznek, és
a jaték értéke v = 0.
A kovetkezd esetekben van nyeregpont:

(1) a>0,b>0, ekkor az (1,1) nyeregpont,

(2) a <0, c>0, ekkor a (2,2) nyeregpont,

(3) <0, ¢ <0, ekkor a (3,3) nyeregpont.
Nincs nyeregpont, ha

(a) a>0,b<0,c>0,

(b) a<0,b>0,c<0.

Tekintsiik az (a) esetet. Az Optimalis stratégia tétele (1} Tétel) szerint az 1. jatékosnak

X = (21,22, x3) optimalis stratégiaja akkor és csakis akkor, ha XA ; > v = 0, ahol j =
1,2,3. Ez a matrix segitségével felirhato:

0 a b
(r1,22,23) | —a 0 ¢ | >(0,0,0).
—b —c 0

Elvégezve a matrixszorzasokat a kovetkezd egyenlStlenség-rendszert kapjuk:
—axo —bxrs >0
ary —cxry >0
brxi +cxo > 0.

Az egyenlétlenségeket atrendezve, figyelembe véve, hogy az (a) esetben a, —b, és ¢ is pozitiv,
kapjuk a kovetkezst:
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Tehat azt kaptuk, hogy %8 > £2 > ZL > I3 miyel az els6 és utolso kifejezés megegyezik,
P gy & b ¢ @

ezért egyenlGtlenség helyett egyenlSség frhato. Jeldljiik t-vel a hanyadosok értékét: 72 =
2 = L =t tehat x1 = tc, o = t(=b), x3 = ta. Mivel 1,72, 23 a megfelels stratégiak
valoszintiségét jeloli, igy 1 + x2 + x3 = 1 teljesiil, amelybdl t = a_})_i_c kifejezést kapjuk. A
t helyébe ezt az Osszefliggést beirva az x1, x2, x3 megadhato.

A 3 x 3-as szimmetrikus matrixjaték esetén a jaték értéke 0, valamint az 1. és a 2. jatékos

optimalis stratégiaja, ha a >0, b <0, ¢ > 0:

c —b a
—_— Xy =——— 3= ————.
a—bt+c P a-btec P a—b+e
A (b) esetben a matrix 2., 3. soranak, majd 2., 3. oszlopanak felcserélésével az (a) esethez
jutunk.

Tr1 =

4. Példa. Tekintsiik a kd-papir-olld jaték méatrixat. Mivel ez a matrix az el6z8 (b) esetnek
felel meg, igy végrehajtjuk a sor és oszlopcseréket, és hasznaljuk a formulat.

0 -1 1 0 1 -1

1 0 -1 ~ -1 0 1

-1 1 0 1 -1 0
Tehat a =1,0=—1,c=1, igym:ﬁ:%, xQ:%?*fEI’::%'

Az xo és x3 értékét fel kell cserélni ahhoz, hogy az eredeti jatékhoz tartozd valdszintse-
geket kapjuk (ezek most megegyeznek): X = (%, %, %)

5. Feladat. Oldjuk meg a feladatsor 16. és 17. feladatat.

2. A 3 x 3-AS MATRIXJATEKOK MEGOLDASA

A megoldas menete

1. lépés: Nyeregpontot keresiink. Ha van, akkor megoldottuk a feladatot. Ha nincs, akkor
a jaték értéke a sor minimumok maximuma és az oszlop maximumok minimuma kozott lesz,
folytatjuk a 2. 1épésnél.

2. 1épés: Dominalt sorokat illetve oszlopokat keresiink. Ha talalunk, akkor a 4. 1épésnél
folytatjuk a megoldast. Ha nem talaltunk elhagyhato sort vagy oszlopot, akkor a 3. 1épéssel
folytatjuk.

3. lépés: Vizsgaljuk, hogy lehetséges-e, hogy mind az els§, mind a masodik jatékos op-
timalis megoldasanak mind a harom komponense pozitiv legyen. Ekkor alkalmazhatjuk a
Tiszta vs. kevert tétel kovetkezményét Kovetekezmeény). Tovabba mivel az z;-k és az
yi-k valoszintiségek, igy Z?Zl xT; = Z?:l y; = 1 teljestil.

(a) Mivel feltettiik, hogy x1 > 0, z2 > 0, z3 > 0 a Tiszta vs. kevert tétel kovetkezményét
felhasznalva a kovetkez6t kapjuk a masodik jatékos Y optimélis stratégidjara.

ail a2 a3 y1 v
a21 az2 a23 Y2 = v
a3l asz2 ass Ys v

Elvégezve a beszorzast, valamint az y;-kre, mint valdszintiségekre vonatkozo feltételeket
hozzavéve, a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:

aiyr + aiy2 + a13ys =v
a21yY1 + a2y2 + a23ys
as31y1 + aszoy2 + assys =v

ity tys=1

y1>0y2>0y3>0
2
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Ezt az egyenletrendszert kell megoldani hogy megkapjuk a masodik jatékos optimalis meg-
oldasat. Az y; > 0,y2 > 0,y3 > 0 feltételt elhagyjuk, a végén ellendrizziik le majd, hogy
az egyenletek megoldésai teljesitik-e. Az egyenletrendszer igy 4 egyenletet és 4 ismeretlen
tartalmaz (y1,y2,y3,v). Az egyenletek és az ismeretlenek szamat is 1-gyel csokkenthetjiik
azaltal, hogy az els6 egyenletbdl kivonjuk a méasodikat, a mésodikbdl pedig a harmadikat:

(@11 —a21)y1 + (@12 — a2)y2 + (@13 — az3)yzs =0
(a21 — az1)y1 + (a2 — az2)y2 + (ag3 —azs)ys =0
ntytys =1

Vezessiik be a kovetkez§ jeloléseket:

ki =ai1 —ao ke =ai2 —az ki3 =az—aa

ks =ag1 —asz1 ks =az —azz ke = a3 — ass

A most bevezetett jelolésekkel az egyenletrendszer a kovetkezs lesz:

kiyr + koyo + k3ys =0
kay1 + ksy2 + keys =0 (2)
nt+ytys =1

Ezt az egyenletrendszert legegyszeriibb a Cramer-szabaly alapjan megoldani (ha D # 0):

ko ks ko ks ki ks ki ko
D =|ky ks kg |= — +
k5 k@ ky k?G ka4 k5
1 1 1
0 ko k3
0 ks kg ko k3
1 1 1 ks kg
o= D = D
ki 0 k3
ks 0 kg ki k3
11 1 ky kg
Y2 = D = D
ki ko O
k4 k5 0 kl kQ
11 1 ko ks
Yys = D = D

Az eddigi szamolast célszerd az (1) egyenletrendszer bévitett matrixan elvégezni. (Bévitett
métrixot ugy kapjuk, hogy az egyenletrendszer matrixahoz hozzairjuk utolsé oszlopként a
jobboldali konstansok oszlopat.) Kivonjuk az els§ sorbol a masodik sort, a masodikbdl a
harmadikat:

ail a2 a3

| v
ki ko ks | 0O
a1 az azs | v = ki ks ke | O
as; asy asz | v 1 1 1 |1
1 1 1 |1

Az utobbi matrixbol mar kiszamithaté konnyebben yy, y2, y3. Ellenérizziik az y; > 0,y2 >
0,y3 > 0 feltételeket, ha nem tejesiilnek a 4. 1épésnél folytatjuk. Ha teljesiilnek az egyen-
16tlenségek a jaték értéke is kiszamithato az (1) els6 harom egyenlete koziil valamelyikbe az
Y1, Y2, Y3 helyettesitésével.

(b) A maésodik jatékos optimalis megoldasdhoz hasonldéan kaphaté meg az elsd jatékos op-
timalis megoldasa. Mivel y; > 0, yo > 0, y3 > 0 a Tiszta vs. kevert tétel kovetkezményét
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Kovetkezmény) felhasznalva a kovetkezot kapjuk az els6 jatékos X = (x1,x9,x3) opti-
malis stratégiajara.
ail a2 a3
(w1, m2,23) [ @21 a2 az | = (v,v,v).
azy1 asz2 az3
Elvégezve a beszorzast, valamint az x;-kre, mint valészintiségekre vonatkozo feltételeket
hozzavéve, a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:

a11x1 +ag1x9 + az1rs =0
a12x1 + aze®s + azar3 = (3)
a13x1 + ag3x2 + azzxry = v

T1+x0o+a3=1
1 >029>0x23>0
A masodik egyenletbdl kivonjuk a harmadikat, az els6bdél a masodikat:
(a11 — a12)w1 + (a2 — ag2)w2 + (az1 —asz)rs =0

(@12 — a13)z1 + (a2 — ags)ra + (ase —asz)rs =0 (4)
r1+ax9+x3 =1,

Legyen
Uy = a1 —ai2, f2=as —axp {l3=a3 —as
ly=a12 —a13 fl5 =a —ay L= aze — ass

Ezzel a jeloléssel a (4) egyenletrendszerbdl a kovetkezst kapjuk:

lrx1 + boxs + f3x3 =0
byx1 + b2 + bgxs =0 .
1 +x2+axz =1

A Cramer-szabaly alapjan megkapjuk az 1, xo, x5 ismeretleneket:

b by 1l 2 0 g 0 0y
D =1t b b=\, ;=] 4 0y 0
1 1 1 5 to6 4 X6 4 X5
0 0y M5
0 05 fg 0y Ay
1 1 1 ls lg
L1 = D = D
0 0 /g
0y 0 g 0 A
1 1 1 0y L
2 = D -~ D
0, ly 0
0y ls 0 0 A
1 1 1 0y U
r3 = D = D

Megjegyezziik, hogy a méasodik jatékos optimalis stratégidjanak kiszamitasakor is D-vel

jeloltik az egytitthaté méatrix determinénsét, de ez nem véletlen, a két determinans értéke

megegyezik.

Ha a maésodik jatékos optimélis stratégianak kiszamolasahoz hasonléan bévitett matrix se-

gitségével szeretnénk megkapni az x;-ket, akkor tekintsiik a (3) egyenletrendszert. Latszik,

hogy itt az egyenletrendszer matrixa nem a kifizetési matrix, hanem annak transzponaltja.
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Kivonva az elsg sorbél a méasodik sort, a masodikboél a harmadikat, olyan matrixot kapunk,
amibdl az x1, xo9, x3 konnyebben szdmithato:

a Qa Qa, v
11 21 31 | El EZ €3 |

0

a2 az azxp | v I

aiz a23 a33 | v 1 1 1 | 1
1 1 1 11

4. lépés: Foglalkozzunk most azzal az esettel, amikor a 3 x 3-as matrixjaték megoldasa
helyettesithetd, egy kisebb métrixjaték megoldasaval.

(a) Ha a 2. lépésben a dominalas miatt egy vagy tobb sort vagy oszlopot toriiltiink a jaték
métrixabol, akkor 2 x 3-as, 3 x 2-es illetve 2 x 2-es matrixjatékként oldhatjuk meg a 3 x 3-as
matrixjatékot.

(b) A 3. lépésben kideriilhet, hogy nincs olyan megoldésa, ahol az els§ és a masodik jatékos
optimalis megoldasanak valamennyi komponense pozitiv, példaul a D = 0, vagy az optimaélis
megoldasok kiszamitasakor olyan szamokat kaptunk, amelyek nem lehetnek valoszintiségek.
Ekkor legaldbb egy stratégiat 0 valoszintiséggel jatszanak, tehat a 3 x 3-as méatrixjatékot
vissza lehet vezetni kisebb jatékra.

Nézhetjiik sorra a lehetséges 2 x 3-as (vagy 3 x 2-es) feladatokat. Megnézhetjiik az adott
3 X 3-as méatrix 9 db 2 x 2 részméatrixanak megoldasat is.

Ugy tudjuk ellenérizni, hogy egy kisebb matrixjaték megoldasaval az eredeti 3 x 3-as méat-
rixjaték optimélis megoldésahoz jutottunk, hogy mind az els§, mind a maéasodik jatékosra
nézve a kapott megoldasoknak teljesiteni kell az Optimalis stratégia tétele Tétel) felte-
teleit a 3 x 3-as méatrixjatékra nézve.

6. Példa. Megoldjuk a feladatsor 19. feladatat.
Az alabbi A matrix egy 3 x 3-as matrixjaték kifizetési matrixa. Adja meg az egyik jatékos

jatékos optimaélis stratégidjanak mind a harom komponense pozitiv.)

6 4 1
A=1 0 7 4
4 2 8

A jaték alsoértéke (a sorminimumok maximuma) 2, a felsGértéke (az oszlopmaximumok
minimuma) 6, tehat a jaték értéke 2 < v < 6. Mivel a feladatban az szerepel, hogy az
optimalis stratégidk mindharom komponense pozitiv, igy az el6z§ algoritmus 3. lépésének
(a) részével folytathatjuk. Felirjuk az (1) egyenletrendszernek megfelelg bovitett méatrixot
a 2. jatékos optimélis stratégiira, és elvégezziik a kivonasokat:

6 4 1 | v 6 -3 -3 | 0
074 | v
= -4 5 -4 |0
4 2 8 | v 11 |1
1111
Az igy kapott egyenletrendszert megoldhatjuk Cramer-szaballyal:
6 -3 -3
-3 -3 6 -3 6 -3
RN EEE LRI
111 5 —4 -4 —4 —4 5
=27 —(—36) +18 =81 # 0.
_ 271 _ 1 _ =36 _ 4 _ 18 _ 2 T _ (1 4 2
yo=%5=3 ®=-F=% B=xn=5 Y =(357)

Az egyenletrendszer specialis formajabol adodik, hogy az egyes komponensek szamlaldjaban
épp a D determinans kiszamitasakor megjelend aldeterminansok szerepelnek.
5



A jaték értéke az egyenletrendszerbe visszahelyettesitve megkaphato:

1 4 2
6‘y1+4‘y2+y3=6-§+4~§+§:4:v.
Az els6 jatékos optimalis stratégiaja hasonléoan szamithato, csak az A helyett AT szerepel
a kezdeti egyenletrendszerben, X = (%, %, %)
7. Feladat. Oldjuk meg a feladatsor 18., 20., 21. feladatat. Figyeljiink arra, hogy nem
minden esetben alkalmazhat6 az algoritmus 3. 1épése.

3. DIAGONALIS JATEKOK
8. Tétel. Legyen A egy m X n-es mdtrizjdték kifizetési mdtriza, v a jdaték értéke.
(1) Ha X az elsd jdatékos valamely stratégidja, tovibbd a olyan szam, amelyre teljesiil
XAj;>a, j=1,2,...,n, ()
akkor a < v.
(2) Ha'Y a mdsodik jatékos valamely stratégidja, és b olyan szam, amelyre fenndll
ALY <b, i=1,2,...,m,
akkor b > v.
Bizonyitds: Az (1) allitast bizonyitjuk, a (2) allitas bizonyitasa hasonlo.
Tekintsiik a masodik jatékos (egyik) optimalis Y*T' = (yi,v3,...,y") stratégiajat, és a (*)
egyenlétlenségeit. Szorozzuk be (*) j-edik egyenlétlenségét yr-vel (fontos, hogy y; > 0,
j=1,2,...,n). A kovetkezd egyenl6tlenségeket kapjuk:

XAzy; >ay; (j=1,2,...,n).

Ha az egyenl6tlenségeket Osszeadjuk a kdvetkezd egyenlGtlenséghez jutunk:

n n
ZXA.jy;:XAY* zaZy;:a. (xx)
j=1 j=1

Ha X* jeloli az els6 jatékos Y*-gal parban all6 optimaélis stratégiajat, akkor az optimalis
megoldas definicidja alapjan:
XAY* < X*AY* =vw

teljesiil. Ezt (**)-gal Osszevetve a < v kovetkezik.

|
9. Definicié. Ha egy matrixjaték kifizetési méatrixa a kovetkezd alaki:
ap 0 ... O
A 0 a9 0 |
0 O an
ahola; > 0 (i =1,...,n), akkor a jatékot diagondlis matrizjatéknak (vagy réviden diagondlis

jatéknak) nevezzik.

10. Megjegyzés. A diagonalis matrixjatékot lehet "keresési" jatékként interpretalni. A
mésodik jatékos elrejt egy targyat a szobajoheté n hely valamelyikében. Amennyiben az
els6 jatékos megtalalja az elrejtett targyat, mégpedig a j-edik helyen, akkor nyereménye a;,
ha nem talalja meg, akkor nyereménye 0.

11. Tétel. Bdrmely diagondlis jdték értéke pozitiv.
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Bizonyitds: Legyen az elss jatékost egyik lehetséges stratégiaja a kovetkezs:

11 1
X=(han)-
n'n n

Jeldlje s az %aj, (j = 1,...,n) szamok minimumat, mivel a; > 0, igy s > 0 is teljesiil.
Fennall ]
XA;j=—a;>s, (j=1,...,n);
n

ahonnan a[8 Tétel szerint v > s > 0.

[
12. Tétel. Ha egy diagondlis jatékban az elsd jatékos eqyik optimdlis stratégidja X* =
(x7,...,x}), akkor X* valamennyi komponense pozitiv.
Bizonyitds: Indirekt Gton bizonyitjuk. Tegytik fel, hogy =7 = 0. A masodik jatékos valassza
az i-edik tiszta stratégiat. Ekkor

v<X*A;=27-0+...+2; 1-0+0-a;+2;;-0+...42,-0=0.

Igy v < 0-t katunk, ami ellentmond a Tetel allitasanak.

A diagonalis jaték megoldasa
Mivel a Tétel alapjan az elsd jatékos barmely optimélis stratégidjanak valamennyi kom-
ponense pozitiv, ezért a Tiszta vs kevert tétel kévetkezménye Kovetkezmény) szerint a
méasodik jatékos barmely Y*T = (yi,...,y%) optimalis stratégiajara fennall, hogy 4;.Y* = v.
Mivel A diagonalis, igy

ay; =v (i=1,...,n).
A diagonélis matrixjaték definicioja miatt a; > 0 teljesiil, igy

yi =vfa; (i=1,...,n). ()

Az egyenleteket Osszeadva

= 11 1

Zyi:v —+ —+...+— .

: ai a2 GQp

=1
Ahonnan figyelembe véve, hogy > " ; yF = 1, megkapjuk a jaték értékét:
B 1

>k Law

Ha v-t (&)-be behelyettesitjiik akkor a méasodik jatékos optimalis megoldasanak komponen-
seit kitudjuk szamitani:

v

. 1 1
Y S
Vegyiik észre, hogy a masodik jatékos optimélis megoldasanak valamennyi komponense po-
zitiv. A Tiszta vs kevert tétel kovetkezménye (2| Kovetkezmény) szerint ebbdl az kovetkezik,
hogy az elsé jatékos X* = («x7,..., ;) optimalis megoldasara az X*A.; = v egyenlet all
fenn barmely 1 < j < n-re. Tehat
1

X'A;=0= .
! Zk:l 1/ay,

*

Mivel ajr; = v, igy

. 1 1

Toag Yo Vak
Lathato, hogy a diagonalis jatéknak egyetlen optimalis megoldéasa van, tovabba X* = Y*T
13. Feladat. Oldjuk meg a feladatsor 22. feladatat.
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