Bimatrixjatékok
(eladasjegyzet, 2022. aprilis 7.)
Katai-Urban Kamilla

A matrixjatékok nulladsszegi jatékok, azaz az egyik jatékos nyeresége, a mésik vesztesége,
igy egy matrixszal tudtuk abréazolni a kifizetéseket (kifizetési matrix). Az els§ elGadason
szerepeltek nem-nulladsszegii jatékok is, ilyen volt pl. a fogoly-dilemma. Az ilyen tipust
jatékoknél a kifizetések abrazolasihoz mar nem elég egy matrix, a két jatékos kifizetését
kiilon-kiilon matrixszal lehet felirni, ezek a bimdtrizjdtékok.

1. A 2 X 2-ES BIMATRIXJATEKOK MEGOLDASA

Egy 2 x 2-es bimatrixjaték esetén legyen az A = (¢ 3) matrix az els§ jatékos, az A’ =

/ b/
(& &
legyen X = (x,1 — ), a masodik jatékos optimalis stratégiaja pedig Y7 = (y,1 —y). A
kevert satratégiat egyértelmiien meghatarozza az (x,y) par.

) pedig a masodik jatékos kifizetési matrixa. Az els§ jatékos optimélis stratégiaja

o Az elsd jatékos varhato kifizetését jelolje az X, Y stratégia esetén: Ei(x,y).

e A maésodik jatékos varhato kifizetését jelolje az X, Y stratégia esetén: Es(z,y).
Egy stratégiat akkor neveziink optimalisnak, ha egyensilyi helyzet van, azaz ha a jatékos
egyoldalian eltér ettdl a stratégiatol, akkor nem jarhat jobban. Tehéat ha az (x,y) par a

c sz

cs 2

nem nyerhet tobbet. Ehhez hasonldéan kapjuk a tobbi egyenl&tlenséget is:

1. E1(07y> < El(x7y)7

2. E1(17y> < El(l'?y)v

3. Ey(w,1) < Ex(,y),

4. EQ(.%',O) S Eg(x,y).
Ahogy a métrixjatékoknal, ugy itt is az X AY szorzat segitségével meg lehet adni az els6
jatékos kifizetését abban az esetben, ha az X, illetve az Y stratégidval jatszik a két jatékos,
tehét:

Br(z,y) = XAY = (o 1-0)A(1Y,) = (2.1-2)(2 §) (1)

Az 1. egyenlGtlenség a kovetkezGképpen alakithato:

Ei(z,y) > Ei1(0,y)

XAY > (0,1)AY
(X —(0,1))AY > 0
(= 1-2) = (0.1) (25)(1%,) = 0
(= =)(25)(1%) = 0
a(L-1)(e5)(2,) > 0

Ha elvégezziik az (1, —1)(2Y) szorzést, akkor az (a—c, b—d) métrixot kapjuk. Ezt megszo-

rozva az ( ﬂy ) méatrixszal az ay —cy+b—d—by+dy = (a—b—c+d)y — (d—b) kifejezéshez
jutunk. Vezessiik be a Q = a—b—c+d és a qg=d—b jeloléseket, igy a fenti egyenlStlenég

a kovetkezg alaku lesz:
z((a—b—c+d)y—(d—0)) 0
(1) xQy — qx 0.

Ha a 2. egyenlétlenséget az 1. egyenlGtlenséghez hasonléan matrixos formaban felirnank,
azt lehetne megfigyelni, hogy az egyenlGtlenség megfordul, és az x szerepét az 1 — x veszi at,
mas szempontbdl a szadmolas ugyanigy zajlik, tehat a kovetkezé egyenlétlenséghez jutunk:

(2) (I-2)Qy—-q(l—-—z) < 0
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Vizsgaljuk az és egyenlGtlenségeket. A @ és g értékétdl fiiggden t6bb eset lehetsé-
ges:
(i) @=0
(a) g=0: 0<z<1, 0<y<l1;
(b) ¢>0: (I)-bslz =0, [2)-bsl0<y<1;
() g<0: (2)-bslz=1, (I)-bs10<y<1.

(i) @ >0

(a) 2 =0, (2)-boly < &

(b) & =1, ({)-bél y > &:

() 0 <o <1, ([@{)bolz(Qy—q) >0, y=>3 @bol(1-2)(Qy—q <0, y<
4 — 4

(i) @ <0

(a) =0, y > &;

Az 1. és 2. egyenlStlenségekhez hasonloan a 3. és 4. egyenlStlenségekbdl megkaphatok a
kovetkezSk az R=a' — b — ¢ + d és az r = d' — ¢ jeloléseket bevezetve:

(4) Rz(l—y)—r(l—y) < 0.

Itt is az R és r értékétdl fiigglen tobb eset lehetséges:
(iv) R=0

(a) r=0: 0<z<1, 0<y<lI,;
by r>0: 0<xz<1, y=0;
(c)r<0: 0<x<1, y=1.
(V) R>0

(a) y=0, 2 < &
(c)0<y<l, z=p.

(vi) R< 0

(a) 207932%;
(b)y_17$<§7 .
(c)0<y<l,z=3

Ha (x,y) esetén teljesiilnek az , , és (4) egyenlStlenségek alapjan megkaphato fel-
tételek is, akkor egyensilyi pontot, optimélis megoldast kaptunk. Hogy a feladatmegoldés-
hoz kénnyebben fel tudjuk hasznalni, kiilon fajlban megtalalhato a 2 x 2-es bimatrixjatékok
megoldasanak végeredménye litt.

1. Példa. Megoldjuk azt a 2 x 2-es bimatrixjatékot, ahol az 1. jatékos kifizetéseit a kovetkezd
A matrix, a 2. jatékos kifizetéseit pedig az A" matrix tartalmazza.

(13 , (8 2
a=(ia) w=(13)

Meghatarozzuk a @, q, R és r értékét. A Q =a—-b—c+d=1-3—-4+2 = —4,
g=d—-b=2-3=-1,R=d -V —-d+d =8-2-1+5=10ésr=d - =5—-1=4.
Tehat a 2 x 2-es biméatrixjaték megoldasaban talalhato esetek koziil a () < 0-t és az R > 0-t
tekintve a kovetkez&t kapjuk:
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(iii) Q=—-4<0
() 2=0,y>4 =1
(c)0<$<1,y:%:%.
(v) R=10>0
(a)'xgﬁzﬁzgﬂy_ov
(b)z>f=2y=1L
(c)x:%:%,0<y<1.

Akkor kapunk egyensilyi helyzetet, ha az (x,y) par valamelyik @-nal és R-nél szerepld
feltételt is teljesiti. Ha tekintjiik a Q-nél 1évs (a) feltételt, akkor nem talalunk olyan R
szerintit, ami teljesitené, ezek a feltételek egymésnak ellentmondanak. Hasonld a helyzet
a ()-nal megadott (b) feltétel esetén is. Ha a Q-nal a (c)-t tekintjiik, az teljesiti az R-nél
megadott (c) feltételt is, igy az x = %, Yy = % egyensulyi pontot fognak adni. Ekkor az elsd
jatékos optimalis stratégiaja X = (%, %), a masodik jatékosé YT = (i, %) Az els6 jatékos
kifizetése a kovetkezd métrixszorzasokkal szamolhato ki:

B =5 (27)=xar = nan ()=o) (1) -5-5

Az masodik jatékos kifizetése pedig a kivetkezd matrixszorzasokkal szamolhato ki:

¥ ()-
:

Falrey) = B (5’4> = XAY = (3 1)(13) (
)> ekkor % a kifizetés, a masodik

Tehét az optimélis megoldas az els§ jatékos esetén X = (

jatékos esetén Y71 = (i, %), és ekkor % a kifizetése.
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Az el6z6 példaban szereplS jatéknak egy egyensilyi helyzete volt, de ez nem minden
esetben van igy, 1d. 2l példa.

2. Példa. Megoldjuk a feladatsor 33. feladatat.

(Ajdandékozdsi-dilemma) A Young hézasparnak mindossze két kincse van, Jim csaladi
orokségébdl szarmazéd aranyoérdja és Della szép, hosszi haja. Karacsonyra meg akarjak
lepni egymést valami szép ajandékkal. Tudjék egymésrol, hogy mire vagynak; Jim egy
oraldncra, Della pedig egy féstis csatra. Mivel szegények, ezért pénzt csak a meglévs kincsiik
eladaséval tudnak szerezni, de ezzel értékiiket vesztik az ajandékok is. Ha mindketten
eladjak az értékeiket, akkor annak a szituacionak az értéke legyen 0. Az ajandékozas 6romét
értékeljik 2 egységgel, a megajandékozott 6romét 1 egységgel. Oldja meg a feladathoz
tartoz6 bimatrixjatékot.

Felirjuk a bimatrixjatékhoz tartozo két kifizetési matrixot:

(0 2 , (01
(V) = (50)
Meghatarozzuk a @, g, R és r értékét,aQ =R=0—-2—-140=-3ésq=r=0—-2=-2.

Tehat a 2 x 2-es biméatrixjaték megoldésaban| talalhato esetek koziil a Q < 0-t és az R < 0-t
tekintve a kovetkez6t kapjuk:

(i) Q = -3 <0
() 2=0,y> 4 =3
(b) z=1,y< & =3
(c)0<x<1,y:%:%.
(vi) R=-3<0
(a) 2> % =2 y=0;
() z<f=%y=1
()z=%=20<y<l1
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Akkor kapunk egyensilyi helyzetet, ha az (x,y) par valamelyik @Q-nal és R-nél szerepld
feltételt is teljesiti.

(1) Ha tekintjik a @Q-nal 1évs (a) feltételt, akkor ez az R-nél talalhato (b) feltételt
is teljesiti, tehat x = 0 és y = 1. Ekkor a kifizetések leolvashatok az A és A’
méatrixokbol, mivel az els6 jatékos a 2. tiszta stratégidjaval jatszik, a mésodik pedig
az 1. tiszta stratégiajaval, igy E1(0,1) =1, E(0,1) = 2.
(2) Ha a @-nal a (b) feltételt tekintjik, akkor ezek teljesitik az R szerinti (a)-t, igy
x =1 és y = 0. Mivel tiszta stratégidkat alkalmaznak az el6z6 esethez hasonlbéan:
E1(1,0) = 2, Ey(1,0) = 1.
(3) Az = = %, y = 5 par pedig teljesiti mindkét (c) feltételt, igy itt is egyensulyi
helyzetet kapunk. Az els6 jatékos kifizetése:
2 2 :
B =B (5.3) =xar = o) (1) =G
A masodik jatékos kifizetése hasonléan szamolhat6, Eo (%, %)
Osszegezve a kiovetkezs egyenstlyi pontokat és kifizetéseket kaptuk:
(1) X =(0,1), YT = (1,0), £1(0,1) =1, E5(0,1) = 2;
(2) X =(1,0), YT =(0,1), E1(0,1) =2, E»(0,1) = 1;
_vT _ (21 2 2\ _ 22\ _ 2
(3) X=Y"=(53) B1(5.3) = B2(5.3) = 5
Tehat ennél a feladatnal tobb egyensilyi pont van, és ezek nem felcserélhetsk, igy a hazaspar
akkor tud j6 megoldast hozni, ha kooperal.
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3. Feladat. Oldjuk meg a feladatsor 32., 34., 35. feladatat.

Erdekességként lehet jatszani a kovetkezd tobb koros bimatrixjatékkal: The evolution of trust
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