Linearis programozas és a matrixjatékok
(el6adasjegyzet, 2022. marcius 22.)

Katai-Urban Kamilla

1. ELEMI BAZISTRANSZFORMACIO

Tekintsiik a kovetekezs tablazatot:
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Az elemi béazistranszformaciot a kdvetkezGképpen hajtjuk végre:

e vilasztunk egy generald elemet: olyan nem 0 szamot, amely e-vel jelolt sorban, és
v-vel jelolt oszlopban van, a fenti tdblazatban legyen ez az aj;,

felcseréljiik a generald elem sor- és oszlopjelét,

a generald elemet lecseréljiik a reciprokéra,

a generald elem soranak tobbi elemét elosztjuk a generald elemmel,

a generald elem oszlopanak tobbi elemét elosztjuk a generald elem —1-szeresével,

.

e a tobbi elemet a kovetkezs "téglalapszaballyal" szamoljuk.

A tablazatban "téglalapszabaly" segitségével azon elemek szamithatok, amelyek nincsenek
egy sorban, illetve oszlopban a generélé elemmel. Egy ilyen elem, a general6 elemmel egyiitt,
egy téglalap két szemkozti csicsat adja:
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Ebben az esetben, az 1j tablazatban a d helyére d — % keriil, vagy méas formaban: 24=b¢

Az eredeti tablazat az aj; generdlo elemmel végrehajtott elemi bazistranszforméci6é utan

a kovetkez@ alaku lesz:
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1. Példa. Hajtsunk végre elemi béazistranszformaciot a kovetkezd tablazaton, a generalod

elem legyen a *-gal jelolt elem.
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2. Megjegyzés. Az elemi bézistranszformacioé a kévetkezd részben szerepld szimplex algo-
ritmus egy fontos lépése, de méas esetben is hasznalhat6, pl. egy mdtriz inverzének megha-
tarozasara. Ha egy négyzetes matrixot beirunk a tablazatba, és elemi bazistranszformaciok
sorozataval az Osszes v jeld oszlopot sikeriil megeserélni az e jeli sorokkal (azaz az Osszes
oszlopvektort bevissziik a bazisba), akkor a métrix inverzét kapjuk. Ha nem tudjuk bevinni
az Osszes oszlopvektort, akkor a métrixnak nincs inverze. A méatrix inverzének megadéasakor
az indexeknek novekvs sorrendben kell szerepelnie, ehhez oszlop és sorcseréket hajthatunk
végre.

3. Feladat. Oldjuk meg a feladatsor 23. feladatat.

2. SZIMPLEX ALGORITMUS

4. Definicié. Az alabbi formaju probléméat normdl feladatnak nevezziik:

anyr +ay2 + ... +Famy, < b

Am1y1 + amay2 + ...+ amnYn < by o
Y1,Y2,-- -y Yn > 0
c1y1 +cy2 + ...+ ¢y, — max,

ahol by,..., b, >0, az utolsé sort célfiiggvénynek nevezziik.
A szimplex tablazat:
Y1 Y2 - Yn
up | a1 a2 ... ain | b
Um | Gml Am2 --. Omp bm
c1 co ... Cp 0

5. Definicié. Bdzismegolddsnak nevezziik, ha a bazisba bekeriilt valtozok a megfelels jobb-
oldali konstansokkal egyenlk, a tobbi valtozé pedig 0 értéket vesz fel.

6. Példa.

—2y1 —2y2—2y3 < 3
2y +y2—3ys < 4
yi,y2,ys = 0 7
—2y1 — 3y2 — By — makx,
normal feladat. Szimplex tablazata:
i Y2 Y3

up | =2 =2 =23
ug | 2 1 3|4
-2 =3 =510

A bazismegoldés: u; =3, ua =4, y1 =y2 =y3 =0.

Szimplex algoritmus.

1. lépés: Ha a célfiiggvény (az utolso sor) nem tartalmaz pozitiv egyiitthatot, akkor vége
az eljarasnak a bazismegoldas optimalis, az optimum értéke a tablazat jobb alsé sarkidban
16vs szam (—1)-szerse. Ellenkezd esetben a 2. 1épés kovetkezik.

2. 1épés: Vegyiik a pozitiv célfiiggvényegyiitthatok maximuméat (ha vannak egyformék, va-
lasszuk a legkisebb indextit). Ha a kivalasztott célfiiggvény egyiitthato (¢;) oszlopaban nem
szerepel pozitiv egyiitthato, akkor a célfiiggvény feliilrél nem korlatos. Ellenkezs esetben a

3. lépés kovetkezik.
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3. lépés: A kivalasztott célfiiggvény egyiitthatd (c;) oszlopaban szerepld pozitiv egyiitt-
hatok kozil valasztjuk ki a generaloelemet. Azt valasztjuk, ahol a megfeleld jobboldali
konstans (bj) és a pozitiv egyiitthat6 (a;;) hanyadosa minimélis. A minimalis hanyadoshoz
tartozo egyiitthatéval, mint generaléelemmel elemi bazistranszformaciot hajtunk végre a
tablazaton. (Azért van szitkség a minimalis bj/aj; kivalasztasara, mert igy a jobboldali
konstansok egyike se valik negativvé az elemi bazistranszformacio utén, igy teljestil a y, > 0
feltétel.) Az elemi bazistranszformaco utan kapott tablazattal folytatjuk az eljarast az 1.
lépéstol.

7. Megjegyzés.

e Az algoritmus hibéja, hogy el6fordulhat, hogy végtelen ciklusba keriil, vagyis folya-
matosan valasztva general6 elemeket, mindig visszatériink egy korabbi tablazathoz.

e A generalo elem kivalasztasanak bonyolitdséval az algoritmus gyorsithato, valamint
a végtelen ciklusok elkertiilhetsk.

8. Példa. Megoldjuk a feladatsor 24. feladatat
Oldja meg a kiovetkezs normaél feladatot szimplex algoritmus segitségével. (y1,y2,y3 > 0)

y2 +3yz < 1
vy 22 —ys <5
2y +ys <2
291 +4ys 4y3 — max
Y1 Y2 Y3 Y1 ux Y3 us Ui Y3
up | 0 1* 3 |1 | 0 1 3 1 Yo 1
uy | 1 2 —115 u | 1 -2 -7 | 3 U 2
uz | 2 0 1 |2 uz [ 2* 0 1 2 1 1
2 4 1 ]0 2 —4 -—-11| -4 -1 -4 -12| -6

Mivel a célfiiggvény nem tartalmaz pozitiv egyiitthatot, vége az eljarasnak a bazismegoldas
optimalis: y1 =1, yo = 1, y3 = 0, és a célfiiggvény értéke: z = 6.

9. Feladat. Oldjuk meg a feladatsor 25., 26. feladatat.

3. A LINEARIS PROGRAMOZAS ES A MATRIXJATEKOK KAPCSOLATA

10. Definicié. Két matrixjaték stratégiailag ekvivalens, ha az optimalis stratégidk a két
maétrixjatéknal megegyeznek.

11. Tétel. Ha eqgy mdtrizjdték kifizetési mdtrizdnak minden eleméhez hozzdadunk eqy rogzi-
tett ¢ szdmot, az eredetivel stratégiailag ekvivalens mdtrizjdtékot kapunk, ahol a jaték értéke
v-16l v + c-re vdltozik.

Legyen A = (a;j)mxn €8y m X n-es matrixjaték kifizetési matrixa, és v a jaték értéke. Az
el6z6 tétel alapjan feltehetjiik, hogy a;; > 0, ekkor v > 0 is teljesiil.
Az Optimélis stratégia tétele szerint, ha az Y a masodik jatékos optimalis stratégidja,

akkor A;.Y <w,i=1,2,...,m, amibdl a kivetkez&t kapjuk:

a11y1 + a1y + ...+ apyn < v
Am1Y1 + Gmay2 + ...+ Gy <0
Y1,Y2, ..., Yn 2 0
nty+...+y, = 1
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Ha elosztjuk az Osszes egyenl6tlenséget és egyenletet v-vel, a kévetkezd normal feladatot
kapjuk:

any) +ays + ...+ awy, < 1
amly/l + amQyé +...+ amny; < 1
Yi:Yos--s¥p =0
vi+yh+...+y, — max,
ahol yg = %, 7 =1,2,...,n. Mivel az utols6 sorban % szerepelne a masodik jatékosnak az

a célja, hogy ezt maximalizalja.

Az Optimaélis stratégia tétele szerint, ha az X az elsG jatékos optimalis stratégiaja, akkor
v<XA;, j=1,2,...,n. Ebbdl az el6z6hoz hasonl6 egyenlStlenségrendszer adodik, annyi
kiilonbséggel, hogy A helyett AT szerepel, tovabba < helyett >. A v-vel valo osztés utéana
kovetkezot kapjuk:

anxh +anzh + ...+ amz, > 1
ainTy + agnh + ...+ apma,, > 1
/ / /
T1, Ty ooy Ty 2 0
oy +ah+ ...+, — min,
ahol 2}, = #i=1,2,...,m. Mivel az utolsé sorban % szerepelne az els§ jatékos célja, hogy

ezt minimalizalja.

12. Definicié. (Dualitas) Primdl feladatnak nevezziik a kovetkezot:

Ay < b
y > 0
cy — max.
A kovetkezd a dudl feladat:
zA > ¢
z > 0
xb — min.

A maésodik és elsd jatékos optimélis megoldéasara felirt feladatok primal-dual feladatpart
alkotnak (b és ¢ minden komponense 1). A méatrixjaték megoldéasa linearis programozassal
megkaphato.

13. Tétel. (Erds dualitdas) Ha primdl feladatnak létezik optimalis megolddsa, akkor a dudlnak
is, €s a célfiigguény értéke megegyezik.

14. Példa. Megoldjuk a feladatsor 27. feladatat.
Az alabbi matrix egy 3 x 3-as méatrixjaték kifizetési matrixa. Adja meg az egyik jatékos
optimalis stratégiajat linearis programozas segitségével.

1 1 3
1 3 2
3 2 2

A masodik jatékos optimalis stratégidjara lehet normaél feladatot felirni, igy azt hatarozzuk
meg.

vi+us+3y; <1

vi+3ys+2y5 <1
3+ 25 +2y5 <1
Yi,Y5,y3 >0

Yy +ys+y; — max,
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ahol y; = %, j = 1,2,3. A szimplex tablazat alakitaskor a bézisbol kikeriil§ oszlopok
elhagyhatok:

Yi Yy Y vo Y3l Y5 .
up | 1 3 2|1 up | 1 % % A % ? v 5
ug | 3" 2 21 Y1 % il 3 Y1 1z Y1 15,
11 170 3 313 T 17 15
A tablazatbol leolvashato, hogy yi = 1, yh = 1%, yh = %, a célfiiggvény értéke pedig:
% = %, azaz v = 1—75 A masodik jatékos optimalis stratégidja:
1151 215 2 4 15 4 g (124
N 77 BT T BT T “\r7r7)

15. Feladat. Oldjuk meg a feladatsor 28. feladatat. Tovabbé adjuk meg linearis progra-
mozas segitségével a masodik jatékos optimélis stratégiajat a feladatsor 7.-22. feladata-
iban szereplé matrixjatékok esetén. (Megjegyezziik, hogy ezeket a feladatokat a korabban
ismertetett modszerek segitségével egyszeriibb megoldani.)

Ahhoz, hogy ne csak normél alakiu feladatot tudjunk megoldani, példaul hogy az els§
jatékos optimaélis stratégidjat is meg tudjuk hatarozni, a kétfazist modszert kell hasznélni.
Ez a moédszer csak kiegészité anyag, sem a zh-n, sem a vizsgdn nem kérem szamon.

4. KETFAZISU MODSZER (KIEGESZITO ANYAG)

Egy lineéris programozasi feladat nem biztos, hogy normaél alaki, példaul matrixjatékok-
is lehet, hogy az Osszefiiggések kozott = szerepel. Az ilyen tipusa problémék megoldasara
alkalmazzuk a kétfazistt modszert.

1. lépés: Ha valamelyik jobboldali konstans nem pozitiv, akkor szorozzuk (—1)-gyel az
egyenlGtlenséget. Ha célfiiggvénynél minimumot kell meghatérozni, akkor azt is szorozzuk
meg (—1)-gyel. Ha valamelyik sszefiiggésben szerepel >, akkor alakitsuk at egyenléséggé
4j nem negativ valtoz6 bevezetésével a kovetkezSképpen:

AT+ ...+ amxm >b; & apnr1+ ...+ amxrm — v =0b;.

2. lépés: Az 1. lépés atalakitasai utan csak = és < szerepel. A tdbldzatot gy készitjik
el, hogy ahol egyenlGség van, ott a kiemelt valtozokat *-gal jeloljiik, ezek a mesterséges
valtozok. A cél az, hogy a mesterséges valtozok 0 értéket vegyenek fel, azaz a tablazat felsg
sordba keriiljenek. Ha felkeriiltek, nem szabad visszahozni, igy az oszlopukat el is hagyjuk
a tablazatbol. Kialakitunk egy madsodlagos célfiigguényt is, ami ugy keletkezik, hogy az
egyenldség jellegd kifejezések megfelels egyiitthatoit osszeadjuk (azaz azokban a sorokban
adjuk Ossze, ahol a *-gal jelolt valtozok szerepelnek). A sarokelemet tgy kapjuk, hogy a
jobboldali konstansokat Gsszeadjuk ezekben a sorokban. A tablazat elkészitését mutatja a
lenti példa.

3. lépés: Az elsd fazisban a méasodlagos célfiiggvény szerint optimalizalunk (1d. Szimplex
algoritmus). Ha a masodlagos célfiiggvény szerinti optimumnal a méasodlagos sarokelem
nem nulla, akkor nincs a feladatnak lehetséges megoldasa. Ha a masodlagos sarokelem O,
és *-os valtozok mar nem szerepelnek, akkor kovetkezhet az 4. 1épés (mésodik fazis). Ha
maradtak *-os valtozok, akkor akar negativ generdléelem is valaszthaté ahhoz, hogy a felss
sorba keriiljenek, és elhagyjuk Sket. Abban az esetben, ha méar csak 0 van a *-os valtozo
soraban, akkor elhagyhat6 az egész sor.

4. lépés: A mdsodik fdzisban az els6dleges célfiiggvény szerint keressiik meg az optimaélis
megoldast (1d. Szimplex algoritmus).



16. Példa. Az 1. és 2. 1épést megmutatjuk egy példan keresztiil.

—x1—x90—x3 > —10 r1+xo+2x3 < 10
201 + a0 +4x3 = 12 201 + a0+ 43 = 12
T + 229 + 223 > 4 T, + 220 + 23 —v1 = 4
201 + X0+ 13 > 2 < 201+ 20+ 3 — V9 = 2
I1,X2,T3 Z 0 r1,x2,T3,V1,0U2 Z 0

—x1 — 229 —4x3 — min T + 229 +4x3 — max

A szimplex tablazat:

Ty X2 T3 Vi U2
w1 1 1 0 010
wil2 1 4 0 0 |12
w1 2 2 —1 0 |4
wil2 1 1 0 —1]2

1 2 4 0 0]0

5 4 7 —1 —1]18

17. Példa. Megoldjuk a feladatsor 30. feladatat.
Az alabbi matrix egy 2 x 2-es matrixjaték kifizetési matrixa. Adja meg az els§ jatékos
optimalis stratégiajat kétfazist modszer segitségével.

(1¢)

Az Optimalis stratégia tétele alapjan, ha X = (1, 22) az elsé jatékos optimalis stratégidja,
akkor
3 2

e (5 )20

teljesiil, amelybdl a kovetkezd egyenlGtlenségrendszer irhato fel:

3r1+w2 > W
21‘1 + 61‘2 > v
T1,T2 Z 0

1 +x2 = 1.

Mivel a matrix minden eleme pozitiv, igy v, a jaték értéke is pozitiv. A v-vel torténd osztas,
és o) = ZL x5 = 22 helyettesités utan a kovetkezd linearis programozasi feladatot kapjuk:

3+ > 1
2z) + 625, > 1
zi,ah, > 0

i +zh=1 — min

A kétfazisa modszer 1. 1épését elvégezve a kivetkezd feladathoz jutunk:

3rh+ah—v = 1
20 +6xh —ve = 1
/ /
T1, Ty > 0
-z} —zf, — max.
Végrehajtjuk a kétfazisa modszer 1épéseit:
Thoowh v e ] v v v 02
F3
wil3 1 —1 01 u;§_1%% ) =z
* * _ / 1 -1 |1 / 1
uy | 2 6 0 1)1 T 3, 0 il Ty i g
-1 -1 0 010 —8§0—lg§ -1 —3|3%
5 7 -1 —-1]2 : -1 5 |3 0 0
- . N T A TN N | _ _3 _ 8 _
éhds a b5a21smeg(ilda8s opflmahs. Ty = 15, Ty = i, 2 = —§g, ahonnan v - ? igy 1 =
16°3=¢ T2= 15 3 = 5, tehét az els6 jatékos optimalis stratégiaja X = (g, g).
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