Bimatrixjatékok, gazdasagi alkalmazasok
(eladasjegyzet, 2020. aprilis 8.)

Katai-Urban Kamilla

A matrixjatékok nulladsszegi jatékok, azaz az egyik jatékos nyeresége, a mésik vesztesége,
igy egy matrixszal tudtuk abréazolni a kifizetéseket (kifizetési matrix). Az els§ elGadason
szerepeltek nem-nulladsszegii jatékok is, ilyen volt pl. a fogoly-dilemma. Az ilyen tipust
jatékoknél a kifizetések abrazolasihoz mar nem elég egy matrix, a két jatékos kifizetését
kiilon-kiilon matrixszal lehet felirni, ezek a bimdtrizjdtékok.

1. A 2 X 2-ES BIMATRIXJATEKOK MEGOLDASA

Egy 2 x 2-es bimatrixjaték esetén legyen az A = (¢ 3) matrix az els§ jatékos, az A’ =

/ b/
(& &
legyen X = (x,1 — ), a masodik jatékos optimalis stratégiaja pedig Y7 = (y,1 —y). A
kevert satratégiat egyértelmiien meghatarozza az (x,y) par.

) pedig a masodik jatékos kifizetési matrixa. Az els§ jatékos optimélis stratégiaja

o Az elsd jatékos varhato kifizetését jelolje az X, Y stratégia esetén: Ei(x,y).

e A maésodik jatékos varhato kifizetését jelolje az X, Y stratégia esetén: Es(z,y).
Egy stratégiat akkor neveziink optimalisnak, ha egyensilyi helyzet van, azaz ha a jatékos
egyoldalian eltér ettdl a stratégiatol, akkor nem jarhat jobban. Tehéat ha az (x,y) par a
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nem nyerhet tobbet. Ehhez hasonldéan kapjuk a tobbi egyenl&tlenséget is:

1. E1(07y> < El(x7y)7

2. E1(17y> < El(l'?y)v

3. Ey(w,1) < Ex(,y),

4. EQ(.%',O) S Eg(x,y).
Ahogy a métrixjatékoknal, ugy itt is az X AY szorzat segitségével meg lehet adni az els6
jatékos kifizetését abban az esetben, ha az X, illetve az Y stratégidval jatszik a két jatékos,
tehét:

Br(z,y) = XAY = (o 1-0)A(1Y,) = (2.1-2)(2 §) (1)

Az 1. egyenlGtlenség a kovetkezGképpen alakithato:

Ei(z,y) > Ei1(0,y)

XAY > (0,1)AY
(X = (0.1))AY > 0
(2 1=2) = (0. 1)) (25)(1%,) = 0
(= -2)(25)(1%,) > 0
z(1L-1)(¢5)0GY) = 0
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Ha elvégezziik az (1, —1)(2 %) szorzést, akkor az (a—c, b—d ) matrixot kapjuk. Ezt megszoroz-

va az ( ﬁy) matrixszal az ay —cy +b—d —by+dy = (a —b— c+ d)y — (d — b) kifejezéshez
jutunk. Vezessiik be a Q =a—b—c+d és a qg=d—b jeloléseket, igy a fenti egyenlStlenég

a kovetkez§ alaku lesz:
z((a—b—c+d)y—(d—0)) 0
(1) xQy — qr 0.

Ha a 2. egyenl6tlenséget az 1. egyenlGtlenséghez hasonléan matrixos formaban felirnank,
azt lehetne megfigyelni, hogy az egyenlGtlenség megfordul, és az = szerepét az 1 — x veszi at,
mas szempontbdl a szadmolas ugyanigy zajlik, tehat a kovetkezé egyenlétlenséghez jutunk:

(2) (I-2)Qy—-q(l—z) < 0
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Vizsgaljuk az és egyenlGtlenségeket. A @ és g értékétdl fiiggGen tobb eset lehet-
séges:
(HQ@=0
(a) g=0: 0<2<1, 0<y<1;
(b) ¢>0: ([I)-bslz=0, 0<y<1;
() g<0: (@)bslz=1, 0<y<1.

(i) @ >0

(a) 2 =0, (2)-boly < &

(b) z =1, (1)-bél y > &;

() 0 <o <1, ([@{)bolz(Qy—q) >0, y=>3 @bol(1-2)(Qy—q <0, y<
4 — 4

(i) @ <0

(a) =0, y > &

Az 1. és 2. egyenlStlenségekhez hasonloan a 3. és 4. egyenlStlenségekbdl megkaphatok a
kovetkezSk az R=a' — b — ¢ + d és az r = d' — ¢ jeloléseket bevezetve:

(4) Rz(l—y)—r(l—y) < 0.

Itt is az R és r értékétdl fiigglen tobb eset lehetséges:
(iv) R=0

(a) r=0: 0<z<1, 0<y<lI,;
by r>0: 0<xz<1, y=0;
(c)r<0: 0<x<1, y=1.
(V) R>0

() y=0, = <

(c)0<y<l, z=p.

(vi) R< 0

(a) y=0, > %

Ha (z,y) esetén teljesiilnek az , , és egyenlGtlenségek alapjan megkaphaté
feltételek is, akkor egyensilyi pontot, optimalis megoldést kaptunk. Hogy a feladatmegol-
déashoz konnyebben fel tudjuk hasznélni, kiilon fajlban megtalalhato a 2 x 2-es bimétrixjatékok
megoldasanak végeredménye litt.

1. Példa. Megoldjuk azt a 2 x 2-es bimatrixjatékot, ahol az 1. jatékos kifizetéseit a kovetkezd
A matrix, a 2. jatékos kifizetéseit pedig az A" matrix tartalmazza.

(13 , (8 2
a=(ia) w=(13)

Meghatarozzuk a @, q, R és r értékét. A Q =a—-b—c+d=1-3—-4+2 = —4,
g=d—-b=2-3=-1,R=d -V —-d+d =8-2-1+5=10ésr=d - =5—-1=4.
Tehat a 2 x 2-es biméatrixjaték megoldasaban talalhato esetek koziil a () < 0-t és az R > 0-t
tekintve a kovetkez&t kapjuk:
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(iii) Q=—-4<0
() 2=0,y>4 =1
(c)0<$<1,y:%:%.
(v) R=10>0
(a)'xgﬁzﬁzgﬂy_ov
(b)z>f=2y=1L
(c)x:%:%,0<y<1.

Akkor kapunk egyensilyi helyzetet, ha az (x,y) par valamelyik @-nal és R-nél szerepld
feltételt is teljesiti. Ha tekintjiik a Q-nél 1évs (a) feltételt, akkor nem talalunk olyan R
szerintit, ami teljesitené, ezek a feltételek egymésnak ellentmondanak. Hasonld a helyzet
a ()-nal megadott (b) feltétel esetén is. Ha a Q-nal a (c)-t tekintjiik, az teljesiti az R-nél
megadott (c) feltételt is, igy az x = %, Yy = % egyensulyi pontot fognak adni. Ekkor az elsd
jatékos optimalis stratégiaja X = (%, %), a masodik jatékosé YT = (i, %) Az els6 jatékos
kifizetése a kovetkezd métrixszorzasokkal szamolhato ki:

B =5 (27)=xar = nan ()=o) (1) -5-5

Az masodik jatékos kifizetése pedig a kivetkezd matrixszorzasokkal szamolhato ki:

¥ ()-
:

Falrey) = B (5’4> = XAY = (3 1)(13) (
)> ekkor % a kifizetés, a masodik

Tehét az optimélis megoldas az els§ jatékos esetén X = (

jatékos esetén Y71 = (i, %), és ekkor % a kifizetése.
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Az el6z6 példaban szereplS jatéknak egy egyensilyi helyzete volt, de ez nem minden
esetben van igy, 1d. 2l példa.

2. Példa. Megoldjuk a feladatsor 33. feladatat.

(Ajdandékozdsi-dilemma) A Young hézasparnak mindossze két kincse van, Jim csaladi
orokségébdl szarmazéd aranyoérdja és Della szép, hosszi haja. Karacsonyra meg akarjak
lepni egymést valami szép ajandékkal. Tudjék egymésrol, hogy mire vagynak; Jim egy
oraldncra, Della pedig egy féstis csatra. Mivel szegények, ezért pénzt csak a meglévs kincsiik
eladaséval tudnak szerezni, de ezzel értékiiket vesztik az ajandékok is. Ha mindketten
eladjak az értékeiket, akkor annak a szituacionak az értéke legyen 0. Az ajandékozas 6romét
értékeljik 2 egységgel, a megajandékozott 6romét 1 egységgel. Oldja meg a feladathoz
tartoz6 bimatrixjatékot.

Felirjuk a bimatrixjatékhoz tartozo két kifizetési matrixot:

(0 2 , (01
(V) = (50)
Meghatarozzuk a @, g, R és r értékét,aQ =R=0—-2—-140=-3ésq=r=0—-2=-2.

Tehat a 2 x 2-es biméatrixjaték megoldésaban| talalhato esetek koziil a Q < 0-t és az R < 0-t
tekintve a kovetkez6t kapjuk:

(i) Q = -3 <0
() 2=0,y> 4 =3
(b) z=1,y< & =3
(c)0<x<1,y:%:%.
(vi) R=-3<0
(a) 2> % =2 y=0;
() z<f=%y=1
()z=%=20<y<l1


http://www.math.u-szeged.hu/~katai/jatekelm20/2x2_bimat_veg.pdf

Akkor kapunk egyensilyi helyzetet, ha az (x,y) par valamelyik @Q-nal és R-nél szerepld
feltételt is teljesiti.

(1) Ha tekintjiik a Q-nal 1évs (a) feltételt, akkor ez az R-nél talalhato (b) feltételt
is teljesiti, tehat x = 0 és y = 1. Ekkor a kifizetések leolvashatok az A és A’
matrixokbol, mivel az els6 jatékos a 2. tiszta stratégidjaval jatszik, a mésodik pedig
az 1. tiszta stratégiajaval, igy F1(0,1) =1, E»(0,1) = 2.

(2) Ha a @-nal a (b) feltételt tekintjiik, akkor ezek teljesitik az R szerinti (a)-t, igy
x =1 és y = 0. Mivel tiszta stratégidkat alkalmaznak az el6z6 esethez hasonlban:
E1(1,0) =2, E»(1,0) = 1.

(3) Az z = %, y = % par pedig teljesiti mindkét (c) feltételt, igy itt is egyensilyi
helyzetet kapunk. Az els6 jatékos kifizetése:

6 2
) < > 93

2 2
A masodik jatékos kifizetése hasonléan szamolhato, Eo (2 2) = %

B = B (5.5) = xav = (3.0 (1) =«
373

Osszegezve a kovetkezs egyenstlyi pontokat és kifizetéseket kaptuk:
(1) X = (07 1)7 vT = (1?0)7 El(oa 1) =1, EQ(Ov 1) =2
(2) X =(1,0), YT =(0,1), E1(0,1) =2, E(0,1) = 1;
2 1 2 2 22 2
(B) X=Y"=(33), B1(33) =E2(5.3) = 5.
Tehat ennél a feladatnal tobb egyensiilyi pont van, és ezek nem felcserélhetdk, igy a hazaspar
akkor tud j6 megoldast hozni, ha kooperal.
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3. Feladat. Oldjuk meg a feladatsor 32., 34., 35. feladatat.

2. A BIMATRIXJATEKOK GAZDASAGI ALKALMAZASAI

Egy agazatot oligopoliumnak neveznek, ha csak néhany vallalatbol all, a dontésekben
az agazat tObbi szerepldit is figyelembe kell venni. Egy agazat duopdlium, ha csak két
vallalatbol alff]

4. Feladat. Oldjuk meg a feladatsor 36. (Duopdlium) és 37. (Legnagyobb kedvezmény elve)
feladatat.

5. Megjegyzés. A 37. feladatban leirt legnagyobb kedvezmény elvénél a vallalatok lemon-
danak arrél, hogy nyerjenek az arcsckkentésen, helyette egy olyan rendszert alakitanak ki,
ahol az arcsokkentés veszteséghez vezet, ezzel biztositjak, hogy egyik vallalat se akarjon a
masik ala igérni. Ehhez hasonlé helyzetet teremt, amikor az eladd azzal az ajanlattal fordul
a vev6hoz, hogy ha alacsonyabb arat talal a piacon, akkor téle is azon az &dron veheti meg
az arut. Ezzel arra 06sztonzi a vevét, hogy jelezze, ha a versenytars arat csokkent, igy kisebb
lesz a valdszintisége, hogy a vallalatok drkedvezményt nytujtsanak.

6. Példa. (Duopdlium profitja) Két vallalat nyereségét mutatja a kovetkezd tablazat. Harom

stratégia koziil valaszthatnak: nulla, kicsi vagy nagy kibocsatas.
2. vallalat

nulla | kicsi | nagy

nulla | 0,0 | 0,15 | 0,20

kicsi | 15,0 | 13,13 | 8,14

nagy | 20,0 | 14,8 | 5,5

1. vallalat

Aszerint, hogy egyidejiileg dontenek-e a vallalatok, vagy egymés utan (szekvencialisan)a
kovetkezo két esetet kiilonboztetjliik meg:

£z a fejezet a J. Hirshleifer, A. Glazer, D. Hirshleifer: Mikrookondmia konyv felhasznéalasaval késziilt.
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1. eset: Egyidejl dontések esetén egy bimatrixjatékot kapunk, amelynél a kicsi-nagy péarok
egyensulyi helyzetek, azaz egyik vallalatnak sem éri meg egyoldaltian valtoztatni
rajta.

2. eset: Szekvencialis dontésnél t6bb eset lehetséges, attol fliggden, hogy hany vélaszlépés
lehet, most két esetet vizsgalunk.

(a) Abban az esetben, ha el6szor az 1. véllalat lép, majd a 2. erre reagélhat, az
elsg vallalat nagy kibocsatast vilaszt. Ugyanis a masodik vallalat ahhoz, hogy
ebben a helyzetben a szaméara legjobb dontést hozza, a kis kibocsatas mellett
kell dontenie, azaz egyensilyi helyzet all eld.

(b) Tekintsiik most azt az esetet, amikor elGszor az elsg vallalt 1ép, majd a masodik,
de tudja, hogy az els6 vallalatnak még van egy vélaszlépésre lehet&sége. Ekkor
az els@ vallalat barmit 1ép, a mésodik magas kibocsatast valaszt, és agy keriilnek
egyensulyi helyzetbe, ha az els§ vallalat alacsony kibocsatas mellett dont.

3. ARVERESEK

Az drverés egy olyan adasvételi eljaras, amely soran a beérkezett licitek kozil a legma-
gasabb ajanlatot tevd vasarolhatja meg a terméket.

7. Feladat. Oldjuk meg a feladatsor 38. feladatat, adjuk meg, hogyan zajlik az angol
drverés és a holland drverés.

A feladatban szerepl§ arverések ugynevezett tobbkoros arverések, de vannak olyan éarve-
rések is, ahol egy alkalommal, és minden licitalé egyszerre adja le a licitjét. Ilyen egy kords
arverés példaul a zdrt licites drverés, ahol a licitadlo leirja az ajanlatat és lezarja azt egy
boritékba. Az arut a legmagasabb ajanlatot tevs személy kapja. A kdvetkez§ arverés a zart
licites arverések egy formaja, a Vicrey-aukcio vagy filatelista arverés (bélyegarverés). Az
utébbi név onnan szarmazik, hogy ezt a fajta adrverést a bélyeggytjték hasznéltak. Az els§
elnevezés William Vickrey tiszteletére alakult ki, aki az arverésekkel kapcsolatos munkéjaért
1996-ban Nobel-dijat kapott.

8. Definicid. Vickrey-aukcio esetén a résztvevsk (jatékosok) zart boritékban leadjak az

ajanlataikat, az nyer, aki a legnagyobb licitet adta, de a masodik legnagyobb ajanlat 6sszegét
kell kifizetnie.

9. Tétel. Vickrey-aukcid esetén az i. jdtékos eqyetlen optimdlis stratégidja, ha az i. jdtékos
licitjének értéke megegyezik az dru értékével az i. szdmdra, azaz az optimdlis stratégia az
igazmondds.

Bizonyitas: Legyen az . jatékos szaméra az aru értéke v;, az érte adott ajanlat pedig b;,
tovabbéa jeldlje z a tobbi jatékos licitjel koziil a maximalis Osszeget. Azt kell belatni, hogy
b; = v;, feltessziik, hogy ez nem igaz.
(a) Legyen v; < b;, azaz felill licitalja az arut:
— ha z < v;, akkor v;-t és b;-t ajanlva is nyer.
— ha b; < z, akkor ugyantigy veszit, mintha v;-t mondana.
— ha v; < z < b;, akkor b;-t ajanlva megnyeri a licitet, de a haszna v; — z < 0,
mig ha v;-t mond, nem lenne vesztesége.
(b) Legyen b; < v;, azaz alul licitalja az arut:
— ha v; < z, akkor akar b;-t, akir v;-t mond, veszit.
— ha z < b;, akkor v;-t és b;-t ajanlva is nyer.
— ha b; < z < v;, akkor v;-t ajanlva nyer, és ekkor a haszna v; — z > 0, mig b;
esetén elvesziti a licitet, tehat 0 a haszna.
A fentiekbdl latszik, ha b; # v;, akkor a v; ajanlattal jobban jarna, tehat az optimaélis
stratégia b; = v;.
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Erdekes jaték a dolldrdverééﬂ ahol 1 dollart arvereznek el 1 cent kikialtési arrél indulva.
Az nyeri a licitet, aki a legtobbet ajanlja, de nemcsak a gy6ztesnek kell fizetni, hanem aki
az utolsé el6tti licitet mondta, az is kifizeti, amit ajanlott, de nem kap semmit. Martin
Shubik (1971) megfigyelései alapjan altalaban 3,4 dollarért kelt el 1 dollar. Minél nagyobb
a tarsasag, annal nagyobb eséllyel mennek bele a magasabb licitbe, de altalaban két em-
ber marad, akik egymasra licitalnak. Tobbszor is addig folyt a licit, mig az egyik licitalo
az Osszes pénzét felajanlotta. Laboratoriumi koriilmények kozott is hasonld eredményre
vezettek a kisérletek. Az ilyen tipust szituaciok a gazdaséagi életben (pl. Concorde-csapda),
politikdban (pl. fegyverkezési verseny) és a természetben is megfigyelheték. Az allatvilag-
ban hasonl6 helyzet az tgynevezett pozolds, amit azt jelenti, hogy a két rivélis fenyegets
pozba &ll, és Ggy néz szembe egyméssal, ahelyett, hogy verekednének. Itt a befektetett idd,
amit mindkét "jatékos" elveszit, és csak az szerzi meg a jutalmat (téplalékot, ngstényt), aki
késébb adja fel. Sok esetben véletlen stratégiat alkalmaznak ilyen szituicidban az allatok,
ami annak felel meg, mintha kevert stratégiaval jatszananak.

2Mérs Laszlo Mindenki mdsképp egyforma cimi kdnyvében is szerepel ez a jaték
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