Optimalis stratégia tétele (bizonyitassal)

Definicio: Az X*, Y* egyensiilyi helyzet, ha XAY™* < X*AY* < X*AY, barmely
X, Y stratégiara. Ekkor az X *-ot az els6, Y *-ot pedig a masodik jatékos optimdlis
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Tétel: (Optimalis stratégia tétele) Legyen az A = (a;;) egy m X n-es matrixjaték
kifizetési métrixa, és legyen a jaték értéke v.
(1) Az X* az els6 jatékos optimalis stratégiaja <= v < X*A,;, j=1,2,...,n.
(2) Az Y™ amasodik jatékos optimalis stratégidja <= A;. Y* <wv,i=1,2,...,m.
Bizonyitas: Az (1) allitast bizonyitjuk, a (2) 4allitas bizonyitasa hasonlo.
Mivel v = X*AY™ definici6é szerint, igy a ,,=” irdny (sziikségesség) kovetkezik az
Bizonyitsuk az <" irdnyt (elegenddséget). Induljunk ki abbol, hogy
v< X*A,, j=1,....n (1)
teljesiil, be kell latnunk, hogy ekkor X* optimélis stratégia.
Legyen (X°,Y?) a jaték egy optimalis megoldasa (egyensiilyi helyzete). Ez azt
jelenti, hogy
XAY? < X%AY° < x%AY (2)
barmely X, Y stratégiara. Bebizonyitjuk, hogy (X*,Y") is optimalis megoldésa az
adott méatrixjatéknak.
Legyen Y = (y1, ..., y,) a méasodik jatékos tetsz6leges kevert stratégiaja. Szorozzuk
be az (1) egyenl6tlenséget y;-vel minden j-re, majd Osszegezziikk. (Megjegyezziik,
hogy mivel Y egy kevert sratégia, igy Z?zl y; = 1). Ekkor a kévetkezdt kapjuk:

v=> vy <> X Ay = XTAY. (3)

Specidlisan a (3) egyenlStlenségben Y helyébe Y-t helyettesitve:
v< X*AY?Y. (4)

Az egyensilyi helyzet (= optimalis megoldés) definiciojabol kovetkezik, hogy (2)
alapjan

X*AY? < X0AY° = o, (5)
(4)-bol és (5)-bdl kapjuk, hogy
X*AY? = X0AY°? = . (6)

(2),(6) és (3) alapjan XAY? < X0AY? = X*AY? = v < X*AY, igy:
XAY? < X*AY° < X*AY

teljesiil barmely X, Y stratégara, azaz X™* az els§ jatékos optimalis stratégiaja.
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