3 x 3-as matrixjatékok megoldésa

Legyen az A = (a;;) egy m x n-es matrixjaték kifizetési matrixa, és legyen a jaték
értéke v.
Tiszta vs kevert tétel kovetkezménye: Legyen X az elsé jatékos, Y a masodik jatékos
optimalis stratégiaja.

(1) Ha X i. komponensére z; > 0, akkor A;.Y = v.

(2) Ha Y j. komponensére y; > 0, akkor X A.; = v.

Optimdlis stratégia tétele:
(1) Az X az elss jatékos optimalis stratégidja <= v < XA, j=1,2,...,n.
(2) AzY amasodik jatékos optimalis stratégidja <= A, Y <wv,i=1,2,...,m.

A megoldas menete

1. lépés: Nyeregpontot keresiink. Ha van, akkor megoldottuk a feladatot. Ha
nincs, akkor a jaték értéke az also és felsG érték kozott lesz, folytatjuk a 2. 1épésnél.

2. lépés: Dominalt sorokat illetve oszlopokat keresiink. Ha talalunk, akkor a 4.
lépésnél folytatjuk a megoldast.

3. 1épés: Ha nem talaltunk elhagyhat6 sort vagy oszlopot, akkor azt nézziik meg,
hogy lehetséges-e, hogy mind az elsG, mind a masodik jatékos optimalis megoldasa-
nak mind a harom komponense pozitiv legyen. Ekkor alkalmazhatjuk a Tiszta vs.
kevert tétel kovetkezményét. Tovabba mivel az x;-k és az y;-k valészintségek, igy

Z?:l T = Z?Zl y; = 1 teljesiil.
(a) Mivel feltettiik, hogy 1 > 0, 2 > 0, x5 > 0 a Tiszta vs. kevert tétel kovetkez-

ményét felhasznalva a kovetkezot kapjuk a masodik jatékos Y optimalis stratégia-
jara.

a11 aiz2 ais Y1 v
Q21 Q22 (23 Y2 = v
asz; agz ass3 Ys v

Elvégezve a beszorzast, valamint az y;-kre, mint valdszintiségekre vonatkozo felté-
teleket hozzavéve, a kovetkez6 egyenletrendszert kapjuk:

a11y1 + a12y2 + ai3ys =v
a21Y1 + a22y2 + az3ys = (1)
as1y1 + as2y2 + assys =v

ity tys=1
y1>0y2>0y3>0
Ezt az egyenletrendszert kell megoldani hogy megkapjuk a masodik jatékos optiméa-
lis megoldésat. Az y; > 0,y2 > 0,y3 > 0 feltételt elhagyjuk, a végén ellendrizziik le
majd, hogy az egyenletek megoldéasai teljesitik-e. Az egyenletrendszer igy 4 egyenle-
tet és 4 ismeretlen tartalmaz (y1, y2,ys,v). Az egyenletek és az ismeretlenek szamat
is 1-gyel csokkenthetjiik azaltal, hogy az els6 egyenletbdl kivonjuk a méasodikat, a
mésodikbdl pedig a harmadikat:

(@11 — a21)y1 + (a12 — a22)y2 + (@13 —azs)ys =0
(a21 — az1)y1 + (a2 — as2)y2 + (@23 —asz)ys =0
n+y2+ys =1
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Vezessiik be a kovetkezs jeloléseket:

ki =a11 —aa ka=a12 —ax k3=a3— a3
ks =ag1 —az1 ks =aze —azx ke = a3 — as3

A most bevezetett jelolésekkel az egyenletrendszer a kévetkezd lesz:

Eiyr + kayo + ksys =0
kayr + ksy2 + keys =0 (2)
yit+y2+ys =1

Ezt az egyenletrendszert legegyszertibb a Cramer-szabaly alapjan megoldani:

ki ke ks ko ks ki ks ki ko
D=1k ks ke | =] 0 0= gk ks k
1 1 1 5 6 4 6 4 5
0 ky ks
0 ki5 k’6 k2 k?g
1 1 1 ks ke
Y1 - D - D
ki 0 ks
ks 0 kg ki ks
1 1 1 ky kg
Y2 = D =- D
ki ko O
ky ks O ki ko
1 1 1 ky ks
Y3 = D = D

Az eddigi szamolast célszertd az (1) egyenletrendszer bévitett matrixan elvégezni.
(Bovitett matrixot ugy kapjuk, hogy az egyenletrendszer méatrixadhoz hozzairjuk
utolsd oszlopként a jobboldali konstansok oszlopat.) Kivonjuk az els6 sorbol a
masodik sort, a masodikb6l a harmadikat:

Zu 212 213 } Z ki ks ks | O
21 G22 G23 | ki ks ke | O

asi asp asz | v 111 |1
1 1 1 |1

Az utobbi métrixbol mar kiszamithaté konnyebben y1, y2, y3. Ellendrizziik az y; >
0,y2 > 0,y3 > 0 feltételeket, ha nem tejesiilnek a 4. lépésnél folytatjuk. Ha
teljesiilnek az egyenl6tlenségek a jaték értéke is kiszamithato az (1) els6 harom
egyenlete koziil valamelyikbe az y1, y2, y3 helyettesitésével.

(b) A maésodik jatékos optiméalis megoldasdhoz hasonloan kaphaté meg az elss
jatékos optimaélis megoldasa. Mivel y1 > 0, yo > 0, y3 > 0 a Tiszta vs. kevert tétel
kovetkezményét felhasznalva a kovetkezot kapjuk az els6 jatékos X = (x1,x2,x3)
optimalis stratégiajara.

a1 aiz2 ais
(56171”2, 173) Ga21 Q22 Aa23 = (U,U,U)~
as; agz ass3



Elvégezve a beszorzast, valamint az x;-kre, mint valoszintiségekre vonatkozo felté-
teleket hozzavéve, a kovetkez6 egyenletrendszert kapjuk:

a11T1 + a21T2 +az1r3 =0
a12T1 + A22T2 + A32T3 =V (3)
a13%1 + a23x2 + azzxy =0

1’1+1’2+£L’3:1

1 >0x29>023>0
A masodik egyenletbdl kivonjuk a harmadikat, az els6bgsl a masodikat:
(a11 — a12)71 + (@21 — ag2)z2 + (az1 —azz)rs =0

(@12 — a13)x1 + (a22 — as3)x2 + (aze —asgs)rs =0 (4)
r1+2x2+2x3 =

Legyen
Ui =a11 —ai2, ly=a —ax {3=az —as
ly=a12 —a13 U5 =ax —axz ls=az —asz
Ezzel a jeloléssel a (4) egyenletrendszerbdl a kovetkezst kapjuk:
lixy + loxg + l3x3 =0

64’151 + 651‘2 + 661‘3 =0.
I + T2 + xIs = ].

A Cramer-szabaly alapjan megkapjuk az x1, zo, x3 ismeretleneket:
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Megjegyezziik, hogy a masodik jatékos optimalis stratégiajanak kiszamitasakor is
D-vel jeloltiik az egylitthaté matrix determinansat, de ez nem véletlen, a két de-
terminans értéke megegyezik.

Ha a maéasodik jatékos optimélis stratégianak kiszamolasahoz hasonléan bdévitett
matrix segitségével szeretnénk megkapni az x;-ket, akkor tekintsiik a (3) egyenlet-
rendszert. Latszik, hogy itt az egyenletrendszer méatrixa nem a Kkifizetési méatrix,



hanem annak transzponéaltja. Kivonva az elsé sorbél a méasodik sort, a masodikbol
a harmadikat, olyan matrixot kapunk, amibél az x1, x2, x3 konnyebben szamithato:

air az az | v bl fs | 0

12 Q22 A32 | = 64 £5 €6 ‘ 0
a1z az3 ass | 11 1 ] 1
11 1 |

_= e

4. lépés: Foglalkozzunk most azzal az esettel, amikor a 3 x 3-as matrixjaték
megoldasa helyettesithets, egy kisebb matrixjaték megoldasaval.

(a) Ha a 2. lépésben a dominélas miatt egy vagy t6bb sort vagy oszlopot toriiltiink
a jaték matrixabol, akkor 2 x 3-as, 3 x 2-es illetve 2 x 2-es matrixjatékként oldhatjuk
meg a 3 X 3-as matrixjatékot.

(b) A 3. lépésben kidertilhet, hogy nincs olyan megoldasa, ahol az els6 és a masodik
jatékos optimélis megoldésanak valamennyi komponense pozitiv, példaul az opti-
malis megoldésok kiszamitasakor olyan szamokat kaptunk, amelyek nem lehetnek
valészintiségek. Ekkor legalabb egy stratégiat 0 valészintiséggel jatszanak, tehat a
3 x 3-as matrixjatékot vissza lehet vezetni kisebb jatékra.

Nézhetjiik sorra a lehetséges 2 x 3-as (vagy 3 x 2-es) feladatokat. Megnézhetjiik az
adott 3 x 3-as matrix 9 db 2 x 2 részmétrixdnak megoldéasat is. Ha nyeregpontot
taldlunk, az biztos nem j6 megoldas, mert az az eredeti jatéknak is nyeregpontja
lenne, ami az 1. 1épésben kideriilt volna.

Ugy tudjuk ellenérizni, hogy egy kisebb matrixjaték megoldasaval az eredeti 3 x 3-
as matrixjaték optimalis megoldésahoz jutottunk, hogy mind az els6, mind a méso-
dik jatékosra nézve a kapott megoldasoknak teljesiteni kell az Optimalis stratégia
tétele feltételeit a 3 x 3-as matrixjatékra nézve.



