VEKTORTEREK II.
LINEARIS FUGGETLENSEG, BAZIS, DIMENZIO

2004. november 8.

IRODALOM

A fogalmakat, definiciékat illetGen két forrdasra tamaszkodhatnak: ezek egyrészt elhang-
zanak az el6adason, masrészt megtaldljak a jegyzetben:

Szab6 Laszlo: Bevezetés a linedris algebrdaba, Polygon Kiadd, Szeged, 2003,

7.fejezet (Linedrisan fliggetlen és fiiggd vektorrendszerek);

8. fejezet (Véges dimenzids vektorterek);

tovabbi ajanlott irodalom: (1d. fénymasolval)
Freud Robert: Linedris algebra, ELTE Eotvos Kiadd, Budapest, 1996.
4.fejezet (Vektorterek),

4.szakasz (Linedris fliggetlenség): 4.4.1.-4.4.8., 4.4.10., 4.4.12/a;
5.szakasz (Bézis): 4.5.1., 4.5.5., 4.5.7.-4.5.9.;

6.szakasz (Dimenzid): 4.6.3., 4.6.5.;

7.szakasz (Koordinatdk): 4.7.1., 4.7.5./a;

TOVABBI AJANLOTT FELADATOK

Linearis fiiggetlenség.

1. Feladat. Allapitsa meg, hogy a kovetkezo vektorrendszerek linearisan fiiggetlenek-e
az R3 vektortérben:

(a> A= {(05170)};

(b) B = {(Oa 170)7 (1707 1)};

(C) C= {(17_17 )7 (_17170)};

(d) D= {(LLI)’ (071?0)7 (17071)};

(e) E={(1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)};

(fy F={(1,1,1), (1,1,0), (1,0,1)};

(g) G = {(LO?O)? <O7170)7 (171;1)};

(h) H={(1,1,1), (0,1,0), (0,0,1)}.

(k) K = {(=1,0,0), (0,—1,0), (1,1,1), (0,0, —1)}.

2. Feladat. Legyen u= (5, —4), v = (z, 9), w = (3, y). Adjuk meg z-et és y-t ugy,
hogy u, v linedrisan fliggetlen, u, w viszont linearisan fiiggd vektorrendszer legyen.

3. Feladat. Dontse el, hogy linedrisan fiiggd vagy fiiggetlen az aldbbi vektorrendszer
R*-ben:

v =(2,1,-1,3), vo = (=5,-2,4,-3), vs = (7,3,-5,6), vy = (—-1,—1,—1,—6).
4. Feladat. Mutassa meg, hogy R3-ban az {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1),(1,1,1)} vek-

torrendszer linearisan fliggd, de a rendszer barmely harom vektora linedrisan fiiggetlen.
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5. Feladat. Allapitsa meg, hogy a kovetkezo vektorrendszerek linedrisan fiiggetlenek-e
a valés polinomok R[z] vektorterében:

(a) {L Z, xQ};

6. Feladat. A valds fiiggvények vektorterében (RR) vizsgalja meg az aldbbi vektor-
rendszerek linearis fiiggoségét:

(a) {2, sinz, cosz};

(b) {1, sin?z, cos® x};

(c¢) {z, sinz, cosz};

(d) {sinz, sin2zx, sin3z};

(e) {1, e*, €2*}.
Megoldas. Megvizsgaljuk, hogy a vektorok mely linearis kombindciéja allitja el6 a 0
vektort! Ha csak a trivialis, akkor linearisan fiiggetlen, ha mas is, akkor linearisan
fiiggd a vektorrendszer. Azt persze tudjuk, hogy ebben a vektortérben a zérusvektor
(az Osszeadds egységeleme) az azonosan 0 fiiggvény, azaz az R — R, = +— 0 leképezés.

(b) A jél ismert sin?z + cos? z = 1 azonossagot kicsit dtrendezve kapjuk: —1 +
sin?z 4+ cos?z = 0, tehdt \; = —1, Ay = \3 = 1 vélasztdssal eléllitottuk a 0-t,
igy ez a vektorrendszer linarisan fiiggo.

(c) Tegyiik 6], hogy valamely A1, A2, A3 € R skaldrokra:

MZ+ Agsinz + Azcosx =0
ami azt jelenti, hogy
VereR: MNx+ Agsinx + Azcosx=0.
Legyen pl. x = 0, ezt behelyettesitve
A0+ A0+ A31 =0,
amibdl azonnal kapjuk, hogy A3 = 0; Az = = 7 helyettesitésre
AT+ A0+ A3(—1) =0,

és mivel A3 = 0, ezért ebbdl kapjuk, hogy A7 = 0, tehat Ay = 0. Végiill x = Z-re
kapjuk, hogy
Alg F Al 4+ 230=0,

mivel méar kordbban kideriilt, hogy Ay = A3 = 0, ezért A\21 = 0, ami csak ugy
lehet, ha Ay = 0.

fgy csak a trividlis linedris kombindcié adja a 0-t, vagyis (a definicié szerint)
linedrisan fiiggetlen vektorrendszert alkotnak.
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7. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha az R halmazt a racionalis szamtest folotti vektor-
térnek tekintjiik, akkor az 1 és = vektorok pontosan akkor linearisan fiiggetlenek, ha x
irracionalis.

8. Feladat. A k skaldr mely értékeire lesz az
(a) {(1+k,1—k), (1—k1+k)}CR?
(b) {(k,1,0), (1,k,1), (0,1,k)} C R3;

(¢) {(k,1,0), (1,k,1), (0,1,k)} C Q%

vektorrendszer linearisan (Ossze)fiiggd 7

9. Feladat.

(a) A k,l skaldrok mely értékeire lesznek az R2-beli (1, k) és (1,1) vektorok linedrisan
tiiggok?
(b) A k,l,m skaldrok mely értékeire lesznek az R3-beli

(1,k, k), (1,1,1%) és (1,m,m?)

vektorok linearisan fiiggék?
(c) Fogalmazzuk meg és bizonyitsuk be az (a) és (b) altaldnositdsat R™-re.

10. Feladat. Legyenek u, v és w linedrisan fiiggetlen vektorok valamely vektortérben.
Mit mondhatunk az alabbi vektorrendszerek linedrisan fiiggetlenségérol:

(a) u+v, v4+w, w+u;

(b) u+v, u—v, u-—2v+w;

(¢) u+2v, wu+22w, —2v-+w;

(d) u+3v+2w, 2u+w, u-—2v+w.

Megoldds. (b) Azt kell megvizsgalni, hogy az u + v, u — v, u — 2v + w vektorrendszer
mely linearis kombinéciéja allitja el6 a 0 vektort:

)\1(U—|—’U) +)\2(u—v) —|—)\3(u— 2v—|—w) = ()\1 —|—)\2 +)\3)u—|— ()\1 — )\2 — 2)\3)11—1—)\311) = Q
Mivel az {u,v,w} vektorrendszerrél tudjuk, hogy linedrisan fiiggetlen, ezért tudjuk,
hogy csak a trividlis linedris kombinacidéjuk ad 0 -t. Igy az aldbbi egyenletrendszert

kapjuk:

)\1+)\2+)\3:O
Al — Ao —2X3=0
A3 =0

amelyb6l \y = Ay = A3 = 0, tehat az {u + v, v — v, u— 2v + w} vektorrendszer (is)
linedrisan fiiggetlen.

11. Feladat. Linedrisan fiiggetlenek-e az

k
ukzg Vi, k=1,2,...,n
i=1

vektorok, feltéve, hogy a wvq,...,v, vektorok linedrisan fiiggetlenek?
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12. Feladat. Legyen V tetszéleges R f616tti vektortér és tegyiik fel, hogy {v1,... ,vx}
linedrisan fliggetlen vektorrendszer V-ben; tovabba legyen v = Zle Aiv;, ahol \; € R
minden ¢ = 1,2,. .., k-ra. Bizonyitsa be, hogy a {v —wv1,v—va,... ,v— vy} vektorrend-
szer akkor, és csak akkor linedrisan fiiggetlen, ha Zle A # 1.

Bazis, dimenzid, koordinatak.

13. Feladat. Allapitsa meg, hogy a kovetkez6 vektorrendszerek bézist alkotnak-e az
R3 vektortérben:

(a) (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1);

(b) (1,1,1),(1,1,2),(1,2,3);

(C) (271a_3>)7( 727_5)7(17_171);

(d) (171,2)>(17275)7(57374)3

(e) (1,2,0),(0,1,-1),(2,0,1);

(f) (1,2,3),(1,0,-1),(0,2,4)
Ha igen, akkor hatirozza meg az

( ) (57 _97 12)a
(2) (a,b,c) (a,b,ceR)

vektor koordinatait a szébanforgd bazisban.

14. Feladat. Mutassa meg, hogy az aldbbi halmazok az R* vektortérnek alterei, és
hatarozza meg a dimenzidjukat:

(a> S = {(x17x27x37$4): T =3 = 0}7

(b) T = {(.’111,272,5173,374): Tl = 2$2, T3 =21+ xQ}a

(¢c) U={(x1,22,23,24): 1 = 3x2 + 3, x4 = 0}.
Megoldds. (b) Az R* vektortér valamely (z1, z2, 3, 74) vektora tehdt pontosan akkor

van benne a T részhalmazban, ha 1 = 2z5, x3 = x1 + 9, azaz ha r1 = 2z5, x3 = 3x5.
Ezek szerint:

T

x17x27x37x4) T :2‘,1727 x3:ﬂ71+x2}

{(
{(x1, 22,23, 24): T1 = 2x9, T3 = 32}
{(2x2, w2,3x9,24): T2, x4 € R}

= {(2x9,x2,322,0) + (0,0,0,24): x2, x4 € R}
= {22(2,1,3,0) + 24(0,0,0,1): zo, 74 € R}

amibdl latszik, hogy T pontosan az (2,1, 3,0) és (0,0,0, 1) vektorok linearis kombindaci-
6ibdl all, tehat T nem maés, mint a (2,1, 3,0) és (0,0,0, 1) vektorok altal generalt altér.
Ezzel egyrészt belattuk, hogy T' altér, mésrészt a két generdlé vektor nyilvan (1) li-
nearisan fliggetlen, igy ez a két vektor T' egy bazisat alkotja. Dimenzidja pedig nem
mas, mint a bazisai (k6z0s) elemszama; kideriilt, hogy T-nek van kételemi bézisa, tehat
dimT = 2.

15. Feladat. Hatdrozza meg az x4, ... ,,, vektorok altal kifeszitett (R*-beli illetve
R-beli) altér egy bazisat és dimenziéjat, ha:
(a) 21 =(2,1,3,1), 22 = (1,2,1,0), z3 = (—1,1, -3, 0)
(b) 1 = (2,0,1,3,—-1), zo = (1, 1,0 -1,1), z3 = (0,—-2,1,5,-3), x4 =
(17 _37 2; 97 _5)7

(C) 1 = (27 1737 _1)7 T2 = <_17 1; _37 1)7 T3 = (475737 _1)7 Ty = (1757 _37 1)
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16. Feladat. Allapitsa meg, hogy a kovetkez6 vektorrendszerek bézist alkotnak-e a
legfeljebb mésodfoku polinomok Rg[x] vektorterében:

(a) 1, z, z*;

(b) 1, 14+, 1+z+2?;

() x,1+z, 1+2%;

(d 1, 1—m2, 1—22.

(e) 22 +z, 22—z, x+1
Ha igen, akkor hatarozza meg az

(1) —2% + 2z + 3;

(2) az® + bx + ¢

vektor koordinatéit a szébanforgd bazisban.

Megoldads. Mintaként megvizsgaljuk a (b)-beli vektorrendszert.
1. megoldés: Azt kell megmutatni, hogy az 1, 1+ x, 1+ = + 22 polinomok linedrisan
fiiggetlenek és generdljdk Rs[z]-et. Legyen

a-1+b-(1+2)+c-(I+x+2?)=(a+b+c)+ (b+c)x+ca® =0 (azéruspolinom!).

Ez pontosan akkor teljestil, ha

a+b+c=0,
b+c=0,
c=0.
Ennek az egyenletrendszernek az egyetlen megolddsa az a = b = ¢ = 0, tehat az

1, 1+, 1+ x+ 22 polinomok linedrisan fiiggetlenek (hiszen csak a trividlis linedris
kombinécidjuk allitja el6 a 0 polinomot).

Legyen ex? + fx + g az R3[x] tetszbleges eleme. Keressiink olyan a, b, c € R egyiittha-
tokat, melyekre

a-1+b-(1+2)+c-(1+x+2%) =ex®+ fz+g.

Ez pontosan akkor teljestil, ha

a+b+c=ce,
btc= 1,
c=g.

Ennek az egyenletrendszernek egy (és egyetlen) megolddsaa=e— f, b= f—g, c=g,
tehat az 1, 1+, 1+ x + 22 polinomok generaljak Rs[z]-t.

2. megoldas:

Mivel az 1, z, 22 polinomok egy bazisat alkotjdk Rs[z]-nek, ezért dim R3[x] = 3, tovabbd
ha egy linedrisan fliggetlen vektorrendszerharom elemt, akkor bazis (8.5. Tétel). Tehat
elegendé megmutatni, hogy az 1,1+ x,1 4+ x + 22 polinomok linedrisan fiiggetlenek.

3. megoldas:
Mivel tudjuk, hogy dimRg[z] = 3, tovdbbad ha egy generdtorrendszer harom elemii,

akkor bazis. Tehat elegendé megmutatni, hogy az 1, 142, 1+z+22 polinomok generéljik
Rg [.’B]—t
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17. Feladat. Hatarozza meg az u vektor koordinatait az vy, ve, v3, v4 bazisban:
(a) u=1(1,2,1,1),
v =(1,1,1,1), v =(1,1,-1,-1), v = (1,-1,1,-1), vy = (1,—-1,—1,1);
(b) w=(0,0,0,1),
v =(1,1,0,1), vo = (2,1,3,1), v3 = (1,1,0,0), vy = (0,1, -1, —1).

18. Feladat. Az a valds paraméter mely értékeire alkotnak az (a,1 — a,a), (2a,2a —
1,a+2) és (—2a, a, —a) vektorok az R® vektortérben bazist?

19. Feladat. Bizonyitsa be, hogy az R* vektortérben az S = {(a, b, c,d): b+c+d =0}
és T ={(a,b,c,d): a+b=0, ¢c=2d} részhalmazok alteret alkotnak. Adjon meg az
S, T és SNT alterekben egy-egy bézist és hatarozza meg a dimenzidjukat.

20. Feladat. Adjamegaz z1,...,2, ésaz yi,...,ymn vektorok altal kifeszitett R*-

beli alterek Osszegének és metszetének egy-egy bazisat és hatarozza meg a dimenzidjat:
(a) 1 =(1,2,1,0), 2o = (—1,1,1,1), y1 = (2,-1,0,1), yo = (1,—1,3,7);

(b) 1 =(1,2,-1,-2), zo = (3,1,1,1), z3 = (—1,0,1,—1),

y1 = (2,5,—6,-5), y2 = (—1,2,-7,-3);

(C) T = (1, 1, 0, O), To = (1, 0, 1, 1), Y1 = (O, 0, 1, 1), Y2 = (O, 1, 1, 0)

21. Feladat. A legfeljebb harmadfokd valds egyiitthatés polinomok R feletti Ry[x]
vektorterében a kovetkezo vektorrendszerek koziil melyek alkotnak bazist?

(a) {1,z,2% 23},

(b) {1+ 2,1 —x,22 323},

(c) {1,z + 22,23},

(d) {1+z+2%1+2+22% 1+ 2+ 322 23},

(e) {1 +z 24?2 + 27, 2% + 1},

f) {1,z,2%2 + 23,1+ 2+ 22+ 23}

22. Feladat. Legyen X = {(z1,22,...,2,) € R": 21 + 23+ --- 4+ z, = 0}. Mutassa
meg, hogy az

u; = (1,-1,0,...,0), ue = (1,0,—1,...,0), ... , up—1 = (1,0,0,...,—-1)
vektorok bazist alkotnak X-ben.

23. Feladat. Hany dimenzids a legfeljebb negyedfoki polinomok vektorterének azon
altere, mely tartalmazza az 6sszes olyan p legfeljebb negyedfoki polinomot, amire p(1) =

p(0)?

24. Feladat. Legyen E = {(1,1,0,0,1),(1,1,0,1,1),(0,1,1,1,1),(2,1,—1,0,1)}, és
U az E altal generdlt altér R5-ben. Keressiink olyan F' C E linedrisan fiiggetlen rész-
rendszert, amelyre [F] = U.

25. Feladat. Legyen X = {23 23 — 22,23 + 22,23 — 1}, és U = [X], az X 4tal
generalt altér Ry[z]-ben. Keressiink olyan Y C X linedrisan fiiggetlen részrendszert,
amelyre [Y] =U.

26. Feladat. Mutassa meg, hogy az X = {22, 1 + 2%} vektorrendszer linesrisan fiig-
getlen Rs[z]-ben. Generatorrendszere-e X az Rs[z]-nek?. Ha nem, akkor bévitse gene-
ratorrendszerré (azaz keressen olyan Y halmazt, amelyre X C Y és [Y] = R3[z].)
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27. Feladat. Legyen S az R* vektortér (1,-1,2,3), (1,0,1,0) és (3,—2,5,7) vekto-
rokkal generalt altere. Adjuk meg S-nek egy olyan bazisat, amelynek egyik eleme az
(1,1,0,—1) vektor.

28. Feladat. Bdvitse R? bazisava a
(a) {(1, —-1,1, —1), (1, 1,—1, 1)};
(b) {(27 L, -1, 2)7 (27 3, -2, 1)7 (4; 2,—1, 3)};

linearisan fiiggetlen vektorrendszereket.

29. Feladat.

(1) Keressen R*-ben két olyan bazist, melyeknek két kozos eleme (0,0,1,1) és
(1,1,0,0).

(2) Adjon meg R*-ben két bézist gy, hogy az egyik tartalmazza az (1,0,0,0) és
(1,1,0,0) vektorokat, a mésik tartalmazza az (1,1,1,0) és (1,1, 1, 1) vektorokat,
kozos elemiik viszont ne legyen.

Véges dimenzios vektorterek.

30. Feladat. Legyen V vektortér, X,Y alterek V-ben. Tegyiik fel, hogy dimV =
10, dim X =8 és dimY = 9. Melyek dim(X NY") lehetséges értékei?

31. Feladat. A V vektortér két alterének, Vi-nek és V5-nek a nullvektor az egyetlen
kozos eleme. Bizonyitsa be, hogy ekkor dim Vi+ dim V5 < dim V.

32. Feladat. Meg lehet-e adni egy 99 dimenzids vektortérben két 50 dimenzids alteret
ugy, hogy csak a nullvektor a k6zos elemiik?

33. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e a kovetkezo allitdsok:

(a) Ha egy V vektortérben vy, ve, ..., v, egy bézis, akkor van olyan v eleme V-nek,
hogy vy, ve,...,v,, v linedrisan fiiggok.

(b) Ha egy V vektortérnek nincs 5 elemii generatorrendszere és nincs benne 3 elemi
linearisan fiiggetlen vektorrendszer, akkor a V vektortér dimenziéja 4.

(c) Ha egy V vektortérben vy, vs,...,v, egy bazis, akkor van olyan v eleme V-nek,
hogy vy, va,...,v,, v nem generalja V-t.

(d) Ha egy V vektortérnek nincs 5 elemii generatorrendszere, akkor a V vektortér
dimenzidja kisebb, mint 5.

(e) Ha az x1, w9, 3,4 vektorok linedrisan fliggetlenek egy V' vektortérben, és
x1, X9, X3, T4, Ts linedrisan fliggék, akkor {x1,z9, 3, x4} egy bazisa V-nek.

(f) Egy 5 dimenziés vektortérben nincs 6-elemil linedrisan fliggetlen vektorrendszer.

(g) Ha egy vektortérben van 4-elemii linearisan fiiggetlen vektorrendszer és van 6-
elemii generatorrendszer, akkor a vektortér 5 dimenzios.

(h) Egy generdtorrendszer nem lehet valédi részhalmaza egy linedrisan fiiggetlen
vektorrendszernek.

(i) Ha egy linedrisan fiiggetlen vektorrendszerhez a vektortér barmely elemét hoz-
zévéve linedrisan fiiggd vektorrendszert kapunk, akkor ez a vektorrendszer
generatorrendszere a vektortérnek.

(j) Ha {z1,x2, 23,24} generdtorrendszere egy V vektortérnek, és {zi,xs,x3} nem
generdtorrendszer, akkor {1, xs, z3, x4} egy bazisa V-nek.

(k) Egy 5 dimenzids vektortérben nincs 4-elemti linearisan fiiggetlen vektorrendszer.
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Egy maximdlis linearisan fliggetlen vektorrendszerelemeinek linearis kombinaci-
ojaként a vektortér minden eleme el6all.

Egy 5 dimenziés vektortérben nincs 4-elemii generatorrendszer.

Ha egy vektortérben van 8-elemi linearisan fiiggetlen vektorrendszerés van 8-
elemii generatorrendszer, akkor a vektortér 8 dimenzios.

Ha egy bézis valamely elemét elhagyom, akkor a kapott vektorrendszer linearisan
fiiggetlen.

Egy 5 dimenziés vektortérben nincs 7-elemii generatorrendszer.

Ha egy generatorrendszer valamely elemét elhagyjuk, és az igy kapott vektor-
rendszer linearisan fiiggetlen, akkor a kapott vektorrendszer bazisa a vektortér-
nek.

Megoldas.

(a)

(b)

Ha vy, v9,...,v, egy bazisa V-nek, akkor a 8.2. Tétel szerint vy, v, ..., v, ma-
ximdlis linedrisan fliggetlen vektorrendszer is, igy a vektortér barmely elemét
hozzavéve fiiggové valik. Tehat az allitas igaz.

Minden olyan vektorrendszer, amely tartalmaz egy generatorrendszert, maga
is generatorrendszer, tehat ha nincs 5 eleml generatorrendszer, akkor nincs 5-
nél kevesebb elemili sem. Azaz minden generatorrendszer, és igy minden bazis
elemszama nagyobb, mint 5. Masrészt a 7.3. Tétel szerint egy linedrisan fiigget-
len vektorrendszer minden részrendszere is linedrisan fiiggetlen, azaz ha nincs 3
elemi linearisan fliggetlen vektorrendszer, akkor 3-nal tobb elemi sincs. Azaz
minden linedrisan fliggetlen vektorrendszer és igy minden bazis elemszama ki-
sebb, mint 3. Azt kaptuk, hogy az allitdsunk egy olyan implikéacié, amelynek
els6 tagja minden vektortérben hamis (hiszen egy bézis elemszdma nem lehet
egyszerre nagyobb, mint 5, és kisebb, mint 3), tehat az allitas igaz.

Minden olyan vektorrendszer, amely tartalmaz egy generatorrendszert, maga is
generatorrendszer, tehat az allitds hamis.

Az &llitds hamis, példdul ha V = R® és x; = (1,0,0,0,0), 2o = (0,1,0,0,0),
z3 = (0,0,1,0,0), z4 = (0,0,0,1,0), x5 = x1, akkor z1,zo,x3, x4 linedrisan
fiiggetlen, és x1,x9, w3, x4, x5 linedrisan fiiggd, de persze {x1,z9,x3, x4} nem
béazisa V-nek, mivel R® minden bézisa 5 elemfi.



