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2 1. FEJEZET. FELADATOK

1.1. Matematikai logika: Az itéletkalkulus elemei

Kidolgozott feladat. Legyenek a primitéletek:

A: Az dregsamdn korai taborverést rendel el.”,
B: A fékopjds kéveti dket.”,
C: Az oregsaman a nyargaldk védelmére szorul.”

Formalizaljuk a kovetkezd allitast a primitéletek felhasznaldsaval:

Az éregsamdn pontosan akkor rendel el korai taborverést, ha a fékopjds koveti ket és
az dregsdmdn nem szorul a nyargalok védelmére.

Megoldas. Vizsgiljuk a primitéletek kozotti kotGszavakat, a ,,pontosan akkor, ha” kotGszo ek-
vivalenciat jeldl, az ,¢s” konjunkciot, a ,nem” negaciot. Igy az allitas formalizaltja:

A (BA(0Q)).

1.1.1. Feladat. Formalizaljuk az alabbi allitasokat az
A: Sit a nap.”, B: ,Kimegyek az uszoddba.”, C: ,Hamburgert ebédelek.”
primitéletek felhasznalasaval:
(a) Kimegyek az uszoddba, vagy hamburgert ebédelek.
(b) Kimegyek az uszoddba, de nem ebédelek hamburgert.

)
(c) Nem siit a nap.
(d) Ha kimegyek az uszoddba, hamburgert ebédelek.
)

(e) Pontosan akkor megyek ki az uszoddba, ha sit a nap.
(~ eredmény: 2.1.1)

1.1.2. Feladat. Adjuk meg az
F=(Av(=B)) + ((-C) — B)

formula Gsszes részformuléjat.
(~ eredmény: 2.1.2)

1.1.3. Feladat. Dontsiik el, hogy az
(a) (A B)V ((~B)AC), (b) (A« B) Vv ((=B) = C),
(¢c) A< (BV((~B)ACQ)) (d) A= (BV((-B)AQ))
formulédk koziill — a primitéletek alkalmas megvalasztasaval — melyik formalizélja a koévetkezd
itéletkalkulusbeli itéletet:
Gomboc Artir akkor és csak akkor tud Afrikaba utazni, ha elbirja a repiildgép,

vagy ha nem birja el a repildgép, de indul hajo Afrikdba.
(~» eredmény: 2.1.3)
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Kidolgozott feladat. A primitéletelek alkalmas megvalasztasaval formalizaljuk a

Ha ezt a mondatot jol formalizdlom és esik az esd, vagy a gyakorlatvezetének jo kedve
van, akkor az, hogy kapok egy piros pontot azzal ekvivalens, hogy nem sit a nap.
itéletkalkulusbeli itéletet.

Megoldas. Az itélet részekre bontasdban segitenek a kdtGszavak, a primitéletek azok a tag-
mondatok lesznek, amelyek mar nem tartalmaznak logikai miiveleteket:

A:  Jol formalizdlom ezt a mondatot.
B:  FEsik az esd.

C: A gyakorlatvezetének jo kedve van.
D:  Kapok egy piros pontot.

E:  Sit a nap.

Ezek utan a kotészavakhoz megkeressiik a megfelels logikai mtiveletet, és az allitas formalizaltja:

(AAB)VC) = (D © (=E)).

1.1.4. Feladat. A primitéletelek alkalmas megvalasztasaval formalizaljuk a kovetkezd itéletkalku-
lusbeli itéleteket.

(a) Ha ezt a mondatot jol formalizdlom, vagy a gyakorlatvezetének jo kedve van, akkor kapok egy
piros pontot, és orilhetek.

(b) Csak akkor megyek boltba, ha nem esik az esd, vagy ha esik, de van ndlam esernyd.

(¢) Ha esik az esd, és nincs rossz kedvem, akkor pontosan akkor megyek dimat gyakorlatra, ha
zh-t irunk.

(d) Pontosan akkor érem el a zh-t, ha nem esik t6bb ho, vagy ha esik, de eltakaritjik.

(e) Akkor és csak akkor jon a télapd szannal, ha esik a hd, nem olvad el, és nem sériil le egyetlen
TéNSzarvas sem.

(f) Ha egy szelet kenyér eqyik fele lekvdros, és leejtjiik, akkor a fold vagy az asztal lekvdros lesz.

(g) Ha sikeril a diszkrét matematika gyakorlatom, akkor pontosan akkor leszek szomori, ha nem
sikeril a vizsgam.

(h) Ha megbukunk, akkor nem kapunk diplomdt, és ha nincs mdr sok pénziink, akkor nem fogunk
tudni mibdl fagyit venni.

(i) Ki kell taldlnom még formalizdlands mondatokat, vagy kirignak az dllasombol, és mehetek
utcdt soporna.

(j) Szeretek utcdt sépdrni, de mondatokat formalizdlni csak akkor szeretek, ha nincs mds vdlasz-
tasom.

(k) Ha még egy *** mondatot formalizalnom kell, akkor kitépem a hajamat, vagy megdrilok, és
utdna tépem ki a hajamat.

(~ eredmény: 2.1.4)

1.1.5. Feladat. Formalizaljuk a kdvetkezs itéleteket, és dontsiik el, hogy a primitéletek megadott
értéke mellett az itélet igaz vagy hamis. (A primitéletek mindig ,pozitivak” legyenek, azaz ne
tartalmazzanak tagadast, és a mondatban valo el6fordulasuk szerint jeloljik A, B, C, ... betiikkel.)
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(a) Ha nem fdj a ldbam, és nincs rossz kedvem, akkor pontosan abban az esetben megyek el
sorozni, ha a haverom is velem jon. (A: h, B: h, C:i, D: h)

(b) Ha Micimacké mézet akar enni, de a méz a fan van, akkor a mézszerzés pontosan akkor
sikeres, ha Malacka nem fél a méhektdl, vagy Tigris fel tud mdszni a fdra.
(A:4, B:h, C:4, D: h, E: 1)

(¢) Ha a roka okos, és megkérdezi a holldt, akkor ha a hollé buta, akkor vagy kinyitja a csdérét,
vagy leejti a sajtot. (A: i, B:i, C:i, D: h, E:h)

(~ eredmény: 2.1.5)

Kidolgozott feladat. Igazoljuk az aldbbi logikai ekvivalenciat:
(AVB)AN(C — B)=BV (-(A—C)).

Megoldas. (1. mego.:) Legyen

F =(AvB)A(C— B),

G =BV(-(A—=Q)).
A B C|AVB|CoB||F||A=>C|-(4=0) |G|
i i h i i i h i i
i ho i i h h i h h
i h h i i i h i i
h i i i i i i h i
h i h i i i i h i
h h i h h h i h h
h h h h i h i h h

Az F és a G oszlopat dsszehasonlitva latjuk, hogy a formulak igazsagértéke a valtozok tetszdleges
logikai értéke esetén megegyezik, igy F' = G.

(2. mego.:) Hasznaljuk a bal oldali formula esetén a C' — B = (—=C) V B ekvivalenciat, valamint
azt, hogy V disztributiv A-ra. Helyettesitsiik tovabba A-t =(—A)-val.

(AVB)A(C - B)=(AVB)A((-C)VB)=(AN(=C))V B = ((—(-A)) A (=C)) V B.

Majd az egyik De Morgan azonossag segitségével kapjuk, hogy (—(=A4)) A (=C) = —((-A) Vv C),
ahol a zarojelben szerepld formulat az el6zé 1épéshez hasonldéan atirhatjuk implikaciora.

(m(mA) AN (=C))VB=(—~(mAVC)VB=(-(A—0C))VB.

Ezutan a V miivelet kommutativitds hasznalva az eredeti ekvivalencidban jobb oldalon szerepld
formulat kapjuk.

1.1.6. Feladat. Igazoljuk az alabbi logikai ekvivalenciakat:

(a) (ANB)=-C=A— (B— (),
(b) ((mA) - (AAB)ANC = (A« C)ANA,
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(c) A=-C)AN(B—-C)=(AVB)—C,

(d) (A= B)—=>((ANC)—= (BANC)=A— (AVB),

() (A= B)—=((AvC)—= (Bv()=(AANB)— A

(f) ((AAB) = AN (A= (=0) = (=€) V B)V C) < (=(C A A))

(~ eredmény: 2.1.6)
1.1.7. Feladat. Formalizaljuk a kovetkezd itéleteket, és dontsiik el, hogy logikailag ekvivalensek-e.

(a) (1) Ha nem tanulsz, vagy puskdzol, akkor megbuksz.
(2) Ha nem tanulsz, akkor megbuksz, valamint ha puskdzol, akkor is megbuksz.
)

(b) (1) A Sdrkdnyfidrus pontosan akkor tud drulni a piacon, ha sem Sisi, sem Kirdlyfi nincs a
vdrosban.
(2) Sisti vagy Kirdlyfi a vdarosban van, vagy a Sdrkdnyfidrus tud drulni a piacon, valamint
ha Siist vagy Kirdlyfi nincs a vdrosban, akkor a Sdrkdnyfiddrus nem tud drulni a piacon.

(c¢) (1) Kriszta csak akkor nem bukik meg, ha Mézga Géza pontosan akkor lesz dihds, ha Aladdr
szivarozni kezd.
(2) Kriszta megbukik, vagy Aladdr nem kezd el szivarozni, vagy Mézga Géza dihis lesz, vala-
mint ha Kriszta nem bukik meg, és Aladdr sem kezd el szivarozni, akkor Mézga Géza nem
lesz diihds.

(~ eredmény: 2.1.7)

Kidolgozott feladat. Dontse el, hogy tautologia-e az (AV B) A (C — B) formula.

Megoldas: A formula tautologia, ha a valtozok tetszéleges logikai értéke esetén igaz a formula.
(1. mego.:) A formula igazsagtablazatanak felirdsaval vizsgalhatjuk, hogy a formula tautologia-e.
A formula megegyezik az el6z6 kidolgozott feladatban szerepls F' formuléval, igy az ott megadott
igazsagtablazatbdl leolvashatd, hogy a formula nem tautologia, hiszen lehet tgy értéket adni a
logikai valtozoknak, hogy F' hamis legyen.

(2. mego.:) Vizsgaljuk, hogy lehet-e hamis az (A vV B) A (C — B) formula igazsagértéke. A
konjunkcié hamis, ha legalabb az egyik tagja hamis. Az A V B diszjunkci6 pontosan akkor
hamis, ha mindkét tag hamis, tehat A: h és B: h. Igy a (AV B) A (C — B) formula logikai
értéke is hamis A: h, B: h esetén (C logikai értéke tetsz6leges), tehat a formula nem tautologia.

1.1.8. Feladat. Dontsiik el, hogy az alabbi formulak koziil melyik tautoldgia, és melyik nem:

(a) (AA=A) & (=(A = (-4))), (b) (A= B) + ((mA) Vv B),
(c) A (A A B), (d) AV (B = (=4))

(e) (AV B) = ((AV(=B)) = 4) () (BV(=4)) = (BV(=4)),
(g) ((ﬂ S (AAB)AC) & (A C)AA).

(~ eredmény: 2.1.8)
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1.1.9. Feladat. Dontsiik el, hogy az alabbi formulak koziil melyik az A, B, C' valtozokbol felépitett
teljes diszjunktiv normalforma:

FF=(AANBAC)V (AN (—B)), F,=(Av BV (=C))A(AV (=B)V(0),
Fs=(ANBAC)V(ANBA(=C)), Fy=(—A)ANBAC.

(~» eredmény: 2.1.9)

Kidolgozott feladat. Hatarozzuk meg az A, B, C valtozokbol felépitett alabbi formula teljes
diszjunktiv normalformajat:

(AV B) — (A A B)) A (=C).

Megoldas: (1. mego.:) Irjuk fel a formula igazsigtablazatat.

A B C|AVvB|AAB|(AVB) > (AAB) | -C | ((AVB) = (AAB)) A (=C)
ioq i i i i h h
i i h i i i i i
i hoi i h h h h
i h h i h h i h
h i i h h h h
h i h i h h i h
h h i h h i h h
h h h h h 7 ) i

A teljes diszjunktiv normalforma leolvashaté dgy, hogy tekintjik azokat a sorokat az igaz-
sagtablazatban, ahol a formula logikai értéke igaz. Ahany igaz érték van, annyi elemi kon-
junkcids tag lesz, tehat esetiinkben ketts. A formula igaz értékeinél vizsgaljuk a valtozok lo-
gikai értékét, ha ¢ az érték, akkor a valtoz6é negalatlanul szerepel az elemi konjunkcios tag-
ban, ha h, akkor pedig negalva. Igy kapjuk a formula teljes diszjunktiv normaélformajat:
(AABA(=C)) Vv ((=A4) A (=B) A (=C)).

(2. mego.:) Logikai ekvivalenciak segitségével is atalakithatoé a formula. Alkalmazzuk az impli-
kaciot a diszjunkcidval 6sszekotd osszefliggést, majd az egyik De Morgan azonossigot.

(AVB) = (AAB))A(=C) = (~(AVB)V(AAB))A(=C) = (((~A) A (=B))V (AAB)) A (=C).

Ezutan felhasznalva, hogy a A mtvelet disztributiv a V mitiveletre megkapjuk a formula teljes
diszjunktiv normalformajat:

(A A (=B) A (=C)) V (AA B A (=C)).

1.1.10. Feladat. Hatarozzuk meg az A, B, C valtozokbdl felépitett alabbi formulék teljes disz-
junktiv norméalformajat:

(a) (A<« B)A(=0), (b) (=4) = (AAB))AC,
(c) (AV B) = (=(C — B)), (d) (AV (=B)) — (C + B),
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(e) (ANC) & ((A— (=B))V (AAB)), (f) (=(4 = B) A (((m4) & C)V B).
(~ eredmény: 2.1.10)
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1.2. Matematikai logika: A predikdatumkalkulus elemei

Kidolgozott feladat. Legyen az individuumtartomany az emberek halmaza. Jelolje I(z) az ,,x
igazat mond”, B(x,y) az ,x bardtja y-nak” predikdtumokat, a(x) az ,,x anyja” fuggvényjelet, k
pedig a ,, Kdroly” individuumkonstanst. Forditsuk koznapi nyelvre az alabbi formulakat.

(a) (J2)(I(z) A (=B(z, k),
(b) (Vz)(B(z,k) — I(a(z))).

Megoldas.

(a) A (Jz) az ugynevezett egzisztencialis kvantor, ami a szdvegben ,yvan olyan”, ,van, aki”,
Jétezik” talalhatd” kifejezésekkel jelenik meg. A logikai miveletek az itéletkalkuluban
szereplé miveletekkel egyeznek meg. Igy hétkoznapi nyelven a formula:

Van, aki igazat mond, és Kdrolynak nem a bardtja.

(b) A (Vx) az tgynevezett univerzalis kvantor, ami szévegben példaul a ,barmely”, ;minden”,
,osszes”, tetszbleges” kifejezésekkel fejezhets ki. Perdikdtumkalkulusban az implikaci6 sok
esetben nem jelenik meg ,ha, akkor” szovegként. Hétkoznapi nyelven a formula példéul
igy fogalmazhatoé meg:

Karoly dsszes bardjanak anyja igazat mond.

1.2.1. Feladat. Legyen az individuumtartoméany az egész szamok halmaza. Vezessiik be a kdvet-
kez6 jeloléseket:
e cgyvaltozos predikatumok:
M(z): ,x négyzetszam”, P(z): ,x pdros szam”’, N(x): ,x negativ szam’.
e kétvaltozos predikatum:
O(z,y): ,x osztdja y-nak”,
e kétvaltozos fliggvény (jel)ek

o(a,b) = a+b, azaz a és b szokéasos Osszege, s(a,b) = a-b, azaz a és b szokdsos szorzata.

Forditsuk koznapi nyelvre az alabbi formulakat.

(a) P(7), (b) M(4) A=N(0(9,3)),
(¢) (Ve)(O(2,5(4,2))), (d) (F)(P(x) A O(x,6)),
(e) (Va)(O4,x) = P(x)), (f) (vVz)(Vy)(Plo(x,y)) < P(s(x,y))),

(~ eredmény: 2.2.1)
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Kidolgozott feladat. Legyen az individuumtartomany az A = {1, 2, 3,4, 5,6} halmaz és legyen
h az az egyvaltozos fiiggvényjel A-n, melyre

Tovabba definidljuk a kovetkezd predikatumokat:
R(z,y) :x—y=1; N(x):x négyzetszam; E(z,y):z=y.

Déntsiik el, hogy az alabbi allitdsok koziil melyek igazak, illetve melyek hamisak (indoklassal
egylitt).

(a) (3)(N(z)A
(b) (V2)(Fy)(N(z) — E(h(y), ).

Megoldas.

(a) A kovetkez6t kell eldonteniink: van-e olyan x € A elem, ami négyzetszam, és h(z) —x = 1.
A valasz igaz, az x = 4 teljesiti, mert a 4 négyzetszam, és h(4) = 5, tehat h(4) —4 = 1.
A formula ebben az interpretacioban tehét igaz.

(b) A kovetkezst kell eldonteniink: teljesiil-e minden = € A elemre, hogy van olyan y € A,
hogy ha x négyzetszam, akkor h(y) = z. A vélasz igaz, hiszen az implikicié pontosan
akkor lenne hamis, ha az el6tag igaz, az utétag hamis. Tehat négyzetszamokat kell venni
A-bol, ami az 1 és 4, de az x = 1 elemhez y-nak valaszthatjuk az l-et, az x = 4 esetén
pedig y = 3 a megfelel§ elem, mert h(1) = 1 és h(3) = 4, igy ezekben az esetkeben az
utotag is igaz. A formula ebben az interpretacioban tehat igaz.

1.2.2. Feladat. Legyen az individuumtartoméany az A = {1,2,3,4,5} halmaz, és legyen f az az
egyvéaltozos fliggvényjel A-n, melyre

Tovabbé definialjuk a kovetkezé predikatumokat:
P(z,y): x+y=05, Q(z): xparos, E(x,y):xz=y.

Dontsiik el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak (indoklassal egytitt):

(a) (v2)(3y) (E(f(2),v)), (b> (Vw)(ﬂy)(E(f(y),x)),

() (F2)(Vy)(E(f(2),v)), (d) F2)(¥y)(E(f(y). ).

(e) (Va)(Q(x) < Q(f(x))), (f) (Vl‘)(Vy)(ﬂE %ﬂE(f(x),f(y))),
(&) (va)(vy)(P(z,y) = Py, z)), (h) (Vo) (vy)(P(z, y) — ~E(z,y)),

(i) (Vo) (vy)((P(z, y) AP(y,ﬂf)) = E(,y)), () @)(¥)(~E(f(y). 7)),

(k) (V2)(Vy) (P(z,y) = (Qz) ¢ ~Q(1))), (1) (Vw)(ﬂy)P(l‘,y)

(~ eredmény: 2.2.2)



10 1. FEJEZET. FELADATOK

Kidolgozott feladat. A szokasos modon, jeloljenek az ABC nagybettii predikatumokat; a kis-
betti koziil z, y és z valtozokat, a, b, ¢ individuumkonstansokat; egyéb kisbeti fiiggvényjeleket.
Az alabbi formulakban melyek a valtozok kotott, illetve szabad eléfordulasai?

(a) (vz)(By)K(z,y) Vv L(z)),
(b) (Vy)M(k(z,b),2) v (32)(M(y, k(2, a)))-

Megoldas. Ha egy valtozora vonatkozik kvantor (azaz a valtozo egy kvantor hatéskorén beliil
van), akkor az a valtozo kotott elfordulasa, kiilonben pedig szabad el6fordulésa. A piros szin
jeloli a kotott, a zold pedig a szabad el6fordulast.

(a) (vz)(By)K(z,y) Vv L(2)),
(b) (Vy)M (k(z,b),2) v (32)(M(y, k(2, a)))-

1.2.3. Feladat. A szokasos modon, jeloljenek az ABC nagybetti predikatumokat; a kisbeti koziil
x, y és z valtozokat; a, b, ¢ individuumkonstansokat; egyéb kisbettii fliggvényjeleket. Az aldbbi
formulédkban melyek a valtozok kotott illetve szabad elGfordulasai?

(a) (Va)(K(z,y) V L(z)),
(b) (Fy)U(s(z,y)) < (Vz)(O(z,y))),
(¢) M(k(z,b),x) A

)

(32)(M(y, k(z,a))),
)

(~ eredmény: 2.2.3)

Kidolgozott feladat. Formalizaljuk predikdtumkalkulusban az aladbbi itéletet, ahol az indivi-
duumtartomany az emberek halmaza, a predikdtumok és az individuumkonstans az alabbiak.
Tovabba adjuk meg a kapott formula tagadasat agy, hogy negacié csak predikidtumjelre vonat-

kozzon.
I(x): ,x informatikus”, Sz(x,y): ,,x szomszédja y-nak”,
R(x): ,x szeret roplabddzni”, wv: , Viki”.

Viki minden informatikus szomszédja szeret réplabddzni.

Megoldas. Erdemes az itéletet atfogalmazni tigy, hogy jobban latszodjon, hogy milyen logikai
miveletek szerepelnek: Minden ember, ha informatikus és Viki szomszédja, akkor szeret roplab-
ddzni. Igy a kovetkezé formulat kapjuk:

(V) ((I(az) A Sz(z,v)) — R(x))

A tagadashoz el6szor hasznéaljuk a —(Vz)F = (3z)(—F), és az implikaciot irjuk fel diszjunkcio
és negacio segitségével.

=(Vz)((I(z) A Sz(z,v)) = R(z)) = (3z)=(~(I(z) A Sz(z,v)) V R(z)).
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Ezutan hasznaljuk a megfelel§ De Morgan azonosséigot, tovabba a dupla tagadést, valamint a
konjunkcié asszocivitasa miatt a zarédjelezést elhagyjuk:

(Fz) (ﬂ(ﬂ(I(x) A Sz(z,v))) A —|R(m)) = (EIa:)(I(x) A Sz(z,v) A —R(m))

A formulat hétkéznapi nyelven megfogalmazva ellenérizhetjiik, hogy tényleg az eredeti itélet
tagadéasat kaptuk.
Van olyan informaikus szomszédja Vikinek, aki nem szeret réplabddzni.

1.2.4. Feladat. Formalizaljuk predikatumkalkulusban az alabbi itéleteket. Az individuumtarto-
mény az emberek halmaza, a predikatumok, fiiggvényjelek és individuumkonstansok a kévetkezdk:

H(x): ,x hallgats”, V(z): ,x felkészilt a vizsgdara”, B(z,y): ,x azy bardtja”,
C(z,y): ,x csoporttirsa y-nak”, T(x,y): ,x hdzastirsa y-nak”, — F(x): ,x férfi”,

A(z): ,x anya”, p: ,Péter”, a(x): ,r anyja”,

S(x): @ szeret fozni”.

5

Néhdany hallgato nem késziilt fel a vizsgdra.

Minden hallgato felkészilt a vizsgdra.

Néhdny hallgatonak nincs bardtja.

Bizonyos hallgatok csak a csoporttirsaikkal hdzasodnak dssze.
Vannak nétlen férfiak.

Minden anya nd, de van olyan ndé, aki nem anya.

Péter dsszes bardtja hallgato.

Néhdny hallgato anyja nem szeret fézni.

Péter anyja szeret fézni.

TN N o~ TN~ T/
R = o T
N’ S S e e e e N

(~ eredmény: 2.2.4)

1.2.5. Feladat. MegfelelGen valasztott predikatum- és fiiggvényjelek segitségével formalizaljuk az
alabbi mondatokat elsérendii nyelven. Adjuk meg a kapott formula tagadasat ugy, hogy negacio
csak predikatumjelre vonatkozzon. Az individuumtartomény legyen az egész szamok halmaza.

(a) Minden egész szamnak osztdja az 1 és onmaga.
(b) Minden egész szamndl létezik kisebb.

(¢) Minden 10-zel oszhato szam 0-ra végzddik.

(d) Van olyan negativ szam, amely négyzete pozitiv.
(e) Minden szam pozitiv vagy negativ.

(~ eredmény: 2.2.5)

1.2.6. Feladat. Formalizaljuk predikatumkalkulusban a kovetkezs itéleteket. Adjuk meg a formu-
lak tagadasat is gy, hogy kvantort nem tagadunk, és fogalmazzuk meg a megfelels itéletet koznapi
nyelven. (Individuumtartomany az emberek halmaza.)

(a) Minden informatikus éhes.
(b) Ha egy szakdcs éhes, f6z magdnak.
(c) Az éhes informatikusok kedvelik a szakdcsokat.
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) Van olyan szakdcs, aki csak informatikusnak féz.

) Minden informatikus kedveli a neki f6z6 szakdcsokat.
)

)

(d
(

Mézga Géza szerencsétlen, de gyermekei szerencsések.
(

e
f
Ha Mézga Géza szakdcs, és senki sem €hes, akkor mindenki szerencsés.

g

(

(~ eredmény: 2.2.6)
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1.3. Halmazok

Kidolgozott feladat. Legyen az alaphalmaz U = {1,2,3,4,5,6, 7,8}, és tekintsiik a kovetkezs
halmazokat: A = {1,2,3,4}, B = {1,2,5,6} és C = {2,3,5,7}. Hatarozzuk meg az alabbi
halmazok elemeit.

(a) A\ B,
(b) (AAC)N B,
(c) P(CNB).

Megoldas.

(a) Az A halmaz elemeit hatarozzuk meg elészor: A = {5,6,7,8}. Majd ezen elemek koziil
elhagyjuk azokat, amelyek B-nek is elemei: A\ B = {7, 8},

(b) Mivel AAC = {1,4,5,7}, igy (AAC) N B = {1,5},

(c) Elgszor a C'N B halmaz elemeit hatarozzuk meg: C N B = {2,5}, majd ezen halmaz
hatvanyhalmazat, amelynek elemei a C' N B halmaz &sszes részhalmaza: P(C' N B) =

{0,{2},{5},{2,5}}.

1.3.1. Feladat. Legyen az alaphalmaz U = {a,b,c,d, e} és tekintsiik a kovetkezd halmazokat:
A={a,b,c,d}, B={d, e} és C ={a,b,e}. Hatarozzuk meg a kovetkezs halmazok elemeit:

(a) AU B, (b) AN B, (c) B, (d) A\ B,
(e) AAB, (f) (AAC)\ B, (g) P(B).
(~ eredmény: 2.3.1)

1.3.2. Feladat. Legyen A = P({a,b}) és B = P({b, c}). Hatarozzuk meg a kovetkez§ halmazok
elemeit:

(a) AU B, (b) AN B, (c) A\ B, (d) B\ A4,
(e) AAB.
(~ eredmény: 2.3.2)

1.3.3. Feladat. Legyen A = {0, {0}, {0, {0}}}. Dontsiik el, hogy az alabbiak koziil melyik igaz és
melyik hamis.

(a) 0 € A, (b) 0 C A, (c) {0} € 4, (d) {0} € 4,
(e) {{0}} € A, (f) {{03} € A, (2) {0,{0}} € 4, (h) {0,{0}} < A.

(~ eredmény: 2.3.3)

1.3.4. Feladat. Hatérozzuk meg a P(P(P(0))) halmaz elemeit.
(~ eredmény: 2.3.4)
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Kidolgozott feladat. Dontsiik el, hogy az A = {¢,d, e, f, g, h, 1, j, k} halmaz hatvanyhalmaza-
nak alabbi részhalmazai osztalyozasai-e az A halmaznak.

(a) C1 = {{C, fvi}v {d7gvk}7 {evh7j7j}}7
(b) Co = {{C’ d7 k}7 {6, f?gvh}v {Z},@}

Megoldas.

(a) A C; osztalyozas, hiszen a részhalmazok nemiiresek, diszjunktak, és egyesitésiik kiadja
az A-t. Az nem jelent problémét, hogy az egyik osztalyban a j duplan szerepel, mert a
halmazok esetén hidba van tobbszor felsorolva egy elem, akkor is csak egyszer vessziik
figyelembe.

(b) A C3 nem osztalyozas, egyik részhalmazban sem szerepel a j elem, és tartalmazza az (-t.

1.3.5. Feladat. Dontsiik el, hogy az A = {a, b, c,d, e, f} halmaz hatvanyhalmazéanak alabbi rész-
halmazai osztalyozasai-e az A halmaznak.

(a) Cl = {{CL}, {C7 d}> {ba e, f}}? (b) C2 = {{av b}7 {Cv d7 6}7 {f}}7
(¢) Cs ={{a,c},{d},{b,c.e, f}}, (d) Cs={0,{a,c.d} {be, [}},
(e) G ={0,{a},{d}.{b,e, f}}, (f) Co = {{a,c},{d}, {b, f}}.

(~» eredmény: 2.3.5)

Kidolgozott feladat. Adjunkn meg az {a,b,c,d,e, f,g,h} halmazon egy-egy olyan osztalyo-
zést, melynek

(a) legalabb 5 osztalya van,
(b) minden osztalya legalabb 3 elemdi,
(c) legfeljebb 3 osztalya van, és mindegyik legalabb 4 elemti.

Megoldas. Tobb megfelels osztalyozas 1étezik, egy-egy megfelel§ példat adunk meg.

(a) {{a},{b;c}. {d}.{e, f},{g. h}},
(b) {{a,b,c},{d,e, f,g,h}},
(c) {{a,b,c,d,e, f,g,h}}.

1.3.6. Feladat. Adjunk meg az {1,2,...,7} halmazon egy olyan osztalyozast, melynek

(a) legalabb 3 osztalya van;

(b) pontosan 3 osztalya van;

(c) két osztalya van és mindegyik legalabb kételemd;

(d) harom osztélya van és mindegyik legalabb haromelemd.

(~» eredmény: 2.3.6)
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Kidolgozott feladat. Dontsiik el, hogy teljesiilnek-e tetszéleges A, B, C' halmazok esetén a
kovetkez6 egyenlGségek.

(8) (A\B)\C = A\ (B\C),
(b) B\(AUC) = (B\ 4)n(B\C).

Megoldas.

(a) Nem, ha A =B =C = {1}, akkor (A\ B)\C=0¢és A\ (B\C)={1}.
(b) Igen, mivel

B\ (AuC)=BnNnAUC=BnN(ANC)=(BNA)N(BNC)=(B\A)N(B\CO).

1.3.7. Feladat. Dontsiik el, hogy teljesiilnek-e tetszéleges A, B, C' halmazok esetén a kiévetkezs
egyenlGségek.

(a) (A\B)\ B=A\B, (b) A= (AUB)\ (B\ A),

(c) A\(B\C)=(A\B)\C, (d) AN(BUC)=(AUB)N(AUC),
(e) AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC), (f) (AnB)\(B\ (AUC))=AnNB,
(g) (AAB)A(ANB)=AUB

(~ eredmény: 2.3.7)

1.3.8. Feladat. Adjuk meg az AU (BN (C'UD)) halmaz komplementerét az A, B, C, D halmazok
és komplementereik segitségével.

(~ eredmény: 2.3.8)

1.3.9. Feladat. Dontsiik el, hogy az aldbbiak koziil melyik igaz és melyik nem igaz, tetszGleges
olyan A, B halmazokra, amelyekre AU B C B.

(a) AC B, (b) A= B, (c) B\ A=0.
(~ eredmény: 2.3.9)

1.3.10. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszSleges A, B, C, D halmazokra teljesiil, hogy

(a) (AUB)N(CUD)D (ANC)uU(BND),
(b) (ANC)\(B\(CUD))>ANCND.

(~ eredmény: 2.3.10)
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Kidolgozott feladat.
(a) Legyen A = (—2;2) és B = (—3;4]. Abrazoljuk Descartes-féle koordinata-rendszerben az
A x B halmazt.
(b) Adjuk meg az A és B halmazokat, ha az A x B halmaz az alabbi.
~—3 0
2 1
— 0
-1 1 2 3 4
I
~—s o
Megoldas.
(a)
O 3 Q
B :
: 2 1
R :
2 - -
v :
" -2 :
O-wmm s mmmmn- &
(b) Mivel az abréazolt pontok els6 komponensére —1 < x < 4 teljesiil, igy A = [-1;4). A
méasodik komponens pedig a —2, 1, 3 értékeket veszi fel, igy B = {—2,1, 3}.

1.3.11. Feladat. Hatarozzuk meg az aldbbi A és B halmazok esetén (A x B)-t. Abrazoljuk a
kapott halmazt Descartes-féle koordinata-rendszerben.

(a) A={1,3}, B={-1,0,2}, (b) A=1{1,3}, B=11;3),
(c) A=(-1;2], B=[1;3).
(~ eredmény: 2.3.11)

1.3.12. Feladat. Elallnak-e a kévetkezs (kék) ponthalmazok a valos szamok részhalmazainak
Descartes-szorzataként?
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(b)
B 2 | 1
1 (a) .
| -2
1 2
3
2 1
N L (d)
1 1 2
- 1 f

(~ eredmény: 2.3.12)
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1.4. Relacidk

Kidolgozott feladat. Legyen A = {1,2,3,4,5} és a = {(2,1),(3,2),(4,2),(5,1),(5,3)}, 8 =
{(2,3),(3,2),(3,3),(4,1),(5,1)} relaciok A-n. Hatarozzuk meg a kovetkezs relaciokat.

Megoldas.

(a) Tekintjiik azokat az elemet, amelyek a-ban szerepelnek, de S-ban nem:

o \ B = {(Qa 1)7 (47 2)7 (5’ 3)}

(b) A ﬁ ban szereplé elemparok komponenseinek sorrendjét felcsrélve kapjuk:

—{( 2),(2,3),(3,3),(1,4), (1,5)}.
(c) Mwel a = (1( ,2),(2,3),(2,4),(1,5), (?E ,D)}, igy a szorzast elvégezve:

={
O‘_lﬁz{(Lg)v 2’2)a(273)7(2’1) ( )7 71)}

1.4.1. Feladat. Legyen A = {1,2,3,4,5} és o, § C A x A relaciok, melyre

= {(17 2)7 (37 2)7 (37 4>’ (47 4)7 (57 5)} és 0= {(17 2)7 (27 2)? (37 2)7 (47 3)7 (47 5)}

Hatarozzuk meg a kovetkezs relaciokat:
(a) anp, (b) a\ B, (c) a7t (d) aB,

(e) o, (f) pat, (g) BNa™
(~ eredmény: 2.4.1)

1.4.2. Feladat. Hatarozzuk meg az aldbbi a és 3 relaciok esetén az a™t, a8 és Ba relaciokat. (Az
E az emberek halmazat jeloli.)

a={(z,y) € E?: z az y gyermeke}, 8 = {(z,y) € E*: y az x apja},
(b ) a={(z,y) eR*: x =2y}, B={(v,y) € R?: 2 =2V},
a={(zr,y) e R*: y =2?}, B={(x,y) e R*: y — 1 = 3z}.
(~ eredmény: 2.4.2)
1.4.3. Feladat. Adjuk meg a H = {—2,1,2, 3,4} halmazon értelmezett
p ={(a,b) : a osztoja b-nek}
relacio grafjat. Vizsgaljuk meg reflexivitas, szimmetria, antiszimmetria, tranzitivitas és dichotémia

szempontjabol.
(~ eredmény: 2.4.3)
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halmazon, amely teljesiti az alabbi feltételeket.

(b) nem reflexiv, szimmetrikus, nem dichotom.

Megoldas.

£

§2

§

©,

(a) reflexiv, tranzitiv, de nem antiszimmetrikus,

Kidolgozott feladat. Adjunk meg a grafjaval egy-egy olyan relaciot az A = {1,2,3,4,5}

(a) Pédaul az « relacio lehet a kovetkezs graffal megadott.

Az « relacio reflexiv, mivel minden pontban
van hurokél.

Tranzitiv, mert tetsz6leges pontok esetén,
ha egyik pontbél a masikba iranyitott élek
mentén eljutunk, akkor egy élen is el tudunk
jutni.

Nem antiszimmetrikus, mert (1,2) € « és

(2,1) €, de 1 # 2.

(b) Pédaul a B relacio lehet a kovetkezs graffal megadott.

A  nem reflexiv, pl. (1,1) & 3.
Szimmetrikus, mert ha két pont koézott ve-
zet egyik irdnyba él, akkor az ellentétes
irdnyba is, és természetesen ez a hurokél ese-
tén is igaz.

Nem dichotom, mert pl. (1,3) ¢ [ és
(3,1) € B. (Megj.: az hogy nem dichotom,
abbol is kovetkezik, hogy nem reflexiv.)

1.4.4. Feladat. Adjunk meg a grafjaval az A = {a, b, ¢, d} halmazon egy olyan relaciot, amely

(a) reflexiv, tranzitiv de nem szimmetrikus;
(b) antiszimmetrikus, tranzitiv de nem dichotom;
(c) dichotom de nem reflexiv.

19

(~ eredmény: 2.4.4)
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Kidolgozott feladat. Vizsgaljuk meg, hogy teljesiilnek-e az alabbi relaciokra a megadott tu-
lajdonsagok.

(a) a={(a,b): la—0b] >0} CR xR, reflexivitas és szimmetria,

(b) B={(z,y): zy =1} C{-1,1,2,4,7,10} x {—1,1,2,4,7,10}, antiszimmetria és dichoto-
mia,

(c) v=A{(z,y): x <y} CR x R, tranzitivitas és dichotomia.

Megoldas.

(a) Az a relacio nem reflexiv, mert pl. [1 — 1| =0 % 0, igy (1,1) € a. Az « relaci6 szimmet-
rikus, mert |a —b| = | — (b —a)| = |b — al, igy ha (a,b) € a, akkor (b,a) € « is teljestil.

(b) Mivel g = {(1,1),(—1,—1)}, igy antiszimmetrikus, mert nincs a # b, amelyre (a,b) € 3.
A f relacié nem dichotom, pl. (1,2) &  és (2,1) & .

(¢) A ~ relaci6 tranzitiv, mert tetszéleges z,y, z € R esetén, ha z < y és y < z, akkor = < z.
Nem dichotom, mert nem reflexiv, s6t x £ x tetszdleges € R esetén.

1.4.5. Feladat. Vizsgaljuk meg az alabbi relaciokat reflexivitas, szimmetria, antiszimmetria, tran-
zitivitas és dichotomia szempontjabol. Ezek alapjan allapitsuk meg, hogy melyik relacié ekviva-
lencia, részbenrendezés vagy teljes rendezés.

a,b): 4| b—a} az egész szamok Z halmazan,
b): a® < b*} az egész szamok Z halmazén,
X,Y): XNZ =Y NZ} aP(Q) halmazon.

o e

(a) {(a,b): Ja—0b] <2} a{-1,0,1,2,3} halmazon,
(b) {(z,y): = <y} az egész szamok Z halmazan,
(¢) {(z,y): v <y} a valés szamok R halmazan,
(d) {(a,b): ab > 0} a valés szamok R halmazan,
(e) {(a,b): a® > b?} az egész szamok R halmazén,
(f) {(x,y): |z| = |y|} a valos szamok R halmazan,
(g) {(z,y): 2| =+ y} a természetes szamok N halmazan,
(0 {(
) {(
) A(

o~
—

(~ eredmény: 2.4.5)

Kidolgozott feladat. Adjunk meg olyan osztalyozast az A = {a, b, ¢, d, e} halmazon, melynek
harom osztéalya (blokkja) van. Adjuk meg az osztalyozashoz tartozo ekvivalenciarelaciot az ele-
meinek felsorolaséaval.

Megoldas. Egy ilyen osztalyozas példaul: A/p = {{a},{b,c},{d,e}}.

Az ekvivalenciareldciok reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv relaciok. A reflexivitds miatt, minden
elem sajat magéval relacioban all. A blokkokat ugy képeztiik, hogy azok az elemek alkotjak,
amelyek reldcioban allnak, de a szimmetria miatt mindkét sorrendben szerepelnie kell az elem-
paroknak. Két kiilonboz6 blokk elemei viszont nem lehetnek relacioban. Igy a fenti osztalyozas
egyértelmiien meghatarozza a p = {(a,a), (b,b), (¢, c), (b,¢), (¢, b), (d,d), (e, e),(d,e), (e,d)} ek-
vivalenciarelaciot.
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1.4.6. Feladat. Adjon meg olyan osztalyozéast az A = {1,2,3,4,5} halmazon, melynek harom
osztéalya (blokkja) van. Adja meg az osztalyozashoz tartozé ekvivalenciarelaciot.
(~ eredmény: 2.4.6)

Kidolgozott feladat. Legyen A = {1,2,4,23,26,32,47,84} és B = {0,1,3,5,11,15,16,24}.
Adjuk meg az alabbi ekvivalenciarelaciokhoz tartozd osztalyozast.

(a) a={(a,b): a-nak és b-nek van azonos szamjegye} az A halmazon,
(b) B8 ={(a,b): a és b néggyel osztva ugyanannyi maradékot ad} a B halmazon.

Megoldas. Ekvivalenciarelaciohoz tartozé osztalyozas esetén azok az elemek keriilnek egy rész-
halmazba, amelyek relacioban allnak egymassal, igy a kovetkezdket kapjuk.

(a) Afa = {{1},{2,23,26,32},{4,47,84}}.
(b) B/B = {{0,16,24},{1,5},{3,11,15} }.

1.4.7. Feladat. Hatarozza meg a kovetkezd ekvivalenciarelacidkhoz tartozo osztéalyozést.

(a,b): ab> 0} az A ={-3,—-2,—1,1,2,3} halmazon

(a,b):3]b—a} az A={-3,—-2,-1,0,1,2,3} halmazon

(H,G): |H| = |G|} az A ={0,{1,2},{0}, {0}, {a, b}, {1,2,3}} halmazon
(

(

(f) {(a,b): |a] =1b|} a Z halmazon
{(z,y): x* + y* paros} a Z halmazon

(~ eredmény: 2.4.7)

Kidolgozott feladat. Legyen A = {{1},{1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{1,2,3},{1,2,3,4}}. Ad-
juk meg az (A; C) részbenrendezett halmaz Hasse-diagramjat! Dontsiik el, hogy melyek a mi-
nimalis, maximaélis, legkisebb, legnagyobb elemek.

Megoldas.

{1,2,3,4} Ahogy az abran is latszik egyetlen minimaélis
elem van, ami igy legkisebb elem is lesz. Ma-
ximélis elembdl viszont kett6 van, ezek nem

{1,2,3} osszehasonlithatok, igy nincs legnagyobb elem.
Minimalis elem: {1},
maximalis elemek: {1,2,3,4},{1,5},
{1,2} {1,5} legkisebb elem: {1},
legnagyobb elem: nincs.

{1}
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1.4.8. Feladat. Adjuk meg az aldbbi részbenrendezett halmazok Hasse-diagramjat. Melyek a
minimalis, maximalis, legkisebb és legnagyobb elemek?

(a> (A, g)v ahol A = {@, {CL}, {b}v {a’ b, C}v {av b, d}}7

(b) (B;C), ahol B = {0, {1} {2}, {3}, {1, 2}, {1, 4}, {2,3}, {1,2,3}},

(c) (C5]), ahol C'=1{2,3,4,5,6,12,24,36},

(d) (D;|), ahol D = {0,1,2,4,7,14, 28, 32},

(e) (F;C), ahol E = {123,211, 321,467,512,861,999} és a C b pontosan akkor teljesiil, ha a

minden szamjegye kisebb vagy egyenls, mint b megfelel§ szamjegye,

(f) (F;<), ahol F ={(1,1),(3,2),(0,—1),(3,3),(2,2)} ¢s < a komponensenkénti részbenrende-

7€s.
(~ eredmény: 2.4.8)

1.4.9. Feladat. Adjuk meg a kovetkezs graf altal meghatarozott p relacié reflexiv, szimmetrikus,
tranzitiv, reflexiv és tranzitiv lezartjat.

(~ eredmény: 2.4.9)

1.4.10. Feladat. Legyen p = {(a,b) | a — b = 2} relacio az A = {1, 2, 3,4, 5} halmazon. Rajzoljuk
fel a p grafjat és adjuk meg (ne csak a grafjaval)

(a) p reflexiv lezartjat,

(b) p szimmetrikus lezartjat,

(c) p tranzitiv lezartjat,

(d) p reflexiv és tranzitiv lezartjat.

(~ eredmény: 2.4.10)

1.4.11. Feladat. Adjuk meg a kdvetkez relaciok tranzitiv lezartjat:

(a) {(a,b) € A?: |a — b| =2}, ahol A = {1,2,3,4,5},
(b) {(a,b) € Z*:a—b=0},

(c) {(a,b) € R? : b= a?},

(d) {(z,y) eR?*:y —x =1}.

(~ eredmény: 2.4.11)
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1.5. Leképezések & Halmazok szimossaga

Kidolgozott feladat. Hatarozzuk meg az a3 és Sa leképezéseket, ahol
a:R—-R, za=2"" & 8:R—- R, 26 =23

Megoldas. z(aff) = (za)p = 27113 = (22+1)3 = 23743 tehat
af R =R, z(af) = 2373,
z(Ba) = (zB)a = 3o = 27° 1| tehat
Ba:R =R, z(fa)= 9=+l

Vegyiik észre, hogy af # Ba, tehat a leképezésszorzas nem kommutativ.

1.5.1. Feladat. Hatéarozzuk meg az af és Sa leképezéseket.

(a) a: R—= R, za=22 B:R—-R, z8=3x+1,
(b) a:R—-R, za=2*-1, B:R—-R, z8=3""1
(c) a: Q= Q, (x,y) » 5 :Q—=Q% v (v, - 1)

(~ eredmény: 2.5.1)

Kidolgozott feladat. Vizsgaljuk meg, hogy az a, £ és v leképezések injektivek-e, sziirjektivek-
e, illetve bijektivek-e, ahol

a:Z—7Z, za=|r+2|,

B:RxR—=R, (z,y)8 = xy, és

v:Rt 5 R, 2y =22

Megoldas. Az « leképezés nem injektiv, hiszen O = (—4)a = 2. Nem is sziirjektiv, hiszen
negativ egész szamot nem vesz fel értékként. Ennélfogva nem is bijektiv.

A j leképezés nem injektiv, hiszen pl. (1,2)8 = (2,1)8 = 2. Sziirjektiv, mert minden valos szam
elgall képként: ha x € R tetsz6leges, akkor pl. (z,1)8 = z. Nem bijektiv, mert nem injektiv.

A ~ leképezés injektiv. Ez elsére furcsanak ttinhet, mert az 2 fiiggvény a nem injektiv fiiggvé-
nyek alap példaja szokott lenni. De figyeljiik meg, hogy az értelmezési tartomanyt most meg-
szoritottuk a pozitiv valés szdmok halmazara, és ott mar teljesiil, hogy kiilonb6z6 elemek képe
kiilénb6z6, mert a pozitiv valés szamok halmazan az 22 egy szigortian monoton névé fiiggvény.
Nem sziirjektiv, mert pl. a —1 nem all el képként. Nem bijektiv, mert nem sziirjektiv.

1.5.2. Feladat. Vizsgaljuk meg, hogy az alabbi leképezések injektivek-e, sziirjektivek-e, illetve
bijektivek-e. (A feladatokban H jeloli a sikbeli nemelfajuld haromszogek halmazat és E jeloli az
emberek halmazat.)

(a) a: R = R, za = 12,
(b) 8: R — RTU{0}, 28 = 22,
(c) v={(z,y): v anyja y} CE X E,
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0 = {(z,y): az x haromszog keriilete y méter} C H x R,
€ =3
(NN, nC=|n—3/+1,
n: N — N, n— n pozitiv osztéinak szama,
0:ZX7Z—7Z, (v,y) —x+vy,
122 =7 X7, x— (x—1,1),

1, ha z =1,

r—1, hax>1.

(~ eredmény: 2.5.2)

1.5.3. Feladat. Adjunk minél egyszertibb példéat olyan leképezésre, amely

(a)
(b)
()
()

nem sziirjektiv,

sziirjektiv, de nem bijektiv,
injektiv, de nem bijektiv,
bijektiv.

Igazoljuk is a fenti tulajdonsagokat!

(~ eredmény: 2.5.3)

Kidolgozott feladat. Ellenérizziik, hogy az
a:R—=R, zaa =bdx + 2

leképezés bijektiv, és adjuk is meg az inverzét.

Megoldas. A bijektivitas ellen6rzéséhez az injektivitast és sziirjektivitast fogjuk kiilon-kiilon
bizonyitani. Az injektivitashoz azt kell bizonyitanunk, hogy xa = ya esetén x = y. Tehéat
5+ 2 = by +2-bél kell z = y-t kapnunk. Ez nem nehéz, a szokasos egyenletrendezési mérleg-elv
hasznalataval:

x+2=59+2 = dHr=59y = T=1y.

A sziirjektivitas bizonyitédsahoz azt kell megmutatnunk, hogy az R halmaz minden eleme elGéll
képként. Ehhez legyen y € R tetszbleges, 6t akarjunk képként elGallitani. Taladlnunk kell olyan
z € R elemet, melyre xa = y, azaz

br+2=y. (1.1)

Ezt a lineéris egyenletet kell tehat xz-re megoldanunk, mely nem nehéz, x = de adodik. Azt

kaptuk tehat, hogy az y értéket az o leképezés felveszi az 1/5;2 helyen, tehat sziirjektiv. Készen
vagyunk tehat a bijektivitds bizonyitasaval.

Az inverz meghatéarozasédhoz (altalaban is) az ya = = egyenletet kell megoldanunk y-ra, mely
lényegében (1.1) — csak x és y szerepét feleseréltitk. Tehat y = £=2 adodik. Az o leképezés

5
inverze tehat
=i 1 _r—2
a tR—=R, za " = o
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1.5.4. Feladat. Ellendrizziik, hogy az alabbi leképezések valoban bijektivek, és adjuk meg az
inverziiket.

(a) : R =R, za =3z —1,
(b) B: Rt = RY, 28 = (x +2)* — 4,
(c) v: RT = RT, oy = (2x +1)2 — 1.

(~ eredmény: 2.5.4)

Kidolgozott feladat. Adjunk meg bijekciot az (1;2) és (—5;22) nyilt intervallumok kozott.
Megoldas. Két nyilt intervallum ko6zott mindig bijekciot létesithetiink egy lineéris fiigvénnyel,

mely

za=ar+b (1.2)
alaki, ahol a,b € R. Mar csak meg kell taldlnunk az a és b értékeket. Ezeket az intervallumok
végpontjaihoz igazitjuk. Leképezésiink legyen mondjuk «a: (1;2) — (—5;22). Nyilvan, ekkor
annak kell teljesiilnie a végpontokra, hogy la = —5 és 2a = 22. Ezen 0Osszefiiggésekbdl, (1.2)-t
felhasznalva, a kiovetkezd egyenletrendszer adodik:

a-1+b = =5,
a-24+b = 22.

Egy ilyen egyenletrendszert tobbféleképpen megoldhatunk. Most kézenfekvs lehet az els6 egyen-
let kivonasa a masodikbol, melybdl azonnal a = 27 adédik, ahonnan, mondjuk az elsé egyen-
letbdl, b = —32. Egy megfelel§ bijekci6 tehat

a: (1;2) = (=5;22), xa =27z — 32.

1.5.5. Feladat. Adjunk meg bijekciot a kivetkezé halmazok kozott, azaz igazoljuk, hogy a hal-
mazok szamossaga megegyezik.

(a) (0;1) és (—2;3),  (b) (1;6) és (4;7), (c) (0;1) és R, (d) Rés RT.
(~ eredmény: 2.5.5)

Kidolgozott feladat. Dontsiik el, hogy megadhatéo-e A — B bijektiv leképezés, azaz
megegyezik-e az A és a B halmaz szamosséaga.

(a) A=R\Qés B=27,
(b)) A=Q\Nés B=12Z,
(c) A=R és B =N,

Megoldas. Az ilyen feladatokat mar nem bijekciok megadasaval, illetve nemlétezésiik bizonyita-
saval oldjuk meg, hanem a feladatban szerepl6 nevezetes halmazok szamossagaira fokuszalunk.
Akkor és csak akkor létezik ugyanis bijekcié két halmaz kozott, ha a szamossaguk megegyezik.
Az elméletbdl tudjuk, hogy a feladatban szerepls, nevezetes halmazok szamossaga




26 1. FEJEZET. FELADATOK

IN| = |Z| = |Q| =Ny, és |R| =c.

Tovabba sokszor hasznalhato ezeknél a feladatoknal a szamossagaritmetika alaptétele: legyenek
C és D halmazok gy, hogy legalabb az egyik végtelen (és a masik nem {ires), ekkor

|C'UD| =|C x D| = max{|C], |D|}.

Az (a) részbeli A = R\ Q halmaz szamossaga ,,c — N alakt. Altalaban, ha az o > Rg és 3
szamossagokra o > B teljesiil, akkor az ,,a — 7 alakil szamossidgok mindig a-val egyenlGek.
Ennélfogva |A| = ¢, és mivel |Z| = o, igy a valasz NEM; nem létezik A — B bijekci6 az (a)
feladatrészben.

Masik megoldas: |[(R\ Q) UQ| = |R| = max{|R \ Q|,|Q|} a szamossagaritmetika alaptétele
szerint. Valamint tudjuk, hogy |R| = ¢ és |Q| = Ng, tehat R \ Q szdmosaga nem lehet Xy. Igy
nem létezik bijekcio A =R\ Q és B = Z kozott.

A (b) részre térve, az A = Q \ N halmaz szamossaga ,,Rg — Rg” alaki. Altalaban az o — a
(ahol «r egy tetszileges szamossag) alaku szamossagokrol csak annyit tudunk, hogy kisebb vagy
egyenlGek, mint «, azaz jelen esetben |A| < Xy, mely egyébként is eléggé trivialis. Konnyt latni
azonban, hogy a Q \ N halmaz végtelen elemszamu, és mivel a legkisebb végtelen szamossag R,
ezért |A| > Ny. Az |A|-ra eddig kapott két egyenl6tlenséget osszevetve Ry < |A| < Ny, melybdl
adodik, hogy végig egyenldség &ll fenn, azaz |A| = Ry. Mivel Z-nek is Xy a szamossaga, igy a
valasz IGEN, létezik bijekcié a (b) részben.

A (c) részbeli N9 ugyebar N x N x --- x N egy 100 tényezs szorzat. A szdmossagartimetika
alaptétele szerint |N x N| = max{Rg, No}, ahonnan

Yol

‘NmO’ = max{No, ey No} = No.

A valasz a (c) feladatrészben tehat NEM; nem adhaté meg bijekcio, hiszen |R| = c.

1.5.6. Feladat. Dontsiik el, hogy megadhato-e A — B bijektiv leképezés, azaz megegyezik-e az
A és a B halmaz szamossaga.

() A=N, B=17, (b) A=N, B=Q, (c) A=7Z, B=R,
(d) A=Q\Z B=N, (e) A=R\Q, B=12Z, (f) A=ZxQ, B=R,
(g) A=N3, B=12, (h) A=Q% B=N?, (i) A=R2 B =178

(~ eredmény: 2.5.6)

1.5.7. Feladat. Képzeljiink el egy szallodat, amelynek megszamlalhatéan végtelen sok szobéja
van, de mar minden szoba foglalt.

(a) Egy ujabb vendég szeretne megszallni a szallodaban. Hogyan tud a portas helyet biztositani
neki?

(b) Ujabb 999999 vendég érkezik. Hogyan lehetne ket elszallasolni?

(c) A szomszéd utcaban 1évs hasonlo végtelen szallodaban tiiz iitott ki, és onnan mindenki ebbe
a szalloddba menekiil. Hogyan tudja 6ket elhelyezni a portas?

(~ eredmény: 2.5.7)
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1.6. Komplex szamok & Polinomok

Kidolgozott feladat. Kanonikus alakban szamolva adjuk meg a

(2+0)((1 — 3i) + (=2 + 40))
—3+i+|3— 4

komplex szam kanonikus alakjat.

Megoldas. Kiilon-kiilon kiszamitjuk a nevezdt és a szamlalot is kanonikus alakban, majd a
szamlalot és a nevez6t is megszorozzuk a nevezd konjugéltjaval, és igy megkapjuk a tort kano-
nikus alakjat.

C+a)((1—30) + (—2+4)) R+ (=143 2 (D) 4+2-i+i-(=1)+i-i
340+ |3 — 4if 34/ (42 2—i
_ S34i_ (3+)@+d _ -7-i_ 7 1
- 2—4i  (2-9)(2+49) 5 5 5

1.6.1. Feladat. Kanonikus alakban szamolva végezziik el a kovetkezd miiveleteket, adjuk meg a
végeredmény kanonikus alakjat:

(a) 2019 (b) 22, (©) (3:+5)(2 i),
(d) (C6T 07 +4—8) -4, (¢) | =3+ 4i|- (=3 — 1), g)?}%,
1+3i (=2 +31)(8 +1) .. Re(3+ 5i) — (4 — 2i)

() (h)

(—4—Ti)(1—i) (i) (3—2i) + Im(6+i)
(~ eredmény: 2.6.1)

3+ 2i

1.6.2. Feladat. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket a komplex szamok halmazéan, a megoldasokat
kanonikus alakban adjuk meg:

(a) (1 - 3i)z =13 — 93, (b) 3= 2i- 2+ (—1+5i) =2, (c) 2%+ |2 = 8 + 6i,
(d) 2% =1, (e) 22 = —15+ 8, (f) 22 =5—12i.
(~ eredmény: 2.6.2)

Kidolgozott feladat. Hatarozzuk meg a 3 + v/3i komplex szam trigonometrikus és exponen-
cialis alakjat.

Megoldas. A szam abszolutértékének kiemelésével kezdjiik, amely

32+ (V3)2=v12=V4-3=2V3.
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Tehat a kiemelés:

- 3 V3 _ V3,1
3+\/§Z—2\/§<2\/§+2\/§z>—2\/§<2 —1—2z>.

Olyan « szoget keresiink, amelyre cosa = § és sina = % Ez a sz6g o = %, tehat a keresett
trigonometrikus- és exponenciélis alakok rendre

2\/§ (COS% + ¢sin %) és 2\/§e%i.

1.6.3. Feladat. Abrazoljuk az alabbi kanonikus alakban megadott komplex szamokat a Gauss-féle
szamsikon, és irjuk at trigonometrikus és exponencialis alakba ezeket:

(a) 37 (b) _57 (C) iv
(d) —4i, (e) V2+2i, (f) 114,
(g) 1—/3i, (h) —v/3 —1, (i) —3 + V/3i.

(~ eredmény: 2.6.3)

1.6.4. Feladat. Abrazoljuk az alabbi trigonometrikus vagy exponencialis alakban megadott komp-
lex szamokat a Gauss-féle szamsikon, és frjuk at kanonikus alakba ezeket:
(a) 2(cos0+ isin0), (b) 357, (c) 2e7,

57 »

(d) v2(cos & + isin 3T), (e) cos T +isin T, (f) es?,

() 2(cos 3 + isin 2F).
(~ eredmény: 2.6.4)

Kidolgozott feladat. Trigonometrikus (vagy exponencialis) alakkal szamolva hatarozzuk meg
az (1 —4)?"22 komplex szdmot kanonikus alakban.

Megoldas. Az 1 — i komplex szam abszolatértéke /2, tehét

N é))“ _ (ﬂ (“f - f))o _

o 7\ \ 2022 - 7\ 2022
= <\f2 (0034 + isin 4>> = (V/2)2022 (cos4 + isin 4> =

91011 (COS 202%1 TT L in 20231 : 77r> ‘

Ez mar trigonometrikus alak, de a szoge nincsen 0 és 2w kozott, ezért a kanonikus alakra
véltéshoz fel kell hasznélnunk a cos és sin fiiggvények 2r-periodicitasat. Mivel 20227 — 3538, 5 =
3538 + % (és 3538 paros), ezért a fenti szamolést befejezhetjiik:




1.6. KOMPLEX SZAMOK & POLINOMOK 29

2022 -7 2022 -7
21011 <cos TW + ¢sin 47r> — (cosg + ¢sin g) = 21011 (0 4 14) = 210114,

1.6.5. Feladat. Trigonometrikus vagy exponencialis alakkal szamolva hatarozzuk meg az alabbi
miiveletek eredményét, majd adjuk meg az eredmény kanonikus alakjat is:

() (V3 —14)(2—2v3i), (b) (=2 = 2i)(=5 + 50), (c) ',
(d) (VB —0)7, (e) (1+1)12, (£) (=3 —3v/3i)12.

(~ eredmény: 2.6.5)

1.6.6. Feladat. Adjuk meg trigonometrikus és kanonikus alakban a kévetkezd gyokvonasok ered-
ményét.

(a) V9, (b) v/—4, (c) Vi,

(d) v—=16i, () vV—15 + &i, () V2 + 2v/3i,

(8) V=, (h) /=i, () VST 8

(~ eredmény: 2.6.6)

Kidolgozott feladat. Hatérozzuk meg az x*+2%—6 polinom gyokeit, gyoktényezss felbontésat.

Megoldas. Vegyiik észre, hogy a vizsgalandé polinom olyan, hogy y = x2 helyettesitéssel az
y? + y — 6 polinomot kapjuk, mely masodfoki, igy konnyen tudjuk kezelni. Hatérozzuk meg
ennek a gyokeit:

ppo TLEVIZLCEO 145,

s 2 -2 '

tehat y?+y—6 = (y—2)(y—(—3)), melybe az y = 22 6sszefiiggést visszahelyettesitve z44+22—6 =
(22 —2)(2%+3) adodik. A kapott tényezdk méasodfokiak, az els6 gydkei +1/2, a méasodik polinom
gyokei, azaz az 2 + 3 = 0 egyenlet megoldasai a v/—3 = £+/3i.
Azaz a gyokok v2, —v/2, V/3i, és —/3i. A gyoktényezss felbontés pedig

(2 — V2)(z — (—V2))(z — V3i)(z — (—V/30)) = (z — V2)(z + V2)(x — V3i)(z + V/30).

1.6.7. Feladat. Hatarozzuk meg a kévetkezd polinomok gyokeit. Adjuk meg a gyoktényezss fel-
bontasukat is.

(a) 2% + 1, (b) @? + 6z + 10, (¢) ? + 2ix — 1,
(d) 23 +38, (e) z* + 922, (f) * — 16,
(g) z* + 182% + 81.
(~ eredmény: 2.6.7)
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Kidolgozott feladat. Lagrange-interpolaciéval adjunk meg egy polinomot, melyre illeszkednek
az A(-2,9), B(—1,5), C(0,3), D(1,9) és E(2,29) pontok.

Megoldas. El6szor hatarozzuk meg az Lo, L1, Lo, L3, L4 polinomokat. A feladatban: ¢ = —2,
61:—1, C2:O, 63:1, C4:2éSdQ:97 d1:5, d2:3, d3:9, d4:29. Ezért

b = e ey = 7+ Dot~ D=2,
o= freboalbooeoe) | Lo,
L = st Il Gl - e+ 2)a+ e = 1) =2)
B = e ey = 5@ 2+ D —2)
L = e e e = @ Vet el

igy egy, a feladat feltételeinek eleget tévs polinom az L = doLo+ di L1 +doLo +dsLs + dyLy =
x3 + 422 + z + 3. (Ld. 1.1. 4bra.)

-2 -1 r 1 2

1.1. abra. Az A, B, C', D, E pontok és az L polinom

1.6.8. Feladat. Lagrange-interpolacioval adjunk meg egy polinomot, melyre illeszkednek a kovet-
kez& pontok:

(a) A(=1,1), B(2,4), C
(b) A(1,3), B2,8), C(4
(c) A(=1,2), B(0,0), C(

(3,9),
12),
1,4), D(4,0).

(~ eredmény: 2.6.8)
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1.7. Matrixok, determinansok & Matrixok sajatértékei

Kidolgozott feladat. Legyen

11 1 2 0 3
A= ( 3 9 > , B=|0 -2], C=14 -2
-3 3 2 -2
Szamitsuk ki az AB és az 2ABT + CT méatrixokat.

Megoldas. Fontos fejben tartanunk, hogy a méatrixmiveletek nem minden esetben végezhet&ek
el. Az AB szorzassal gond is van, ugyanis egy (2 x 2)-es matrix Osszeszorzasat kéri egy (3 x 2)-
essel. Ez nem végezhetd el. A méasodik kifejezés azonban elvégezhetd.

Milyen sorrendben végezziik a matrixmiveleteket egy bonyolultabb kifejezésben, mint mondjuk
a feladatban 1évé masodik? Pontosan olyan sorrendben, mint ahogy szamoknal megszoktuk
algebrabol: elGszor a kitevGkben jelolt miiveleteket (beleértve a transzponlast) végezziik el, majd
a szorzasokat, végiil az Osszeadasokat.

A transzponalasra talan gy a legkonnyebb gondolni, hogy a sorokbdl oszlopok lesznek, tehéat

1 0 -3 0 4 2

T _ T _

B_<2—2 3)’ C_<3—2 —2>'

Végezziik most el az ABT métrixszorzast. A definicié alapjan

BT — 11 1 0 -3\ (1-1+1-2 1-04+1-(-2) 1-(-3)+1-3

- 3 2 2 -2 3 S \3:142:-2 3:-0+2-(—=2) 3-(-3)+2-3
_ 3 =2 0
B 7 -4 -3 )°

A szammal val6 szorzast elemenként végezziik, azaz

v (3 -2 0\ _ (6 —4 0
24B 2(7—4 -3 ) " \14 -8 —6)

Maétrixok Osszeadéasat szintén elemenként végezziik, tehét

r oo (6 -4 0 0 4 2) (6 0 2
2““BJFC_(M —s —6) " \3 —2 —2) =17 —10 -8}

1.7.1. Feladat. Legyen

1 0 -2 13 -1
A—(z -1 3)’ B_(QO 1)’ e

Szamitsuk ki a kovetkezd matrixokat:
(a) A+ B, (b) 34, (c) BT,
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(~ eredmény: 2.7.1)

1.7.2. Feladat. Legyen

1 3
1 2 1 -1 2
A‘(3 0)’ B_(:s 1 1)’ C=|{-114

0 2
Szamitsuk ki a kdvetkezé matrixok koziil azokat, amelyek 1éteznek:
(a) 24, (b) A+ B, (c) B+CT,
(d) BA, () BC, () CB,

(g) AB+2CT.
(~ eredmény: 2.7.2)

Kidolgozott feladat. Hatarozzuk meg a kévetkezd determinanst.

-3 2 =3 2
1 1 -3 0
3 o5 -—10 2
2 -3 8 -4

Megoldas. Atalakitasokkal dolgozunk, a 2. sort nullazzuk ki az 1. elemével

-3 2 -3 2 -3 5 —-12 2
1 1 -3 0] 0-01 |1 0 0 0 | kifejtés 1 (1) g __112 ; Sa—51
3 5 —10 2|0s43x01 |3 2 -1 2| 2sor 5 14 4| St2xs
2 -3 8 —4 2 -5 14 —4
5 —12 2| B
(-1)-]-3 11 o] 4L (—1)-2-‘ 53 _1110‘ = 50
5 10 0 3. oszlop
1.7.3. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkez6 determinansokat:
4 2 9
@ |2 o) |2 ‘31\, @6 -1 -2,
0 1 3
2 -1 3 1 00 ; _12 (1) _01
(d)|0 -2 4 (e) |[-1 2 0], () ,
-3 5 6 -2 35 2 8 2
0 0 1 3
11 -1 3 2 -3 21
20 1 =2 -2 2 1 2
© 13 0 1 4 @1 5 9 1 3
12 2 0 -3 2 11

(~ eredmény: 2.7.3)
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1.7.4. Feladat. Hatérozzuk meg az a = (1,2, -3), b = (2,1, —4) és ¢ = (1,0, 3) helyvektorok &ltal
kifeszitett paralelepipedon térfogatéat.
(~ eredmény: 2.7.4)

1.7.5. Feladat. Adjuk meg az x értékét gy, hogy teljesiiljon az

1 3 -4
2 0 31=28
1 -1 =«

egyenlGség.
(~ eredmény: 2.7.5)

1.7.6. Feladat. Legyen A = (1 -1 3). Hatarozzuk meg az A - AT és AT . A szorzatmatrixok
determinénsat.
(~ eredmény: 2.7.6)

Kidolgozott feladat. Hatarozzuk meg az

A=

N O W
o ot O
w O

méatrix sajatértékeit.
Megoldas. A sajatértékek a karakterisztikus polinom gyokei. A karakterisztikus polinomot a

3—=x 0 7
|[A—zE|=| 0 5—2 0
7 0 3—x

deterimans (a foatléban kivonunk z-et) kiszamitaséval kapjuk. Altaldban egy n x n-es matrix
karakterisztikus polinomja n-edfokti. Ez mér 3 x 3-as esetben is megnehezitheti a gyokok ki-
szamitasat, hiszen a harmadfoki egyenleteket nehéz megoldani. Ezért az ilyen determinansok
kiszamitasanal arra kell torekedni, hogy az eredményt minél inkdbb szorzat alakban kapjuk.
Jelen determinansunkat csak akkor kapjuk szorzatalakban, hogyha a masodik sor vagy oszlop
szerint fejtiink ki. Ekkor kapjuk:

3—x 7

6-2) 7% 5| -6-oE-2-w),

mely mésodik tényez§je masodfoki, igy, példaul, a jol ismert megoldoképlettel megkereshetsk
gyokei: —4 és 10. Mivel az els6 tényez6bdl x = 5 adodik, igy a méatrix harom sajatétéke: —4, 5
és 10.

1.7.7. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi val6s métrixok sajatértékeit.

W (7)) o (7)) w() @ i = § ,

=}

W



34 1. FEJEZET. FELADATOK

3 1 =5 -5 0 0 4 -1 1
© [0 3 —5], (=51 5], @ o 6 —2
01 -2 —4 3 -1 0 1 3

(Ld. 1.8.6. Feladat.)
(~ eredmény: 2.7.7)

Kidolgozott feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd méatrix inverzét.

1 0 -2
A= 2 1 -2
-3 3 11

Megoldas. A megoldashoz a kiindul4si matrixunk mellé irjuk az egységmétrixot:

1 0 —-2|1 0 0
2 1 =2|0 1 0
-3 3 110 0 1
Célunk — melyet Gauss-eliminéciéval fogunk elérni —, hogy a bal oldalon megjelenjen az egy-

ségmatrix. Ekkor a jobb oldalon a keresett inverz lesz. El6szor lefelé nulldzunk.

1 0 -2/1 0 0 10 —2/1 00
29 1 —2(0 10 |%Z (01 2|-2 1 0 |F=2%
33 11|00 1/)%™9 03 5|3 01

10 =211 0 0

01 2|-2 1 0

00 -1]9 -31
Lefelé készen vagyunk a nulladzéssal, most felfele is nullazunk, hogy csak a f6atloban maradjanak
nemnulla elemek.

10 —2/1 0 0 10 0|=17 6 =2
01 20-2 1 0|25 (01 0|16 -5 2 | L%
00 -1]9 -3 1/)52%\0go0 -1] 9 -3 1
10 0[-17 6 -2
0 10|16 -5 2
00 1|-9 3 -1
A Kkeresett inverz tehat
17 6 -2
At=116 -5 2
9 3 -1

Definicié szerint AA™! = E, igy a szorzat kiszamolasaval konnyen ellendrizhetjiik, hogy helyes-e
az eredmény.

1.7.8. Feladat. Adjuk meg a kovetkezs matrixok inverzét Gauss-eliminacio segitségével:
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1 2 =3 4
1 3
@ (5 5) ) ( [ 131), © ( ;1).

(~ eredmény: 2.7.8)
1.7.9. Feladat. Teljesiilnek-e az alabbi egyenlségek tetszéleges A, B (n x n)-es matrixok esetén?

N O =
Ut = W

(a) (A—B)(A+ B) = A* — B2, (b) (AB)T = ATBT,
(c) ATA™ = A", (d) (AB)"' =B1A™L.
(~ eredmény: 2.7.9)
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1.8. Linearis egyenletrendszerek & Vektorterek

Kidolgozott feladat. Oldjuk meg Gauss-eliminaci6 segitségével az alabbi linearis egyenlet-
rendszert.

—2x7 — 4dxo + 4dx3 — ry = —4
261 4+ 4xy — xr3 + 5v4 = 10
—3r17 — 6x9 4+ bxg — 1llzy = =8

Megoldas. Az egyenletrendszer bévitett matrixaval fogunk szdmolni, mely egyiitthatoibol all:

-2 -4 4 -8 |4
2 4 -1 5 10
-3 -6 5 —11]-8

Gauss-eliminéciot fogunk végezni, azzal a céllal, hogy végiil minden (kivéve az els6t) sor tobb
nullaval kezd6djon, mint a folotte 1évs. Az elsG oszlopot tekintve tgy tiinhet, hogy tortekkel
kell majd szamolnunk, mely konnyen elszamolashoz vezethet. Ez azonban jelen esetben két-
féleképpen is elkeriilhets. A két modszer kozil az egyik altalanos(abb), azaz (szinte) mindig
alkalmazhato (feltéve, hogy racionalis szamokbol all a matrixunk).

Az ad hoc modszer annak az észrevételén alapul, hogy méatrixunk els6 soranak elemei mind-
annyian oszthatoak kettével. Az els§ sor 2-vel val6 osztasa tehat nem vezet ki az egész szamok
komfortos korébsl. Ezutéan a bal fels6 elem —1 lesz, mellyel konnyen nulldzhatjuk az alatta 1évé
elemeket. Vegylik észre, hogy ez meglehetsen esetleges volt, ugyanis altaldban semmi nem ga-
rantalja, hogy az els6 (vagy akarmelyik) sort hasonloan leoszthatjuk — az egész szamok korében
maradva. Ez a tény okot ad arra, hogy altalanosabb moédszer utan nézziink.

Altalaban a kovetkez6t tehetjitk. Azon kinullazandé elemek sorat, melyek kinullazasa tortszé-
mokhoz vezetne, felszorozzuk. Ugy, hogy a nullazé és a nullazandé elem legkisebb kozos tobbszo-
rose jelenjen meg a nulldzandé elem helyén. Jelen métrixunk els6 oszlopa esetén a —3 kinullazasa
okozna tort szamokat. Marmost 2 és 3 legkisebb kozos tobbszordse 6, ennélfogva gy indulunk
el, hogy az utolsé sort 2-vel szorozzuk — hogy —6-al kezd&djon.

9 4 4 -8 |-4 9 4 4 -8| -4
9 4 -1 5 |10 | 2= 2 4 -1 5 |10 Sz+51
3 -6 5 —11|-8 6 —12 10 -22|—16 ) 3%
2 4 4 -—8|-4 2 4 4 -8 -4
0 0 3 -3|6 |25 0 0o 3 —3| 6 |32
0 0 -2 2 |-4 0 0 -6 6 |—12
_02 _04 g :g _64 /3 (-2 —4 4 -8|—4
Lo o0 1 -1 2

0 0 0 0] O0

Elértiik célunkat, a sorok egyre tobb 0-val kezd&dnek. A sorok els§ nemnulla elemeihez tartozo
valtozok, azaz x1 és x3, a kotott valtozok, a tobbi, azaz x9 és x4 a szabad valtozok.
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Az egyenleteket alulrol felfelé sorra véve kifejezziik a kotott valtozokat a szabad valtozok segit-
ségével. A legalso egyenlet x3 — x4 = 2, melybdl a kotott valtozot kifejezve xg = 2 + x4 adodik.
Eggyel feljebb, a —2x1 — 4x9 + 423 — 8x4 = —4 egyenlet két kotott valtozot tartalmaz, de ezek
koziil az egyiket mar kifejeztiik a szabad valtozok segitségével. Ezt felhasznélva

—2x1 — 420 +4(2 + x4) — 8x4 = —4

adodik, melybél 1 = 6 — 229 — 224.
Osszegezve, a megoldast:

To, x4 ER, 1 =6 — 219 — 214, T3 =2+ x4,
vagy vektoros formaban

(6 — 2xo — 224, T2, 2+ T4, x4), T2,T4 €R.

1.8.1. Feladat. Oldjuk meg Gauss-eliminéci6 segitségével az alabbi linearis egyenletrendszereket.

a—b+u =
a+c—v =
b+v+w =

W N =

r1 + 229 + brs = -9 4r;y + 4dxz9 + bx3 = 6
(a) rn — 22 + 3wz = 2 (b) rn + x2 + 23 = 3
3.131 — 6]}2 — r3 = 25 7131 + 73)2 + 81’3 = 10
T + 21’2 - r3 = 6 r + 2[[’2 - 31’3 = 4
(C) ry + 3.’132 + 2@'3 = 1 (d) 2113’1 + 61’2 — 7.’133 = 11
3r1 + 4z — Txg = 24 —5x1 — 6xy 4+ 1323 = —-14
r1 — To + 3[E3 = —4
(e) re + 23 = 3
2$1 — Ty + 8333 = -3
ry + 31‘2 — 41]3 + x4 = 1
(f) 2£L'1 + 61‘2 — 7133 + x4 = 6
—3ZE1 — 91’2 + 101’3 — T4 = —11
—31’1 — 6132 + 51‘3 — 111’4 = =8
(g) 2]31 + 41‘2 — T3 + 51’4 = 10
T + 21‘2 - T3 -+ 3ZL'4 = 4

(~ eredmény: 2.8.1)

Kidolgozott feladat. Dontsiik el, hogy a

(3,0,1), (1,2,3), (—-1,0,1), (0,3,1)

vektorrendszer linearis fiiggetlen-e, illetve generatorrendszert, bazist alkot-e az R? vektortérben.
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Megoldas. Egy vektorrendszer tn. rangjdt megkaphatjuk, ha a vektorrendszert egy maétrix
soraiba irjuk, majd 1épcsss alakra hozzuk a méatrixot Gauss-eliminéacioval. Az igy kapott mat-
rixban a (nemnulla) sorok szdma a vektorrendszer rangja. A rangbél mar minden (a feladat
altal feltett) kérdésre valaszolhatunk, ugyanis a vektorrendszer

e linearisan fiiggetlen <= rang — vektorrendszer eredeti elemszama (azaz hany darab
vektor volt eredetileg), jelen feladatban 4;

e generatorrendszer <= rang — vektortér dimenzioja (azaz hany komponenstiek a vekto-
rok), jelen feladatban 3;

e bazis <= fiiggetlen és generatorrendszer egyszerre.

Szamitsuk ki tehat a vektorrendszeriink rangjat!

3 01 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3 sorcsere 3 0 1 So—351 0 -6 -8 ﬁ 0 -6 -8 S3+Ss
-1 0 1 -1 0 1 S3+51 0 2 4 2xS, |0 6 12| s4+8,
0 3 1 0 3 1 0 3 1 0 6 2

1 2 3 1 2 3

0 -6 —8| [0 —6 —8_>(1)_26 _38

0 0 4 0 0 4 0 0 4

0 0 —6 0 0 O

A rang tehat 3. Innen vektorrendszeriink:
linearisan fiiggd, ugyanis 3 # 4;
generatorrendszer, ugyanis 3 = 3;

nem bézis, ugyanis nem linedrisan fliggetlen.

1.8.2. Feladat. Dontsiik el, hogy a kévetkezs vektorrendszerek linearis fiiggetlenek-e, illetve ge-
neratorrendszert, bazist alkotnak-e a megfelel6 R™ vektortérben.

(a) a=(-2,4),b=(1,-2),

(b) a= (1, > ,4), b=(3,5,1),

(C) Q:(1727_3>7l_7:(4 O)) :( ;0 )

(d) Q:(l,—2,4),b:(2,—3,1),g:( 4 5,5),

<e> a = (1’274)7 b= (3’571)7 c= (473 )7 d= (_1747 _3)7
(f) a = (1a27_1)7 l_): (371’4)7 c= (2a37_1)7

(g) a = (17_27374)7 I_): (07 _37172)7 c= (2 4 5 9)

(~ eredmény: 2.8.2)

1.8.3. Feladat. Az x valos paraméter mely értékeire alkotnak, a megfelel6 R™ vektortérben, az
alabbi vektorok linearisan fiiggs, illetve linearisan fliggetlen vektorrendszert?

(a) a=(2,3), b= (z,-6),

(1,-4,3,2), b= (—1,4, -2, —4), ¢ = (3,12, z, 10),

(— 1, —3,2,1,—1),b=(-2,-8,7,3,—1), ¢ = (1,9, —11, -4, 2),
(1,—1,2), b= (2, —1,—1), c = (1,0,2%), d = (2.~ 1,2 + 4).

<>é
(c) a
(d) a

(~» eredmény: 2.8.3)
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Kidolgozott feladat. Adjuk meg az (1,2,3) € R3? vektor koordinatasordt az (1,0,1),
(1,—-2,-1), (2, -2, 3) bazisban.

Megoldas. A koordindtasor meghatarozasahoz meg kell keresniink azokat az 1, xs, 3 egylitt-
hatokat, amelyekre x1 - (1,0,1) + 29 - (1, -2, —1) + 23 - (2,—2,3) = (1,2,3). A beszorzast és az
Osszeadast elvégezve a komponensek egyenl&ségébdl az alabbi linearis egyenletrendszert kapjuk.

1 1 2 |1
0 -2 2|2
1 -1 3 |3

Megfigyelhetjiik, hogy a bdvitett matrix oszlopai éppen a feladatbeli vektoraink. A linea-
ris egyenletrendszer megoldéaséaval megkapjuk a koordinatasort, jelen esetben (x1,x2,z3) =
(2,—1,0). (A megoldashoz vezet§ szamitast most nem részleteztiik.) A bazis tulajdonsagai mi-
att ezek az egyilitthatok egyértelmiien meghatarozhatok, azaz koordindtasor kiszdmolasanél a
megfelels lineéris egyenletrendszernek mindig pontosan egy megoldasa lesz.

1.8.4. Feladat. Adjuk meg a v € R3 vektor koordinatasorat az R?® valés vektortér megadott
bazisaban.

(a) v=(1,—1,2), bazis: (1,2,3),(=1,1,-2),(0,2,1),
(b 2,, 1), bazis: (—4,—2,2),(1,2,4),(~1,3,9),
(c ,—1,1), bazis: (1, — 1,3),(2, 1,4),(3, 1,4),
(d 3,7

27 )7bé“ZiS'( 9 7 7)7( 57 ) ) ( ) a5)7
, 1), bazis: (4,6,7),(—3,5,7),(2,5,6).

(~ eredmény: 2.8.4)

1.8.5. Feladat. Hatarozzuk meg hany dimenzios a kévetkezd homogén linearis egyenletrendszerek
megoldéstere, valamint adjuk meg a megoldastér egy bazisat.

T+ x5 — 223 =0 T1+ 29 +2x3=0

(a) :1:1—3:2—91:3:() (b) £K1—.CC2—.1'4:O

201 — 3x3 =10 1+ 2294+ 323 =0
$1+l’4:0 $1—2$2+3$3—2l’4+$5:0
(c) 1+ 229 +253 =0 (d) —T1+ Ty — 23+ T4+ 205 =0
2ZE2+I’3—{[’4:0 $1-3I’2+5I3-3[L‘4+4l‘5:0

(~ eredmény: 2.8.5)

Kidolgozott feladat. Adjunk meg az

A=

— O
N W N
= O =

matrix A = 3 sajatértékéhez tartozo sajatalterében egy bazist.
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Megoldas. A kovetkez6 homogén linearis egyenletrendszert kell megoldanunk.

4—3 0 1 0 1 0 1]0
(AT—)\E|0): 2 3—-3 2 0 |l=1202(0]]—=(101]0)
1 0 4—-31|0 1 0 1]0
T9 és x3 szabad valtozok, xq kotott, és 1 = —x3. Végiil a szabad valtozokba a standard bézist

helyettesitjiik.

T2 x3 (_.'L',?,, €2, $3)
110 (0,1,0)
1| (—Lo0,1)

Egy lehetséges bazis tehat: (0,1,0), (—1,0,1).

1.8.6. Feladat. Adjunk meg az A matrix A\ sajatértékéhez tartozo U, sajatalterében egy bézist.
(Ld. 1.7.7. Feladat.)

-5 -3 —6 4
@a=(7 3= ma= (25 5)A--2
1 0 O 3 1 =5
() A=[1 -2 0], A=—2 d) A=[0 3 5], r=3,
2 4 3 01 -2
-5 0 0 4 -1 1
) A=|-51 5 |, r=4, M A=[0 6 —2| r=4
—4 3 -1 0 1 3

(~» eredmény: 2.8.6)



2. fejezet
Megoldasok
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2.1. Matematikai logika: Az itéletkalkulus elemei

2.1.1. Feladat. (a) BV, (b) BA(=C), (¢) =A, (d)B—C, (¢) B A

~» video: |1.1. Feladat: (a)—(b) és (e)

(~ vissza a feladathoz: 1.1.1)

2.1.2. Feladat. Az F formulanak nyolc darab részformulaja van: A, B, C, =B, =C, (-C) — B,
A vV (—\B) és F.

~ video: |1.2. feladat |

(~ vissza a feladathoz: 1.1.2)

2.1.3. Feladat. (c) A<« (BV ((-B)AC))

(~ vissza a feladathoz: 1.1.3)
2.1.4. Feladat. Az itéletek formalizaltjai az alabbiak.

) V B) = (CAD)
) A= (=BV (BAQ))
) (AN (—=B)) = (C + D)
) A< (-BV (BA())
) A< (BA(2C)A(=D))
) (AANB) — (C'V D)
)

)

)

)

)

~» videok: |1.4. Feladat: (a)|, |1.4. Feladat: (b),(g) és (h)

(~ vissza a feladathoz: 1.1.4)

2.1.5. Feladat. Az itéletek formalizéltjai és igazsagértékei az alabbiak.

(a) (FAAN-B) = (C< D)=h
(b) (AANB) = (C < (-DVE)) =1
(c) (ANB) = (C - (DVE))=h

~» video: |1.5. Feladat: (a)

(~ vissza a feladathoz: 1.1.5)


https://youtu.be/CzikYRA5V_U
https://youtu.be/5t5M6Z7exz8
https://youtu.be/vjx9iJ_-ySQ
https://youtu.be/vpSTJneOVjg
https://www.youtube.com/watch?v=NwC9oSYjpt4
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2.1.6. Feladat. Az (a) rész igazolasa:

(AANB - C=A - (B = (O)
VA A T /2 T A A
t ¢+ ¢ h h ¢t h ¢« h h
¢t h h 1 1 ¢t 1 h 11
¢t h h i h ¢t 1 h ¢ h
h h & 1 1 h i ¢ ¢ 1
h h @ i h h i ¢« h h
h h h i i h i h i i
h h h i h h i h ¢ h

A feladat tobbi részét is hasonléan lehet ellendrizni: fel kell irni az ekvivalenciajel két oldalan
lévs formulak igazsagtablazatat, és ellendrizni kell, hogy minden kiértékelésnél ugyanazt a logikai

értéket kapjuk-e.

~ videdk:

2.1.7. Feladat. (a) (1): (FAVB)—=C
2): (=A = C) A (B = C)
= (2)
A+ (-BA-C)
(BVCVA)A((-BV-C)— —A)

1)
(b) (1):
2):
£ (2)
1):
2):
)

(c) -A— (B<+ ()

(AV =CV B) A ((mAA=C) — —B)

(
(
(
(
(
(
(
1) =(2)

1.6. Feladat: (a)|,|1.6. feladat: (b)

(~ vissza a feladathoz: 1.1.6)

(~ vissza a feladathoz: 1.1.7)

2.1.8. Feladat. (a) Nem tautologia. (b) Tautologia. (¢) Nem tautologia. (d) Tautologia. (e) Tau-

tologia. (f) Tautologia. (g) Tautologia.

~ videdk:

1.8. Feladat: (a)|, |1.8. Feladat: (b)

(~ vissza a feladathoz: 1.1.8)

2.1.9. Feladat. Az F; formula (nem teljes) diszjunktiv normélforma, az F; : formula nem disz-
junktiv normalforma, az F3 formula teljes diszjunktiv norméalforma, az I formula teljes diszjunktiv

normalforma.

2.1.10. Feladat. A TDNF-ek az alabbiak:

~ video: |1.9. Feladat |
(~ vissza a feladathoz: 1.1.9)

(a) (A< B)AN(-C)=(AANBA-C)V (mAAN-BA-C),
(b) (mA) - (AAB)ANC=(AANBAC)V(AN-BACQ),
(¢) (AVB) = (=(C = B)) =(AAN=BAC)V(=AAN-BAC)V (mAAN-BA-C),


https://www.youtube.com/watch?v=OY4Pl2cw3KA
https://www.youtube.com/watch?v=h6OIScsfR-4
https://www.youtube.com/watch?v=UbCTRR8IOEI
https://www.youtube.com/watch?v=omkXdgc_JSo
https://www.youtube.com/watch?v=88Mj3rqhWXI
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(d) (AV(=B)) = (C <+ B)=(AABAC)V(AN-BA-C)V(=AANBAC)V(mAANBA-C)V
(mAAN-BA-C),

(e) (ANC)+ (A= (=B))V(AANB))=(AANBAC)V(AN-BACQ),

(f) (=(A—= B)) A (((nA) > C)V B) = (AN=BA-C).

~ videodk: |1.10. Feladat: (a)|, |1.10. Feladat: (c)
(~ vissza a feladathoz: 1.1.10)



https://www.youtube.com/watch?v=vmuFj8F8XFQ&amp;t=326s
https://www.youtube.com/watch?v=CBHFC8ew13A
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2.2. Matematikai logika: A predikdtumkalkulus elemei

2.2.1. Feladat. A  forditas” eredményei az alabbiak.

) A 7 péros szam.

) A 4 négyzetszam, és 12 nemnegativ.

) Minden szam 4-szerese oszthatd 2-vel.
) A 6-nak létezik paros osztoja.

) Minden 4-gyel oszthato szam péros.

)

)

)

)

(a
(b
(c
(d
(e
(f
(
(

Két egész szam Osszege pontosan akkor péaros, ha a szorzatuk is az.

Minden négyzetszamnak van paros tobbszorose.

Két egész szam szorzata akkor és csak akkor paratlan, ha legalabb az egyik paratlan.
Létezik olyan paros szam, melynek nincs paros negativ osztoja.

g
h

1

~ video: |2.1. feladat: (a)—(b) és (d)—(g)

(~ vissza a feladathoz: 1.2.1)

2.2.2. Feladat. A zart formuldk igazsagértéke:

(a) igaz, (b) hamis, (c) hamis, (d) hamis,
(e) igaz, (f) hamis, (g) igaz, (h) igaz,
(i) hamis, (j) igaz, (k) igaz, (1) hamis.

~ video: [2.2. feladat: (a), (e)—(f) és (i)
(~ vissza a feladathoz: 1.2.2)

2.2.3. Feladat. Pirossal jelolve a kotott elsfordulast, zolddel a szabad elfordulast:

~ video: | 2.3. feladat: (a)—(c)
(~ vissza a feladathoz: 1.2.3)

2.2.4. Feladat. Az itéletek formalizaltjai az alabbiak.

(a) (3z)(H(x) A=V (z))

(b) (Va)(H(z) — V(x))

(c) (Fz)(H(z) A =(Jy)B(y,))

(d) Fx)(H(x) A (Vy)(T(y,r) = C(y,v)))

(e) (Fz)(F(z) A=(Fy)(~F(y) NT(y,x)))

(f) (Vo) (A(z) = =F (2)) A (3z) (=F (z) A=A (7))
(g) (Vo) (B (x,p) — H (z))

(h) (Fz) (H (z) A (=S (a(x))))

(i) S(a(p))


https://www.youtube.com/watch?v=NqWxq-1h9Nk
https://youtu.be/TN4Lj34F-UY
https://youtu.be/nI-jRJUUNYU
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~ videok: |2.4. feladat: (a)—(c) |, | 2.4. feladat: (f) és (i)
(~ vissza a feladathoz: 1.2.4)
2.2.5. Feladat. Predikatumok: O(z,y): ,x osztja y-t”, N(x): ,x nullara végzédik”, P(x): ,,x pozi-
tiv’, K(x,y): ,,x kisebb y-nal”.
Fiiggvények: f(x): ,x négyzete”.
(a) (V2)(O(1,z) A O(z,x))
= [(V2)(O(1,2) A O(z,2))] = 3x)(=O(1,z) V =O(x, x))
(b) (Vz)(3y)K(y, =)
~[(V2)(Fy) K (y, )] = )(Hx)(Vy)ﬂK(yyl‘)

(c) (Vz)(O(10,2) = N(z)
= [(V2)(O(10,2) — N(z))] = (32)(O(10,2) A =N (z))
(d) (Fz)(K(z,0) AP(f(z))
= [(F2) (K (2,0) A P(f(x)))] = (Vo) (= K(z,0) V ~P(f(z)))
(e) (Va)(P(z) VvV K(x,0))
= [(Vz)(P(x) vV K(2,0))] = (3z)(=P(x) A =K (z,0))

~ video: |2.5. feladat: (a) és (c)
(~ vissza a feladathoz: 1.2.5)

2.2.6. Feladat. Individuumkonstansok: m: ,Mézga Géza”.

Predikatumok: [ (x): ,,x informatikus”, £ (z): ,x éhes”, S (x): ,,x szakacs”, K (z,y) : ,x kedveli y-t”,
F(z,y): ,x {6z y-nak”, Sz (x): ,x szerencsés”, G (x,y): ,x gyermeke y-nak”.

Fiiggvények: g(x): ,x gyereke”.

(a) (Vo) (I (z) = E(2))

Tagadasa: (Elx) (I(x) N =E(x)), Van olyan informatikus, aki nem éhes.
(b) (Vo) ((E () A S (x)) = F (2,2)),

Tagadasa: (Elx) (E(z) NS (x) N=F (z,2)), Van olyan éhes szakdcs, aki nem féz maganak.
(c) (Vo) (B (z -

) A

Tagadasa: (3z) (E (z) A1 (z) A (Fy) (S(y) A —=K(x,y))), Van olyan éhes informatikus, aki
nem kedvel minden szakdcso

(d) (Fz) (5 (x) A (Vy) (F (z,y) = 1 (),
Tagadasa: (Vz) (S(z) = (Jy) (F(z,y) A—1(y))), A szakdcsok nem csak informatikusoknak
foznek.

(e) (Vz) (Vy) (L (x) A F (y,x) NS (y)) = K (,9))
Tagadasa: (3z) (Jy) (I (x) A F (y,z) NS (y) A=K (z,y)), Van olyan informatikus, aki nem
kedvel néhdny neki f626 szakdcsot.

(f) =Sz (m) A (Vx)(G(z,m) — Sz(z)),
Tagadasa: Sz(m)V(3z)(G(x,m)A\=Sz(x)), Mézga Géza szerencsés, vagy van olyan gyermeke,
aki szerencsétlen.

(g) (S (m) A (Vo) =E (2)) = (Vo) Sz (),
Tagadasa: S (m) A (Vx) =E (z) A (3x) 7Sz (x), Mézga Géza a szakdcs, senki sem éhes, és van
aki nem szerencsés.

)
()z (Vy )(>() K (z,9))),
t

~ kidolgozott feladat (pdf):|2.6. feladat: (a) és (e)—(f)
(~ vissza a feladathoz: 1.2.6)



https://www.youtube.com/watch?v=4EWDpbMyxu8
https://www.youtube.com/watch?v=iD7e58_z_kA
https://youtu.be/mEhduLHxWVU
https://www.math.u-szeged.hu/~katai/dimat1_2020/2.6aef.pdf
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2.3. Halmazok

2.3.1. Feladat. A halmazok a kovetkezsk:

(a) AUB={a,b,c,d,e} =U,
(b) AN B = {d},

(c) B={a,b,c},

(d) A\ B ={a,b,c},

(e) AA B={a,b,c,e},

(f) (ALC)\B=0,

(g) P(B)=1{0,{d}.{e}.{d,e}}.

~ video: ’3.1. Feladat‘

(~ vissza a feladathoz: 1.3.1)

2.3.2. Feladat. Mivel
A= {@, {a}> {b}v {aa b}} ¢s B= {@, {b}> {C}’ {b> C}}v

ezért

(a> AUB = {@a {CL}, {b}’ {C}v {a’ b}7 {ba C}}v
(b) AnB={0,{b}},

(c) A\ B ={{a},{a,b}},

(d) B\ A={{c},{b,c}},

(e) AAB= {{a}7 {C}, {CL?b}v {b7 C}}

~ video: |3.2. Feladat ]|
(~ vissza a feladathoz: 1.3.2)

2.3.3. Feladat.
(a) Igaz, (b) igaz, (c) igaz, (d) igaz,
(e) hamis, (f) igaz, (g) igaz, (h) igaz.
~ video: |3.3. Feladat |

(~ vissza a feladathoz: 1.3.3)

2.3.4. Feladat. P (P (P (0))) = {0, {0}, {{0}},{0,{0}}}

~ video: |3.4. Feladat |

(~ vissza a feladathoz: 1.3.4)

2.3.5. Feladat.
(a) Igen, (b) igen, (c) nem, (d) nem,

(e) nem, (f) nem.

~ video: |3.5. Feladat: (a), (c) és (e)
(~ vissza a feladathoz: 1.3.5)



https://www.youtube.com/watch?v=FkBgtllYFaI&amp;t=98s
https://www.youtube.com/watch?v=qZ8D98nLNoA
https://www.youtube.com/watch?v=honejIeUrLI
https://www.youtube.com/watch?v=nhMxxC_hh4U
https://www.youtube.com/watch?v=0sYDMcLYPVk
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2.3.6. Feladat.
(a) Cl - {{17 2}7 {37 4}7 {57 6}7 {7}}7 (b> C2 - {{17 2}7 {37 4}7 {57 67 7}}7
(c) C3 ={{1,2,3},{4,5,6,7}}, (d) nem létezik ilyen osztéalyozés.

~ video: |3.6. Feladat |
(~ vissza a feladathoz: 1.3.6)

2.3.7. Feladat.

(a) (A\B)\ B =A\B, (b) A=(AUB)\ (B\A),

(c) AN(B\C) # (A\B)\C, (d) AN(BUC) # (AUB)N(AUC),
(e) AN(BUC)=(ANB)U((ANC(O), (f) (ANB)\(B\(AUC))=AnNB,
(g) (AAB)A(ANB)=AUB.

~ videok: |3.7. Feladat: (a) |, |3.7. Feladat: (b)|, |3.7. Feladat: (e)
(~ vissza a feladathoz: 1.3.7)

2.3.8. Feladat. AU(BN(CUD))=An(BU(CND))

~ video: |3.8. Feladat |
(~ vissza a feladathoz: 1.3.8)

2.3.9. Feladat. A C B teljesiil, A = B és B\ A = () nem teljesiil.

~ vide6: [3.9. Feladat‘
(~ vissza a feladathoz: 1.3.9)

2.3.10. Feladat.
(a)

eANC)U(BND) < ze€(AU(BNnD))Nn(CU(BND))
<— z€(AUB)N(AUD)N(CUB)N(CUD)
&

€ (AUuB)N(CUD)

reCUD=x¢ BN (CUD)=B\(CUD)
s
re AnCnND
¢
re ANC
— z€ (ANC)\(B\(CUD))

~ video: | 3.10. Feladat: (a)
(~ vissza a feladathoz: 1.3.10)

2.3.11. Feladat.


https://www.youtube.com/watch?v=R1_J9GRhurs
https://www.youtube.com/watch?v=ZXbLie6XxNo
https://www.youtube.com/watch?v=c-CZGxqmS40
https://youtu.be/PNw-EXzx-UU
https://www.youtube.com/watch?v=_6GO8T158v4
https://youtu.be/YnQyXFYgZ00
https://youtu.be/pu-r4TBWw6w
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2 ® ) 3 PRI T S S
1 (a) 2 (b) 2 (c)
o : o 1 T
1 2 3
1 ) °
1 2 3 1 2 3

~» video: | 3.11. Feladat: (a)
(~ vissza a feladathoz: 1.3.11)

2.3.12. Feladat.
(a) Igen, (b) igen,

(c) nem, (d) nem.

~ videok: | 3.12. Feladat (1.rész)

,13.12. Feladat (2.rész)
(~ vissza a feladathoz: 1.3.12)



https://youtu.be/eIQaSqMP1Ws
https://youtu.be/8e4ScsFEHOU
https://youtu.be/sG9MIRPpK6s

90

2.4. Relaciok
2.4.1. Feladat.

2.4.2. Feladat.

(a) ot ={(y,z) € E*: z az y gyermeke},
045 {(z,y) € E*: y az x nagyapja},
5& = {(z,y) € E? : y az x apai nagysziilgje} ,
(b) ot = (1, € R - 0 = 29),
y) eR?: x=2vtl}
y) € R2 x =4},
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~ video: |4.1. Feladat |

(~ vissza a feladathoz: 1.4.1)

~ video: |4.2. Feladat: (a)
(~ vissza a feladathoz: 1.4.2)

2.4.3. Feladat. A p relacié reflexiv, nem szimmetrikus, nem antiszimmetrikus, tranzitiv, nem

dichotom.


https://youtu.be/-uyyYuoaPmg
https://youtu.be/c7VemWDpwhg
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~ video: |4.3. Feladat |
(~ vissza a feladathoz: 1.4.3)

2.4.4. Feladat. (a)—(b)

s

(¢) Nincs ilyen graf, minden dichotom reléci6 reflexiv.

~ video: | 4.4. Feladat: (a)—(c)
(~ vissza a feladathoz: 1.4.4)

2.4.5. Feladat.

Refl. | Szimm. | Antiszimm. | Tranz. | Dich. | Ekv. | R.r.

(a) X X X X X
(b) X X

(¢) | x X X X X
(d) X X X X X
(e) X X X X
(f) X X X
(@) < < <
(h) X X X
i) | x X X X X
0) z < <

~» videodk: |4.5. Feladat: (a) |, |4.5. Feladat: (c)|, |4.5. Feladat: (g)
(~ vissza a feladathoz: 1.4.5)

2.4.6. Feladat.

C= {{17 2}7 {37 5}’ {4}}
0={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3),(3,5),(5,3),(5,5), (4,4)}

~ video: |4.6. Feladat |
(~ vissza a feladathoz: 1.4.6)

2.4.7. Feladat.

(a) {{-3,—2,—1}, {1,2,3}}
(b) {{_37073}7 {_271}7 {_172}}
(c) {{0}, {{0}.{0}}, {{1,2}.{a,0}}, {{1,2,3}}}


https://youtu.be/LaqjRmr5esI
https://youtu.be/qMaPPTl_yAc
https://youtu.be/UzV7OknUBI4
https://youtu.be/3Nz-E1uvQVE
https://youtu.be/_DxkfcrzQLA
https://youtu.be/9sEe9UAANF4
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(d) {{2,8,14,26}, {3,9,15}, {19}}

(e) {{71,602}, {301,4,121}, {216,54,315}}

(f) {{0}, {~1,1}, {-2.2}, {-3,3}, ...} = {{a,—a}: a € Z}
(g) {{...,—6,-4,-2,0,2,4,6,...}, {...,—-3,-1,1,3,...}}

~» video: |4.7. Feladat: (a), (c) és (d)
(~ vissza a feladathoz: 1.4.7)

2.4.8. Feladat.

(a)
{a,b,c} {a,b,d} Legnagyobb elem: nincs.
Legkisebb elem: ().
Maximalis elemek: {a, b, c}, {a,b,d}.
Minimalis elem: ().
{a} {0}
0
(b)
{1,2,3} Legnagyobb elem: nincs.
Legkisebb elem: ().
Maximalis elemek: {1,2,3}, {1,4}.
{1,4}e {1,2} {2,3} Minimalis elem: ().
{1re( {2} {3}
0
(c)

Legnagyobb elem: nincs.

24 36
Legkisebb elem: nincs.
19 Maximaélis elemek: 24, 36, 5.
Minimaélis elemek: 2, 3, 5.
4 6
° °
2 3 )


https://youtu.be/ENeylUVl3L0

2.4. RELACIOK

()
0

32928
4 4 14

2 7
1
(©)
999
467 512
21
123 211
(0
(2,2)
. 1>‘<;,2>
(07 _1>

2.4.9. Feladat.
Szimmetrikus lezart:

Legnagyobb elem: 0.
Legkisebb elem: 1.
Maximaélis elem: 0.
Minimalis elem: 1.

Legnagyobb elem: 999.
Legkisebb elem: nincs.
Maximalis elem: 999.
Minimalis elemek: 123, 211.

Legnagyobb elem: nincs.
Legkisebb elem: (0, —1).

Maximalis elemek: (2,2), (3,3).

Minimalis elem: (0, —1).

93

~ video: | 4.8. Feladat: (a) és (c)

(~ vissza a feladathoz: 1.4.8)


https://youtu.be/hVCZ8OTHhLo
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Reflexiv lezart:

ve
&)

Tranzitiv lezart:

Reflexiv és tranzitiv lezart:

~ video: |4.9. Feladat |

(~ vissza a feladathoz: 1.4.9)

2.4.10. Feladat.

(a) p reflexiv lezartja: {(4,2),(3,1),(5,3),(1,1),(2,2),(3,3), (4,4),(5,5)}

(b) p szimmetrikus lezartja: {(a,b): |a — b| = 2}

(c) p tranzitiv lezartjat: p™ = p U {(5,1)}

(d) p reflexiv és tranzitiv lezartja: p* = {(4,2), (3,1), (5,3), (1, 1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (5, 1)}


https://youtu.be/Km-SyoSwaCc

2.4. RELACIOK 55

o]

~ video: |4.10. Feladat |
(~ vissza a feladathoz: 1.4.10)

2.4.11. Feladat.

(a) p™ = {(a,b) € A% : |a — b| paros}, ahol A ={1,2,3,4,5}
(b) 7t =71

(¢) o ={(a,b) e R2: (Fk € Z")(b = a2")}

(d) p*={(z,y) eR*: Bk € Z*)(y —x = k)}

(~ vissza a feladathoz: 1.4.11)


https://youtu.be/Jnt6F7c4eRw
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2.5. Leképezések & Halmazok szamossaga

2.5.1. Feladat.

(a) aB: R— R, 2+ 322 +1
Ba:R 5 R, z— (3z+1)?2

(b) af: R =R, z+— 3% 2
Ba:R—R, x> 25" —1

(¢) af: Q* = Q% (z,y) = (¥, 52— 1)

Ba:Q—=Q, z—z—3

~ video: | 5.1. Feladat: (c)

~- kidolgozott feladat (pdf):|5.1. Feladat: (a)

(~ vissza a feladathoz: 1.5.1)

2.5.2. Feladat.

—
&
SN~—

Nem injektiv, nem sziirjektiv, nem bijektiv.
Nem injektiv, sziirjektiv, nem bijektiv.
Nem injektiv, nem sziirjektiv, nem bijektiv.
Nem injektiv, nem sziirjektiv, nem bijektiv.
Injektiv, nem sziirjektiv, nem bijektiv.
Nem injektiv, sziirjektiv, nem bijektiv.
Nem injektiv, sziirjektiv, nem bijektiv.
Nem injektiv, sziirjektiv, nem bijektiv.
Injektiv, nem sziirjektiv, nem bijektiv.
Nem injektiv, sziirjektiv, nem bijektiv.

/N —~ TN —
TR o o o
N e e e e e N N N

—.

~ videok: |5.2. Feladat: (a) és (b)

5.2. Feladat: (e) | |5.2. Feladat: (h)
(~ vissza a feladathoz: 1.5.2)

2.5.3. Feladat.

(a) a: R = R, za = 2?2

(b) B: R — R, 28 = a?
(c) v: RT = R, zy = 22
(d) §: RT — R*, 2§ = 22

Az a leképezés nem sziirjektiv, mert példaul a —9 nem all el6 egyetlen valds szém négyzeteként
sem.

A (3 leképezés sziirjektiv, mert tetsz6leges y € R* esetén /y — y. Viszont nem bijektiv, mert
példaul (—4)8 = 40.

A v leképezés injektiv, mert kiillonbo6z6 pozitiv valos szamoknak a négyzete is kiilonbozs. Viszont
nem sziirjektiv, mert mert példaul a —9 nem all el§ egyetlen pozitiv valés szam négyzeteként sem.
A 6 leképezés bijektiv. Injektiv: tegyiik fel, hogy a,b € R és a? = b2. Ekkor Va2 = Vb2, s6t a = b,
mivel a leképezés indulasi halmaza most R*. Sziirjektiv: tetszéleges y € RT szam esetén |/y — y.

(~ vissza a feladathoz: 1.5.3)


https://youtu.be/SizJO0_Yp4U
https://www.math.u-szeged.hu/~katai/dimat1_2020/5.1a.pdf
https://youtu.be/4EjdarxvMnI
https://youtu.be/D6RBeLjW7_Q
https://youtu.be/glysBweDRXs
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2.5.4. Feladat. (a) Tegyiik fel, hogy 1o = xoa. Ekkor
T = Toex <= 311 — 1 = 319 — 1 <= 3] = 329 <= 11 = T>.

Tehat a leképezés injektiv. Sziirjektiv is, mert tetszéleges y € R esetén, ha az y = 3x—1 formulabol
kifejezziik az x-et, akkor megkapjuk y Gsét, ami % € R és igy yTH — . Tehat a leképezésnek
létezik inverze, és a sziirjektivitas igazolasanal kapott formula felhasznalésaval:

1
al: R >R, xl—>x_§ .

(b) Tegyiik fel, hogy 18 = x20. Ekkor

18 =198 = (11 +2)2 —4=(1y+2)%*—4
= (11 +2)* = (22 +2)?
= |r1 + 2| = |22 + 2|
i +2=129+2
<= T = To.

Az abszolutértéket azért hagyhattuk el, mert z1, 2o € RT. A leképezés tehat injektiv. Sziirjektiv
is, mert tetszéleges y € R esetén, ha az y = (z + 2)? — 4 formulabol kifejezziik az x-et, akkor
megkapjuk y 6sét, ami /y +4 — 2 € RT és igy /y +4 — 2 — y. Tehat a leképezésnek létezik
inverze, és a sziirjektivitas igazolasanal kapott formula felhasznalasaval:

B RT S R, 2V +4-—2.
(c) Tegyiik fel, hogy x1y = xo7y. Ekkor

Ty =Ty = (201 + 1) — 1= 232+ 1)* = 1
= (20, +1)? = (2w + 1)?
= 221 + 1] = 222 + 1]
=211+ 1=22,+1
< 221 = 224
— 11 = To.

Az abszolutértéket azért hagyhattuk el, mert x;, 2o € RT. A leképezés tehat injektiv. Sziirjektiv
is, mert tetszéleges y € RT esetén, ha az y = (2x + 1)? — 1 formuldbol kifejezziik az z-et, akkor
megkapjuk y Gsét, ami —”’J;H € Rt és igy —”’21_1 — 1. Tehat a leképezésnek 1étezik inverze, és a

sziirjektivitas igazolasanal kapott formula felhasznalasaval:

ve+1-—1

LR S R, 2 5

~ video: | 5.4. Feladat: (b)
(~ vissza a feladathoz: 1.5.4)



https://youtu.be/_F9sznmEeaE

o8

2.5.5. Feladat.

2.5.6. Feladat.

(2) Tgen, (b) igen,
(d) igen, (e) nem,
(g) igen, (h) igen,

~ videdk:

2.5.7. Feladat.
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~ video: |5.5. Feladat: (b)
(~ vissza a feladathoz: 1.5.5)

(c) nem,
(f) nem,

(i) nem.

5.6. Feladat: (a)—(b) és (d)

,|5.6. Feladat: (f)

(~ vissza a feladathoz: 1.5.6)

(a) Mindenkit atkiild az 1-gyel nagyobb szamu szobaba, és az j vendéget berakja az 1-es szobéba,

mert az tres lett.

(b) Mindenkit at kell kiildeni a 999999-cel nagyobb szobaba, igy az els6 999999 szamu szobak

tiresen maradnak. Oda elfér a 999999 4j vendég.

(c) Mindenki menjen at a kétszer akkora szamu szobaba, mint amiben most van. Ekkor a paratlan
szamu szobak iiresen maradnak, tehat megszamlalhatoan végtelen sok szoba iires marad, oda

mehetnek az 10 vendégek.

(~ vissza a feladathoz: 1.5.7)


https://youtu.be/VUt99Ki2IDA
https://youtu.be/S-vOS70B-mA
https://youtu.be/p-Ph4vXW8jQ
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2.6. Komplex szamok & Polinomok

2.6.1. Feladat.

~ videdk:

2.6.2. Feladat.

(a) z =4+ 3i;

(b)Z:—% %Zv

(¢) 21 =—-2 %Z,ZQ 2+%z,
(d) z1—22+‘/7§i,22——‘/7§ ‘/752,
() z1=—1—4i, zo=1+4i

(f) 21_3—2i,22:—3+22

2.6.3. Feladat.

(a) 3=3"(cos0+1i-sin0) = 3e°,

i
1= S—+Z Sln§=62,

)
(c)
() V2+V2i=2(cosT +i-sing )_2@%‘
(&)

)

C

g) 2 —2v3i =4(cos 3 +i - sm—)—4e

(i —3+\/_z—2\/_(cos—+z 5111—)—2\/_6

(c) 41 — 114, (d) 17 — 24,
(&) —i5 — 13t (b) 15— o,

6.1. Feladat: (a)—(e)|, [6.1. Feladat: (f)—(i)

(~ vissza a feladathoz: 1.6.1)

6.2. Feladat: (a), (c) és (e)

~ video:

(~ vissza a feladathoz: 1.6.2)

(b) =5 =5 (cosm +i-sinm) = 5e™,
—8i = 8(cos 2T +i - sin 2T) = 8¢5,

1—i=+2(cos ™ +i sinTr) = e,

)
)
)
)

(h) —v3—i=2(cos X +- sm—)—Qe

~ videdk:

6.3. Feladat (a), (c) és (f) | |6.3. Feladat: (h)



https://www.youtube.com/watch?v=66DzerKTsT8
https://www.youtube.com/watch?v=4-O05rZBEOc
https://www.youtube.com/watch?v=sGX7-cKtErA
https://www.youtube.com/watch?v=OjDbZ71-Qik
https://www.youtube.com/watch?v=vppXBWlfokg"
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5 [ Im(z)
. 21
o(i)
10(c) *e)
(b) (a) Re(z)
5 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
o(h) —1| o(f)
—2 4
_3 is
o(2)
—4 |
_5 is
_6 1
_7 1
—8e(d)
(~ vissza a feladathoz: 1.6.3)
2.6.4. Feladat.
(a) 2(cos0 +isin0) = 2, (b) 3e%i = —3i,
(¢) 2e" = /2 + \/2i, (d) V2(cos 3 +isin3T) = —1 + 4,
(e) cos%+isin%:—\/7§—%i, (f) e‘%i:—‘/?g—i—%i,
() 2(cos X +isin ) =1— V/3i.
3 1
Im(z)
2 1
@ .| e
(e () Re(2)
3 -2 4 1 2 3 4
(e) -1
o e
-3 ¢(h)

~ videdk:

6.4. Feladat: (a)—(b)

6.4. Feladat: (d) és (f)

2.6.5. Feladat.

(~ vissza a feladathoz: 1.6.4)


https://www.youtube.com/watch?v=kn8aEUJa0dU
https://www.youtube.com/watch?v=FoYhBZ5SNRA
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2
0(cos 0+ - sin 0) = 20,

; 8(cos 3T + i - sin 2T) = —8i,
2

) cosm+i-sinm = —1,
)

)

)

(

(a
(b
@

267(cos 22 + 4 - sin 27) = —206/3 4 266,

(e) 26 (cos 2 44 - sin ) = —26114,
(f) 6"%(cos & + i -sin ) = —3- 6% + 3/3 - 61925,

~ videok: |6.5. Feladat: (a) |, |6.5. Feladat: (d)

(~ vissza a feladathoz: 1.6.5)

2.6.6. Feladat.

3 =3(cos0+isin0), —3 = 3(cosm + isinm),
2

a
b) 2i =2(cos T +isin %), —2i = 2(cos 2 + isin 3F),

o~

2

(c %—I—%%zcos%%—isin%, —‘/75 — @izcos%%—isin%,
(d) —2v2+2v/2i = 4(cos 2T +isin &), 2v/2 — 2/2i = 4(cos I + isin F),

V3+i=2(cosZ +isinZ), —v/3—i=2(cos T +isin T)
—2=2(cosm +isinT), 1 +v3i =2(cos T +isin%), 1 — v/3i = 2(cos(—%) + isin(—1%)),
2i=2(cosZ +ising), —v3—i=2(cos T +isinT), /3 —i=2(cos 4T + isin LT,

)
)
)
)
) —1—4i, 1+ 4i,
)
)
)
(i) V22 + 22 = 2{75((:08% —i—z’sin%), 2{5/5((:08111—2”—1—2'3111111—2”), 2\6/§((308119—2’r —i—z’sinllg—;).

~» videok: |6.6. Feladat: (b) |, |6.6. Feladat: (h)
(~ vissza a feladathoz: 1.6.6)

2.6.7. Feladat.

(a) I = —’i, i) =1
22+ 1=(z+14)(z—1)
(b) 1'1:—3—@, ZE2:—3—|—Z
2 +6x+10=(x+3+i)(x+3—1)
(C) T12 = —1
22+ 220 — 1 = (v +1)?
(d) 21 = =2, 20 =1+3i, 25 =1 —/3i
P+ 8= (x42)(z—1—3i)(z—1+3i)
(e) Ti12 = 0, T3 = —3’i, Ty = 31
zt + 927 = 2% (x + 3i)(z — 30)
(f) x1 = =2, 290 =2, 29 = =20, x3 = 21
't —16 = (z +2)(z — 2)(z + 2i) (x — 2i)
(g) Ti12 = —31, T34 = 31
ot + 1822 + 81 = (x + 3i)*(z — 3i)?

~ video: | 6.7. Feladat: (b) és (g)
(~ vissza a feladathoz: 1.6.7)



https://youtu.be/pCJ39aYa7m0
https://youtu.be/UjJGvBj72ag
https://youtu.be/VTObYLAOnXU
https://youtu.be/LJjYFrOx_5M
https://youtu.be/pKhDBB0PyGo
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2.6.8. Feladat. (a) 2?, (b) —2?+8x—4, (c) —132°+ 322+ By,

| Szabadul6 szoba |

~ video:

6.8. Feladat: (b)

(~ vissza a feladathoz: 1.6.8)



https://youtu.be/IOAMyCVzk0o
https://view.genial.ly/5f6665443c6c490cee94ff3b/game-breakout-komplex-szamok
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2.7. Matrixok, Determinans & Matrixok sajatértékei

2.7.1. Feladat.

1 2

2 3 -3 3 0 —6
(a)A+B:(4 c 4), (b)3A:(6 I 9), () BT=|3 0
-1 1

Y

Lo 5 -2 4
(d) BC = (2 0), ) CA=|-3 2 -8
—8 4 -12

(~ vissza a feladathoz: 1.7.1)
2.7.2. Feladat.

_ (24 . s (2 -2 2
(a) 24 = (6 0), (b) A+ B nem létezik, (c) B+C" = (6 5 3>,
9 3 10 2 5
(d) BA nem létezik, (e) BC = : f)ycB=1[11 5 2|,
2 15 6 2 9

s (9 -1 4
(g) AB+2C —<9 5 10

~ video: | 7.2. Feladat ]|
(~ vissza a feladathoz: 1.7.2)

2.7.3. Feladat.

(a) —11, (b) 14, (c) 14,
(d) —70 (e) 10, (f) —21,
(g) —16, (h) —7.

~ videok: | 7.3. Feladat: (a), (c) és (e)|, |7.3. Feladat: (g)

(~ vissza a feladathoz: 1.7.3)

2.7.4. Feladat. V = 14.

~ video: | 7.4. Feladat |
(~ vissza a feladathoz: 1.7.4)

2.7.5. Feladat. z = 2.

~ video: | 7.5. Feladat |

(~~ vissza a feladathoz: 1.7.5)

2.7.6. Feladat.

AAT = (11), |AAT| = 11,
1 -1 3
ATA=1-1 1 -3

, |ATA| = 0.
3 -3 9


https://youtu.be/lu3SSlh77WQ
https://youtu.be/kCWf9r_oMhE
https://youtu.be/7P1FIikD8_4
https://youtu.be/PNiSqQgLc7M
https://youtu.be/C9C302X7-YU
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2.7.7. Feladat.
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~ video: ’7.6. Feladat‘
(~ vissza a feladathoz: 1.7.6)

(a) nincs sajatértek, (b) Ay =-=3, Mo =1,

(€) M =Xy = —2, @) M =-2d=1 A =3,
(e) Aia=(1£+/5)/2, A3 =3, (f) M= =5, Ao = —4, \y =4,
(8) M=X=4,3=5

2.7.8. Feladat.

o (47

2.7.9. Feladat.
(a) Nem,

~ video:

7.7. Feladat: (d)

~ kidolgozott feladat (pdf):

7.7. Feladat: (a)—(b) és (d)
(~ vissza a feladathoz: 1.7.7)

~17 16 -9 ~15 5 8
m | 6 -5 3], e 8 -3 —4
—2 2 -1 —2 1 1

~ video:

7.8. Feladat: (a)—(b)

~ kidolgozott feladat (pdf):|7.8. Feladat: (a)—(b)

(~ vissza a feladathoz: 1.7.8)

(b) nem, (d) igen.

7.9. Feladat: (a) |, |7.9. Feladat: (d)
(~ vissza a feladathoz: 1.7.9)

(c) nem,

~ videdk:



https://youtu.be/yfCxwNT11g4
https://youtu.be/fQ3sH4gjwRk
https://www.math.u-szeged.hu/~katai/dimat1_2020/7.7abd.pdf
https://youtu.be/r0p2yp3rZCM
https://www.math.u-szeged.hu/~katai/dimat1_2020/7.8ab.pdf
https://youtu.be/4y-xOKUf9sY
https://youtu.be/652pKZHI7f0
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2.8. Linearis egyenletrendszerek & Vektorterek
2.8.1. Feladat.
( - )}7

{
nincs megoldas

{(2,1,-2)},

{(2:53—1-1,2:53—1— 5 X ) X3 ER},

nincs megoldas,

{(17 — 329 + 324, 0,4 + 14, 4) : X9, 24 € R},
{(6 — 2wy — 214, 9,2 + 14, %4) : T2, T4 € R},
{(4

(a
(b
(c
(d
(e
(f
g
h —u—v—w,3—v—w,—2+u+2v+w,uv,w):uv,wec R}

)
)
)
)
)
)
)
)

(
(

~ videok: |8.1. Feladat: (a) |, |8.1. Feladat: (b)|, |8.1. Feladat: (f)
(~ vissza a feladathoz: 1.8.1)

2.8.2. Feladat.

inedrisan fiiggd, nem generatorrendszer, nem bézis.
inearisan fiiggetlen, nem generdtorrendszer, nem bazis.
ineérisan fiiggd, nem generatorrendszer, nem bazis.

a) Li
b) Li
c) L
d) Lineérisan fliggd, nem generéatorrendszer, nem bazis.
) L
) L
) Li

(
(
(
(
( ineérisan fiiggs, generatorrendszer, nem bazis.
(

inedrisan fiiggetlen, generatorrendszer, béazis.
inearisan fiiggetlen, nem generdtorrendszer, nem bazis.

e
£
(g

~» videok: |8.2. Feladat: (a) |, |8.2. Feladat: (f)
(~ vissza a feladathoz: 1.8.2)

2.8.3. Feladat.

(a) Ha x = —4, akkor linearisan fliggd, egyébként fliggetlen.
(b) Ha x = 7, akkor lineérisan fiiggs, egyébként fiiggetlen.
(c) Ha o = —2, akkor lineérisan fiiggs, egyébként fiiggetlen.
(d) Barmely x esetén linearisan fiiggd.

~ video: |8.3. Feladat: (b)
(~ vissza a feladathoz: 1.8.3)

2.8.4. Feladat.

(a) (07_170)7 (b) (_

% )’ (C) (37 _47 2)7
(d) (3727 1)7 (e) (_§7 -

~ video: | 8.4. Feladat: (c)
(~ vissza a feladathoz: 1.8.4)



https://youtu.be/Fak9R7Qf0SQ
https://youtu.be/S7NhVEkxNyQ
https://youtu.be/5h_LEVVS_64
https://youtu.be/pz9b6ny3F7c
https://youtu.be/c1cJtbwk8h4
https://youtu.be/N-N8suKjsYU
https://youtu.be/ul9QydXmqwQ
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2.8.5. Feladat.

(a
(b
(c

) 1-dimenzios,
) 1-dimenzios,
) 2-dimenzios,
(d) 3-dimenzios,
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egy béazis: (%, %, 1);
egy bazis: (1,-2,1,3);
egy bazis: (0,—3,1,0), (=1, 3,0,1);
egy bazis: (1,2,1,0,0),(0,~1,0,1,0), (5,3,0,0,1)
~ videok: |8.5. Feladat: (b) | |8.5. Feladat: (c)

(~ vissza a feladathoz: 1.8.5)

2.8.6. Feladat. Az U, sajataltér egy bazisa:

(a) (2,1),
(d) (=1,0,1),

(b) (=1,1),
(e) (=1,1,1),

~ videdk:

(¢) (—5.1,0),
(f) (2,1,0),(1,0,1).

(~ vissza a feladathoz: 1.8.6)


https://youtu.be/loVOBGNzRPs
https://youtu.be/scnW-Ev2it0
https://youtu.be/xxSA8L9CVcg
https://youtu.be/1UkNFzBvaSw
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