DISZKRET MATEMATIKA I

(Informatikusoknak)

Az elGadasvazlatot Osszeallitotta:

Dorman Miklés & Katai-Urban Kamilla

L Tl

e +1=0

2022



>1g

Az elsadasvazlat a Diszkrét matematika I (informatikusoknak) targyhoz késziilt. A megfelels témakorokhoz a
2020-ban tartott online el6adasok videoit illesztettiik be. Az el6adéason szerepls fogalmak gyakorlasara szolgélnak
az itt talalhato feladatsorok.

Szamhalmazok jelGlései.
N ={1,2,3,4,...} a természetes szamok halmaza,
No ={0,1,2,3,...} a nemnegativ egész szamok halmaza,
Z={...,—3,—2,—1,0,1,2,3,...} az egész szamok halmaza,
Q={a/b|aeZ, b N} a racionilis szamok halmaza,
R a valés szamok halmaza.
A jelolések eredete: ,natural” (természetes), ,,Zahl” (szam), ,quotient” (kvociens, azaz hanyados), ,,real” (valos).


https://www.math.u-szeged.hu/~katai/dimat1_jegyzet/DisMatInf1-kidolgfel.pdf
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1. Itéletkalkulus

1.1. Alapfogalmak

Video: ‘ Alapfogalmak ‘

1.1. Definicié. Itéletnek neveziink egy olyan allitast (kijelenté mondatot), amely vagy igaz vagy hamis, de
a ketts egyidejlleg nem teljesiilhet. Ha az itélet igaz (vagy hamis), akkor azt mondjuk hogy az itélet logikai
értéke vagy igazsagértéke igaz (vagy hamis). Az itélet tehat olyan &llitas, aminek igazsagértéke van.

1.2. Példa. Az alabbi mondatok koziil A és B itélet, de C és D nem az.
A: A Fold a Nap koriil kering.
B: Minden 2-nél nagyobb paros szam elall két primszam Gsszegeként.
(Ez az ugynevezett Goldbach-sejtés, amirdl nem tudjuk hogy igaz-e.)
C: Miért tanulnuk logikat?
D: Most nem mondok igazat.
(Ez az allitas se igaz, se hamis nem lehet, mert ellentmondana 6nmagénak.)

1.3. Példa. A koznapi nyelvben és a matematikaban is kotGszavak segitségével képezhetiink itéletekbdl tjabb
itéleteket:

Ha siit a nap, akkor kimegyek az uszodaba.

Kimegyek az uszodaba, és siit a nap.

Nem siit a nap.

Csak akkor megyek ki az uszodaba, ha siit a nap.

Kimegyek az uszodaba, vagy siit a nap.

Akkor és csak akkor siit a nap, ha kimegyek az uszodaba.

Ao L O

1.4. Definicio. Tetsz6leges A, B itéletre definialjuk az alabbi Gsszetett itéleteket:
1. A negacidja a ,nem A” itélet, melynek jele —A;
A, B konjunkcidja az ,,A és B” itélet, melynek jele A A B;
A, B diszjunkcidja az ,,A vagy B” itélet, melynek jele AV B;
A, B implikaciéja a ,ha A, akkor B” itélet, melynek jele A — B;
. A, B ekvivalenciaja az ,akkor és csak akkor A, ha B” itélet, melynek jele A & B.
Ha egy itélet nem bonthato fel Gsszetett itéletre, akkor primitéletnek nevezziik.

T oo

1.5. Megjegyzés. Az itéletkalkulusban a primitélet a tovabb nem bonthaté épit6ks, az atom. Az igaz és hamis
logikai értéket a tovabbiakban i, illetve h jel6li. Sok més helyen, pl. sok programozasi nyelvben 1, illetve 0 jel6li
az igaz, illetve a hamis logikai értékeket.

1.6. Definici6. A 1.4. Definicibban bevezetett 6t logikai miivelet miivelettablazatai a kévetkezdk:

A BHA/\B AVB A—B A«B
h h h i i
h i i i

i h h i h h

i i i i i i

1.7. Példa. A koznapi és nem mindig fejez ki konjunkciot, valamint a konjunkciot nem csak az és fejezheti ki.
L: Péter és Pal szomszédok (Nem konjunkcid: kiulon-kiilon nem mondhatjuk, hogy szomszéd.)
M: Péter és Pal haragtartd (Konjunkcid: csak roviditése a ,Péter haragtart6 és Pal haragtart6.” mondatnak.)
N: Péter elmegy a sarokig és balra fordul. (Nem konjunkcid: id6rendiséget fejez ki.)
O: Szeretem a csokoladét, de utalom a kelkaposztat. (Konjunkcid: a de helyettesithets és-sel.)

1.8. Példa. A mindennapi életben a vagy kotGszot kétféle értelemben is szokas hasznalni.

P: Kavét hoz, vagy almos. (megengedd vagy: akar mind a kett6 megtorténthet.)

Q: Gyalog megy, vagy biciklizik. (kizaro vagy: csak az egyik torténhet meg.)
A matematikai logikdban és a matematikaban is a vagy kot&szot mindig megengedd vagy értelemben hasznaljuk.
Az A kizar6 vagy B” itélet alatt igazabol az (A V B) A (—(A A B)) itéletet értjiik, és nem vezetiik be 10j logikai
miiveletet.


https://www.youtube.com/watch?v=QtQWUJQukJY
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1.9. Példa. A ,csak akkor A, ha B”, , B sziikséges feltétele A-nak”, | A elegendd feltétele B-nek” és ;ha A, akkor
B” itéletek mind ugyanazt jelentik, ahogy ezt a kovetkezd itéletek mutatjak:

R: Csak akkor megyek az uszodaba, ha siit a nap.

S: A napsiités sziikséges feltétele az uszodéaba menésnek.

T: Az uszodaba menés elegendd feltétele a napsiitének.

U: Ha megyek az uszodaba, akkor siit a nap.

1.10. Definicié. Itéletvaltozonak nevezziik az olyan valtozokat, amelyek itéleteket jelolnek. Az itéletkalkulus
formulai a kovetkezdk:

1. az Aq,..., A, itéletviltozok mindegyike formula;

2. ha F, G formula, akkor (—F), (FAG), (FV G), (F — G), (F « G) mindegyike formula; és

3. minden itéletkalkulusbeli formula az (1) és (2) véges szamu alkalmazasaval kaphato meg.

1.11. Megjegyzés. A fenti definicié egy rekurziv definico (v6.: Fibonacci-sorozat).

1.12. Definicié. Legyenek F és G formuldk. Azt mondjuk, hogy a G részformulaja F-nek, ha G fellép az F
formula 1.10. Definicioban leirt elgallitasa soran.

1.13. Példa. Az F = (—A) A ((—B) < C) formula részformuléi:
A, B, C, (mA), (=B), (B) & C, (FAJA((—B) & C).

Osszesen hét darab részformuldja van a formulanak (vo.: 1. dbra).

(mA)A((=B) = 0O)

(=4) ((=B) « 0)

A (=B) 6

B
1. abra. Az F formula részformulai

1.14. Megjegyzés. Adott formula itéletvaltozoi mindig részformulai a formuldnak, tovabba a teljes formula is
mindig részformuldja énmaganak.

1.15. Példa. Minden itélet formalizalhato egy itéletkalkulusbeli formulaval, amelyben a itéletvaltozok a prim-
itéleteket jeloli. Példaul a kovetkezs itéletek

V: Csak akkor megyek ki az uszodaba, ha siit a nap.

W: Ha nem siit a nap, nem megyek ki az uszodéba.

X: Nem fordulhat el6, hogy kimegyek az uszodaba és nem siit a nap.
egy lehetséges formalizalasa a kovetkezs: V=A — B, W = (—B) — (—A), X = ﬁ(A AN (ﬁB))7 ahol az A és B
itéletvaltozok a ,Kimegyek az uszodaba” és ,Siit a nap” primitéleteket jeldli.

1.2. Logikai ekvivalencia, tautolégia, TDNF

Videé: |Logikai ekvivalencia, tautolégia, TDNF

1.16. Definicio. Ha adott az itéletvaltozok igazsagértéke, akkor a formula igazsagértéke a formula felépitése
alapjan a logikai mtiveletek segitségével mindig kiszamithato. Ha az itéletvaltozok minden lehetséges értékére
kiszamoljuk a formula igazsagértékét, akkor megkapjuka formula igazsagtablazatat.


https://www.youtube.com/watch?v=Anj-ry648JY
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(—~A) A ((=B) & C) (i)
(=4) (D) ((=B) & €) (i)
A(h) (=B) (h) C (h)
B ()

2. abra. A 1.13. Példabeli F formula igazsagértéke, ha A és C hamis, B pedig igaz

1.17. Példa. A 1.15. példa X formuldjanak igazsagtablazata (utolso oszlop) a felépitése alapjan kiszamolva:

A B| B AA(-B) —(AA(~B))
h h| i h i
h i|| h h i
i h| i i h
i il h h i

1.18. Definicid. Az F és G formulédk logikailag ekvivalensek, ha a benniik szerepl§ itéletvaltozok tetszéleges
igazsagértékére a formulak igazsagértéke megegyezik (azaz a formuldk igazsagtéblazatai megegyeznek). Jelolés:

F=G.

1.19. Definici6. Egy F formulat tautolégianak hivunk, ha igazsagértéke mindig igaz, azaz F = i.

1.20. Tétel. Igazak a kovetkez§ logikai ekvivalencidk.

A, V alaptulajdonsagai:

ANA=A,

AAB=BAA,
(AAB)AC=AA (BAC),
AA(AVB) = A,
AA(BVC)=(AAB)V(AAC),

— alaptulajdonsaga:

—(AAB) =(-A)V (—B),

i és h alaptulajdonsagai:

AN (—A) =h,
ANI=A,
A Ah=h,
io A=A,

A—i=i,

AVA=A, (idempotencia)
AVB=BVA, (kommutativitas)
(AVB)VC=AV (BVC(C), (asszociativitas)
AV (AAB)=A, (abszorptivitas)
AV (BAC)=(AVB)A(AVC), (disztibutivitas)
—(-A) = A, (dupla tagadas)
—(AVB)=(—A)A(—B) (De Morgan szabalyok)
AV (-A) =i,
AVi=i,
AVh=A,
h— A=i
A—>h=-A,
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— és > alaptulajdonsagai:

A—-B=(—A)V A—=B=(A—=B)A(B—A),
A—B=(—B)— (ﬁA), A B=Bo A,
A—(B—-C)=(AAB)—C, (A=B)&C=A (B« Q)
— (BAC)=(A - B)A(A — C), (AVB) - C=A—-C)A(B-—-C).

1.21. Tétel. Az itéletkalkulus tetszéleges F és G formuldjara érvényes, hogy F = G pontosan akkor teljesiil, ha
F < G tautologia.

1.22. Tétel. Ha egy formula valamely részformulaja helyébe vele logikailag ekvivalens formuléat irunk, akkor az
eredetivel logikailag ekvivalens formulat kapunk.

1.23. Tétel. Ha két formula logikailag ekvivalens, akkor a benniik szerepld itéletvaltozokat tetszdleges formu-
lakkal helyettesitve a valtozok minden el6fordulasanal, Gjra logikailag ekvivalens formulékat kapunk.

1.24. Definicié. Az F formulat diszjunktiv normalformanak neveziink, ha F = K; V ...V K alaku, ahol
K1,..., K¢ mindegyike valtozoknak vagy valtozok negaltjainak konjunkcioja, oly moédon, hogy Ki-ben (1 <1< m)
minden valtozé legfeljebb egyszer szerepel.

Ha az Aq,..., Ay valtozokbol felépitett K; V ---V K¢ diszjunktiv normalforma esetén a Ky, ..., Ky formuldk
paronként kiilonbo6zé n-taga konjunkcidk, amelyekben az A, ..., A, itéletvaltozok mindegyike szerepel negéalva
vagy negalatlanul, akkor teljes diszjunktiv normalformarol (TDNF) beszéliink.

1.25. Megjegyzés. Megengedjiik a 0-tagu, iires diszjunkciot h jelentéssel, és az iires, 0-tényez&ji konjukciot is i
jelentéssel. Tehat a konstans i és h is diszjunktiv norméalformanak tekinthetd, a h teljes diszjunktiv normalforma,
az 1 nem teljes diszjunktiv normalforma.

1.26. Példa. Tekintsiik az A, B, C valtozokbol felépitett alabbi formuldkat:

1. AN (—B) (diszjunktiv normalforma, de nem TDNF),
2. AN(—B)AC (teljes diszjunktiv normalforma (TDNF)),
3. AVBVC (diszjunktiv normalforma, de nem TDNF),
4. (AN(—B))V(BAC) (diszjunktiv norméalforma, de nem TDNF),
5 (AAN(TB)AC)V(AABAC) (teljes diszjunktiv normalforma (TDNF)).

1.27. Tétel. Minden formuldhoz létezik vele logikailag ekvivalens teljes diszjunktiv normalforma, amely a tagok
sorrendjétdl eltekintve egyértelmiien meghatarozott.
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2. Predikdtumkalkulus

Videé: | Predikatumkalkulus

Az itéletkalkulus nem elegends bonyolultabb kijelentések részletes formalizalasara, ezért az itéletkalkulust ki kell
béviteni. Bevezetjiik az tigynevezett kvantorokat:

e univerzalis kvantor: ,barmely, minden, 0sszes, tetsz6leges”, jele: V

e egzisztencialis kvantor: ,van olyan, létezik, talalhato”, jele: 3

2.1. Definicié. Legyenek P és F halmazok, 1: P UF — Np. A P halmaz elemei a predikatumjelek, az
F halmaz elemei a fiiggvényjelek, valamint T az aritasfiiggvény/valtozoszamfiiggvény. Ha P € P és
T(P) = m, akkor P m-valtozos predikdtumjel, ha f € F és t(f) = n, akkor f n-valtozos fiiggvényjel.

2.2. Példa. Legyen P ={P, Q}, F ={f, g}, valamint
T {P) Q)f) g} — No, T(P) = 1)T(Q) = 2) T(f) = O,T(g) =2.

2.3. Definici6. Predikitumnak nevezziik az olyan kifejezést, amelybe alkalmas objektumokat behelyettesitve
itéletet kapunk.

2.4. Példa. Az egész szamok halmazan a kovetkezs kifejezések predikatumok:

1. O(x,y): ,x osztdja y-nak”,

2. P(x): ,,x paros szam”,

3. E(x,y): ,,x egyenls y-nal”,

4. M(x,y,2): ,,az x és y szamok szorzata z”.
A | Minden pdros szam oszthaté 3-mal.” itéletet predikdtumkalkulusban (Vx)(P(x) — O(3,x)) formalizalja. A
kvantorokat zardjelbe kell tenni, és a hatokorét is zarojel jeloli. A kvantor mindig az 6t kovets legrovidebb
részformulara vonatkozik. (Vo.: (Vx)P(x) — O(3,x).)

2.5. Definici6. A predikdtum véltozoéit individuumvaltozoknak, a behelyettesithet objektumok nemiires
Osszességét individuumtartomanynak nevezziik. Az individuumtartomany egy elemét individuumkonstans-
nak nevezziik. A predikdtumokat az itéletekhez hasonloan nagy bettikkel jel6ljiik, de zarojelben feltiintetjik az
individuumvaltozoit. Az itéleteket nullvaltozos predikatumoknak tekintjiik.

2.6. Példa. A 2.4. Példaban megadott (Vx)(P(x) — O(3,x)) formulaban az x individuumvaltoz6. Az individu-
umtartoméany (azaz x lehetséges értékeinek halmaza), az egész szamok halmaza. A 3 individuumkonstans (az
individuumtartomény eleme).

2.7. Megjegyzés. Figyeljik meg, hogy a V kvantor utan &altaldban implikaciét, a 3 kvantor utan pedig ,,és’-t
hasznalunk, ahogy ezt a ,,minden politikus hazug” (Vx)(P(x) — H(x)) és a ,létezik olyan politikus, aki hazug”
(Ix)(P(x) A H(x)) itéletek formalizalasai mutatjak.

2.8. Definicié. Fiiggvénynek nevezziik az olyan kifejezést, amelybe az individuumtartomany elemeit behe-
lyettesitve szintén az individuumtartomény elemét kapjuk. Az individuumkonstansok O-valtozos fliggvényeknek
tekinthetsk. A fiiggvényeket kis betiikkel jeloljiik.

2.9. Példa. Az individuumtartomény legyen az egész szdmok halmaza, és vezessiik be az f(x,y): ,,x ésy szorzata”
fliggvényjelet, valamint hasznaljuk a 2.4. Példaban bevezetett predikditumokat. Dontsiik el, hogy igaz-e az alabbi
allitas:

(vx) (YY) (E(f(x,3),y) = O(x,y)).
Az allités igaz, mivel minden x,y egész szamra teljesiil az oszthatosag definicidja miatt a kovetkezs: ha x-3 =y,
akkor x osztdja y-nak.

2.10. Definicié. Rogzitsiik a fiiggvényjelek F halmazat, illetve ezen jelek valtozoinak szamat. Ekkor a predika-
tumkalkulus (els6érendi nyelv) kifejezései a kovetkezsk:

(k1) az individuumvaltozok mindegyike kifejezés,

(k2) ha ty,...,t, kifejezések és f € F n-valtozos fliggvényjel, akkor f(t,...,t,) is kifejezés, és

(k3) minden kifejezés (k1) és (k2) véges szamu alkalmazasaval kaphato meg.

2.11. Példa. A 2.9. Példaban szerepls formula részkifejezései az x, y individuumvaltozok, és a 3, illetve f(x, 3)
fliggvények, melyek 0- illetve 2-valtozosak.


https://www.youtube.com/watch?v=j4amVVZom14
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2.12. Definicié. Rogzitsiik a fliggvényjelek F és a predikdtumjelek P (nemiires) halmazat, illetve ezen jelek

valtozoinak szamat. A predikdtumkalkulus (elsérendd nyelv) formulai a kovetkezsk:

(py) haty,...,t, kifejezések és P € P n-valtozos predikatumjel, akkor P(ty,...,t,) primformula vagy atomi
formula,

(p2) haF és G formulék, valamint x individuumvaltozo, akkor (—=F), (FAG), (FVG), (F = G), (F &< G), ((¥x)F),
((3x)F) mindegyike Gsszetett formula, és

(p3) minden formula (p;) és (p,) véges szamu alkalmazasaval kaphato meg.

2.13. Példa. A 2.9. Példaban szerepls formulaban primformulék az E(f(x, 3),y) és az O(x,y), Osszetett formulak
példaul az (E(f(x,3),y) — O(x,y)), és a (Vy)(E(f(x,3),y) = O(x,y)).

2.14. Definicié. A formulak felépitése soran felléps (Vx)F és (Ix)F alakn részformulaknél F-et a kvantor hatas-
korének hivjuk. Ekkor az x individuumvaltozé F-beli eléfordulasait kotottnek nevezziik, minden nem kotott
eléfordulast szabadnak neveziink. Egy formula szabad valtozoéi alatt a szabadon el6fordulo valtozok halmazat
értjik. Egy formula zart, ha nincs szabad valtozoja.

2.15. Példa. a (3Ix)(Vy) ((Vz)R(g(x),z) A R(g(z),y)) formulédban az x és az y valtozok kototten fordulnak eld, a
z valtozonak pedig van kotott és szabad eléfordulasa is, tehat a formula nem zart. A z valtozéd kotott elsfordu-
laséra ugy gondolunk, mintha az teljesen kiilonb6z6 lenne a szabad el6fordulastél, és a valtozo atnevezésével ez
egyértelmiivé is tehetds:

(3 (YY) ((VH)R(g(x),t) AR(g(2),Y))-

2.16. Megjegyzés. Ha megadjuk az induviduumtartomanyt, valamint a predikdtumjeleknek és fiiggvényjeleknek
megadjuk egy jelentését, azt interpretacionak nevezziik.

2.17. Példa. Tekintsiik az F = ((3z)E(f(x,2),y)) A ((Fz)E(f(y,2z),x)) formulat. Ennek a formulanak x és y
a szabad valtozoja, tehat minden individuumtartomanyon (amelyen f és E értelmezve van) meghataroz egy
kétvaltozos F(x,y) predikdtumot. Az egész szamok halmazan, ha f a szorzéast, E pedig az egyenlGséget jeloli,
akkor ez a predikdtum ekvivalens az x = £y predikdtummal. Fontos, hogy a formula interpretécioja fiigg az
individuumtartoménytol és a fliggvényjelek és predikatumjelek rajta valo interpretéacidojatol. Ha példéul a f
fiiggvényjel alatt az Osszeadast értenénk az egész szamok halmazéan, akkor F(x,y) az azonosan igaz predikatum
lenne.

2.18. Definici6. Azt mondjuk, hogy az F és G formulék logikailag ekvivalensek, és azt irjuk, hogy F = G, ha
tetszoleges individuumtartoméanyon tetszélegesen kivéilasztva a fliggvényjelek és predikdtumjelek interpretaciojat,
az F és G formulék logikai értéke a szabad valtozok tetszoleges behelyettesitése mellett megegyezik. Az F formulat
tautologianak hivjuk, ha tetszéleges interpretacié esetén igaz.

2.19. Tétel. Legyenek F, G tetsz6leges formulak, H pedig olyan formula, melynek x nem szabad valtozoja. Ekkor
teljesiilnek az alabbi logikai ekvivalenciak:

(Vx)(Vy)F = (Vy) (Vx)F, (Ix)(3Y)F = (Fy) (3Ix)F,
=(Vx)F = (Ix)(—F), =(Ix)F = (vx)(—F),
(Vx)(FAG) = (V)FA (VX)G, (Ix)(FV G) = (Ix)FV (IX)G,

(Vx)H = H, (Ix)H = H.

2.20. Példa. Legyen az individuumtartomany az egész szamok halmaza, és vezessiik be az n(x): ,,x négyzete”
fiiggvényjelet, valamint hasznaljuk a korabban méar bevezetett O(x,y): ,,x osztdja y-nak’ predikdtumjelet. A
»Minden szam osztdja a négyzetének.” itélet formalizalasa: (Vx)O(x,n(x)). Ennek a formulanak a tagadésa:
—(Vx)O(x,n(x)) = (Ix)~O(x,n(x)), azaz ,, Van olyan szdm, amely nem osztdja a négyzetének.”

2.21. Tétel. Ha két, egymassal logikailag ekvivalens, itéletkalkulusbeli (!) formula itéletvaltozoit tetszdleges
predikatumkalkulusbeli formulakkal helyettesitjiik, akkor logikalilag ekvivalens formlulédkat kapunk.

2.22. Tétel. Ha egy formula részformuldjit egy vele logikalilag ekvivalens formulaval kicseréljiik, akkor az ere-
detivel logikailag ekvivalens formulat kapunk.

2.23. Példa. A 2.4. Példaban lattuk, hogy a ,,Minden pdros szdm oszthaté 3-mal.” fitéletet a (Vx)(P(x) —
0(3,x)) formula formalizalja. Az el6z6 tételek felhasznalasaval megadjuk a formula tagadasat igy, hogy negacioé
legfeljebb csak primformuléara vonatkozzon:

—(vx)(P(x) — O(2,x)) = (Fx)—(
= (Ix)~(=P(x) V O(2,x))
= () (=(=P(x)) A—=0(2,x))
= (I)(P(x) A—=0(2,x)).

P(x) — O(2,x))
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A masodik lépésben az A — B = —A V B azonosigot hasznéltuk, az utolso eltti lépésben pedig a =(A V B) =
(—A A\ —B) De Morgan azonossagot alkalmaztuk. Tehat az eredeti mondat tagadasa: ,, Van olyan pdros szdm,
amely nem oszthato 3-mat.”

2.24. Megjegyzés. Az itéletkalkulussal ellentétben predikdtumkalklusban nincs algoritmus annak eldontésére,

hogy két formula logikailag ekvivalens-e, mert minden individuumtartoméanyt és minden interpretaciot meg kellene
nézni.
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3. Halmazok

3.1. Teljes indukcid, rekurziv definicid

Vide6: |Teljes indukcid, rekurziv definicio

Az indukcio alapvetd része a gondolkodasunknak, de a ,,sok esetbdl az Gsszesre kovetkeztetd” modszer nem mindig
allja meg a helyét. A teljes indukcio viszont az alaphalmaz és az elvégzett 1épések miatt egy bizonyitasi modszert
ad a ,,minden n-re H(n)” tipusa allitasok esetén.

3.1. Tétel. Barmely nemiires, természetes szamokbol allé halmaznak van legkisebb eleme. (Teljestil N-re és
No-ra is.)

3.2. Tétel (Teljes indukcio tétele, 1. alak). Legyen H(n) egy n-tdl fiiggs allitas. Ha
1. H(1) igaz, és
2. barmely n € N-re H(n) teljesiilésébdl kovetkezik H(n + 1) teljestilése,

akkor igaz a ,,vn € N-re H(n)” allitas.

3.3. Megjegyzés. N helyett az Ny halmaz, vagy akar a {7, 8,9, ...} halmaz is szerepelhetett volna a 3.2. Tételben,
de ekkor persze H(1) helyett H(0)-at, illetve H(7)-et (azaz a legkisebb értelmes esetet) kellett volna irni a tétel
(1) részénél.

3.4. Tétel (Teljes indukcio tétele, 2. alak). Legyen H(n) egy n-t6l fiiggd allitds. Ha barmely n € N esetén
H(1),H(2),...,H(n — 1) egyiittes teljesiilésébdl kovetkezik H(n) teljesiilése, akkor igaz a ,vn € N-re H(n)”
allitas.

Formaélisan: Ha Yn € N-re (H(1) A... AH(n—1)) — H(n), akkor ¥Yn € N-re H(n).

3.5. Megjegyzés. Az 3.4. Tétel esetén sem marad ki H(1), azaz az n = 1 eset, hiszen akkor az &llitasok iires
halmaza lesz a {H(1),...,H(n—1)} halmaz, amelyre a konjunkcio automatikusan igaz (1d. Logika el6adasvazlat),
igy H(1)-nek is igaznak kell lenni.

3.6. Példa. Teljes indukcio segitségével bebizonyitjuk, hogy tetszéleges n természetes szamra n® + 5n oszthato

6-tal. A teljes indukcio tételének 1. alakjat hasznéljuk.

1. 1épés Belatjuk a legkisebb elemre, n =1 esetén 6 | 13 +5 = 6 teljesiil.

2. 1épés Legyen n € N tetszoleges, és tegyiik fel, hogy n® + 5n oszthaté 6-tal. Ez az tgynevezett indukcios
feltevés.

3. 1épés Bizonyitjuk az indukcios feltevés segitségével, hogy az allitas (n + 1)-re is igaz.

M+124+5n+1)=n>+3n?+3n+1+5n+5
= (n® +5n) + Inm+1) +

6
—_—— ~~
6 | az ind. felt. miatt 6 | mert n(n + 1) paros 6|

Azaz, tetsz6leges n € N-re, ha n-re a mondott kifejezés oszthato 6-tal, akkor (n + 1)-re is oszthato.
Gyakran nem bizonyitani, hanem definialni akarunk valamit. A teljes indukcio ,,parja” a rekurziv definicio.

3.7. Rekurziv definicid, 1. alak. Minden n € N-re szeretnénk definialni az F(n) fogalmat. Ehhez definialjuk
a fogalmat n = 1-re, azaz definidljuk F(1)-et, majd megadjuk azt, hogy tetszéleges n-re hogyan kapjuk meg
F(n + 1)-et F(n) felhasznalasaval.

3.8. Rekurziv definicié, 2. alak. Minden n € N-re definialni szeretnénk F(n) fogalmat, ehhez megadjuk az
els6é néhany elemre a fogalmat, és F(n)-et a korabbi elemek segitségével definialjuk.

3.9. Példa. Rekurzivan definicié szerepelt itéletkalkulusban a formulak megadéasanal (1.10. Definicio), valamint
predikatumkalkulusban a kifejezések (2.10. Definicio), illetve a formulak (2.12. Definicio) esetén.

3.10. Példa. Legyen f1 =1, f; =1, ésn > 2 esetén f, = f,_2 + fn_1. Ezzel rekurziv médon definiadltuk
fn-et minden n € N-re, azaz rekurzioval definidltunk az fq, f3, f3,... végtelen szamsorozatot, az an. Fibonacci-
sorozatot.


https://www.youtube.com/watch?v=9VzniT56SPU
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3.2. Halmazmiiveletek

Vide6: | Halmazmiiveletek

3.11. Megjegyzés. A halmaz és a halmaz eleme alapfogalmak, nem definialjuk. Koriilirva a fogalmat, halma-
zon elemek egyértelmiien meghatérozott Gsszességét értjiik, ahol az egyértelmiiség az objektivitasra utal, és nem
arra, hogy ténylegesen el tudjuk-e donteni, hogy x eleme-e a halmaznak.

3.12. Jelblés. Az a € A jelolést hasznaljuk annak kifejezésére, hogy a eleme A-nak. A —(a € A) formula helyett
a &€ A-t irunk.

3.13. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy egy elem nem lehet t6bbszor eleme egy halmaznak, azaz csak az szamit,
hogy az adott elem eleme-e a halmaznak vagy sem. A halmazelmélet axiomatikus felépitésében csak azt tessziik
fel, hogy € kétvaltozos predikatumjel, és az individuumtartomanyunk a halmazok Gsszessége.

3.14. Jelodlés. A halmazt tobbnyire a {, } zarojelek kozott az elemek , felsorolasaval” adjuk meg, de megadhatjuk
an. altaldnos elem és definial6 tulajdonsagok segitségével is.

3.15. Példa.
e {2,3,5,7} ={x € N| x egyjegyti primszam}.
o {2,3,4,5,..}=x€Z]|x>1}
e (x e N|(Jy € N)(x =3y)} ={x € N| 3 osztoja x-nek}.
e {(x,y) | x,y valés szamok és x* +y% < 1},
az origd kozépponti egységkor belsé pontjainak halmaza.

3.16. Definici6. Ha az A és B halmazoknak ugyan azok az elemei, azaz (Vx)(x € A < x € B), akkor azt mondjuk,
hogy egyenlgk, és azt irjuk, hogy A = B. Ha A minden eleme B-nek is eleme, azaz (Vx)(x € A — x € B), akkor
azt mondjuk, hogy A részhalmaza B-nek, és azt irjuk hogy A C B. Az A halmaz valédi részhalmaza B-nek,
amelyet A C B-vel jeloliink, ha A C B, de A # B.

3.17. Definicié. Azt a halmazt, melynek nincsen eleme, iireshalmaznak nevezziik, azaz —(3x)(x € 0) teljesiil

(jel.: ).

3.18. Tétel. Tetszbleges A, B, C halmazokra
(a) ACAés D CA;
(b) ha A C B és B C C, akkor A C C (tn. tranzitivitas);
(c) A =B akkor és csak akkor, ha A C B és B C A (tn. antiszimmetria).

3.19. Megjegyzés. Barmely A halmaz esetén az A és () halmazokat az A halmaz trivialis részhalmazainak
nevezziik. A 3.18. Tétel (c) része (antiszimmetria) gyakran hasznos annak igazolasara, hogy két halmaz egyenld.

3.20. Példa. Tekintsiik a kovetkezs halmazokat:

Ekkor A = B = C, a tobbi mind kiilénb6z6. A D halmaznak harom, F-nek egy eleme van, a tobbinek kettd.
A {1} halmaz részhalmaza A, B, C és D-nek, de E és F-nek nem. Csak E-nek eleme {1}, a tobbinek nem. Az ()
részhalmaza minden halmaznak (1d. 3.18. Tétel (a)). Az @ eleme a D halmaznak (abban felsoroltuk elemként),
a tobbinek nem.

3.21. Definicio. Tetszbleges A és B halmazokra definialjuk az egyesitésiiket (uniéjukat) és metszetiiket:
AUB={x:xe AVxeB} ANB={x:xe AAxeB}
Azt mondjuk, hogy A és B diszjunktak, ha ANB = (.

3.22. Definicid. Legyen rogzitve egy U halmaz az univerzum (alaphalmaz). Ekkor tetszdleges A C U
halmazra definidljuk az A komplementerét:

A={xelU:xgAl

3.23. Definici6. Tetsz6leges A és B halmazokra definidljuk a kiilonbségiiket és szimmetrikus kiilonbségii-
ket:
A\B={x:x€ AAx¢&B} AAB={x:xe A x¢B}


https://www.youtube.com/watch?v=u5sw24evb68
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3. abra. Az A és B halmazok kiilonbsége és szimmetrikus kiilonbsége

3.24. Tétel. Tetszsleges A, B, C C U halmazokra

ANA=A, AUA=A, (idempotencia)
ANB=BNA, AUB=BUA, (kommutativitas)
(ANB)NC=AN((BNC), (AUBJUC=AU(BUC), (asszociativitas)
(AUB)NA =A, (ANB)UA =A, (abszorptivitas)
(AUB)NC=(ANC)U(BNC), (ANB)UC=(AUC)N(BUC), (disztibutivitas)
A= A, (dupla tagadas)
ANB=AUB, AUB=ANB, (De Morgan szabalyok)
ANA =, AUA =1,
ANU=A, AUU =,
AND =0, AUD=A
A\B=ANB AAB=(A\B)U(B\A).

3.25. Definici6. Legyen 7 tetsz6leges indexhalmaz (tehét tetszoleges nemiires halmaz, amelynek elemeit inde-
xelésre hasznaljuk), és minden egyes i € Z-re legyen adott egy A; halmaz. Ekkor

(AL ={x|(Vie I)(x € A} (metszet),
iel
UAi=&IEieDxeA) (unio).
iel

Ha Z ={1,2,...,n}, akkor a fenti helyett az alabbi jelolések is szokasosak:

U Aj, vagy AjU---UAL.

Videé: | Descartes-szorzat, hatvanyhalmaz, osztalyozas

3.3. Descartes-szorzat, hatvanyhalmaz

3.26. Definicid. Tetszbleges a,b elemekre definidljuk az (a,b) rendezett elempart. Az (a,b) rendezett
elemparnak a és b az elsg, illetve a masodik komponense. Két rendezett elempar akkor és csak akkor egyenld,
ha a megfelel6 komponenseik egyenldk.

3.27. Megjegyzés. A komponensek sorrendje fontos, tehat az a = b eset kivételével (a,b) # (b,a). Ezzel
szemben a halmazok esetén a sorrend lényegtelen, tehat {a, b} = {b, a}.

3.28. Definici6. Tetszbleges A, B halmazokra definidljuk a Descartes-szorzatukat:
AxB={(a,b):ae AANDbDEB}

Azonos tényezdk szorzatat hatvanyként is jelolhetjiik: pl. A x A = A2,


https://www.youtube.com/watch?v=MhXsdNXxuUc
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3.29. Példa. Az A = {1,2} kételemd és B = {5,6,7} haromelemii halmazok Descartes-szorzata a hatelemd
A xB={(1,5),(1,6),(1,7),(2,5),(2,6),(2,7)} halmaz. Vegyiik észre, hogy # x B = (), mert ha (a,b) eleme lenne
a Descartes-szorzatnak, akkor a € () lenne, ami nem lehet.

3.30. Definicid. Tetsz6leges A halmaz esetén az A Osszes részhalmazainak halmazat az A hatvanyhalmazanak
nevezziik és P(A)-val jeloljiik, azaz
PA)={X:XCA}L

3.31. Példa. Az A ={1, 2,3} haromelemt halmaz hatvanyhalmaza
P({1,2,3}) ={0,{1},{2}, {3}, {1,21,{1,3},{2,3},{1,2,3}}

8-elemti. Az iireshalmaznak csak az iireshalmaz a részhalmaza, ezért P(()) = {0}, azaz egy olyan halmaz, amelynek
egyetlen eleme van, az tlireshalmaz. Gondoljuk at, hogy P(P(0)) = {0, {0}}.

3.4. Osztalyozasok

3.32. Definicio. Legyen A tetszdleges halmaz, és legyen C C P(A). Azt mondjuk, hogy C osztalyozas az A
halmazon vagy mas szoval osztalyozasa az A halmaznak, ha

1. barmely X € C-re X # (),

2. barmely X,Y € C-te X =Y vagy XNY =0,

3. A =Uxee X
Amennyiben C osztélyozéas az A halmazon, akkor C elemeit osztalyoknak nevezziik. A definici6 szerint: az oszta-
lyok (1) nem iiresek, (2) paronként diszjunktak, és (3) lefedik az A halmazt. Szokas az osztalyozast particionak
vagy faktorhalmaznak is nevezni.

Gy G

4. abra. Osztalyozas a Cy,..., C; osztalyokkal

3.33. Példa. Tekintsiik az A = {1, 2, 3,4, 5, 6} halmazt, ekkor C; = {{1, 3, 6},{2,4},{5}} osztalyozas az A halmazon.
Viszont C; = {{1,3},{2,5},{6}} nem osztélyozas A-n, hiszen nem fedi le az A halmazt. A C3 ={X C A ||X| =4}
halmaz sem osztalyozasa A-nak ugyanis a részhalmazok nem diszjunktak.
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4. Relacidok

Vide6: | Alapfogalmak, miiveletek

4.1. Definicid. Legyenek A és B halmazok. Az A x B Descartes-szorzat részhalmazait A-bol B-be mené megfe-
leltetéseknek nevezziik. A T C A x B megfeleltetés indulési halmaza A, érkezési halmaza B. Ha A = B, akkor
a megfeleltetést relacionak nevezziik.

4.2. Megjegyzés. A relaciok lényegében ugyanazok, mint a kétvaltozos predikatumok, hiszen az egyik a masikat
meghatarozza. (Tehat csak més felfogasban, mas jelolésrendszerben beszéliink ugyanarrol.)

4.3. Megjegyzés. A p C A x A relaciot szemléltethetjiik

e nyildiagrammal: az (a,b) € p part az a pontbdl a b pontba iranyitott nyillal abrazoljuk, ekkor A két
példany kozott vezetnek a nyilak;

e graffal: hasonldéan a nyildiagrammhoz, de az A halmazon beliil hazzuk a nyilakat,

e koordinatarendszerben: az A X A Descartes-szorzatot abrazoljuk koordinatarendszerben, és megjeloljiik
a p részhalmazba tartozo elemeket;

e matrixszal: ha |A| = n, akkor A elemeit megszdmozzuk, és aszerint frunk I-et, illetve O-t a matrix
(azaz szamtablazat) i-edik soranak j-edik helyére, hogy (i,j) benne van-e vagy nincs benne a relacioban.
(Informatikaban gyakran hasznaljak ezt a modszert, a relaciokat a bitmatrixukkal adjak meg.)

A p=1{(1,2),(1,4),(2,3),(3,4),(4,5)} C {1,2,3,4,5}? relacio szemléltetése nyildiagrammal, koordinatarendszer-
ben, méatrixszal és graffal.

COoOOCO MmN
oo R OoOw
SO R O -
SR O OoOOoOu

“‘
= N W S
s W N =

coococor

1 2 3 4 5 5

5. abra. Az p relacio szemléltetése

4.1. Miiveletek relaciokkal

4.4. Megjegyzés. Mivel barmely o, 3 C A x A relacidk egyben halmazok is, ezért relacidkon is elvégezhetsk a
halmazmiveletek.

4.5. Példa. Legyen A ={1,2,3,4,5,6}, és

“:{(1)1))(133))(2)3)3( ) ))(5) - AZ»
B :{(1)2))(133))(2)2a ) )(5) gAz-
e NP ={(1,3),(3,4)}
e aUB={(1,1),(1,2),(1,3),(272),(2,3),(3,4),(5,5), (56)},
o OC\B :{(131))(2)3))(5»6)}7
e xAB={(1,1),(01,2),(2,2),(23),(5,5),(5,6)}

4.6. Definici6. Tetsz6leges p C A x A relaciora definialjuk annak inverzét:

o' ={(xy) €A xA|(y,x) € p}.

Vegyiik észre, hogy (p~1)~" = p.

4.7. Példa. Legyen A = {1,2,3,4,5,6} és p = {(1,2),(1,3),(2,2),(3,4),(5,5)} relaci6 az A halmazon, ekkor
2, (5,5)}

BT ={(2,1),3,1),(2,2), (4,3).


https://www.youtube.com/watch?v=BCMuKvN2Ko0

4.2. RELACIOTULAJDONSAGOK 4. RELACIOK >15«

4.8. Definici6. A p, o C A x A relaciok szorzata:
po={xy) e AxA[(FZzcA)(lx,z) €p N (z,y) € 0)}.
4.9. Példa. Legyen A ={1,2,3,4,5},

{(1,1),(1,2),(2,4), (2,5), (3, 1), (4,4), (5,1), (5,2)} € A?,
{(1,4),(2,3),(2,5),(3,1),(3,2), (5, 1)} € A%.

04
B

6. abra. Az « (kék nyilak) és 3 (piros nyilak) relaciok ofp (z6ld nyilak) szorzata

elembdl tudok eljutni egy kézépsd elemen keresztiil valamelyik jobb oldaliba.

4.10. Példa. Legyen A = {1,2,3,4,5,6}. Tekintsik az o« = {(1,1),(1,3),(2,3),(3,4),(5,6)} C A x A és B =
{(1,2),(1,3),(2,2),(3,4),(5,5)} € A x A relaciokat. Ekkor

«p ={(1,2),(1,3),(1,4),(2,4)},  Bx={(1,3),(1,4),(2,3),(5,6)}

4.11. Tétel. Tetszbleges o, 3,y C A X A relacidk esetén teljesiilnek a kévetkezdk:
1. (af)y = x(Py), (arelaciok szorzasa asszociativ)
2. (ap) ' =p T

4.12. Megjegyzés. A relacidok szorzasa nem kommutativ, azaz a tényezdk sorrendje dltalaban nem cserél-
hetd fel, ahogy ezt a 4.10. Példa is mutatja.

4.2. Relacidétulajdonsagok

Video: ‘ Relaciotulajdonsagok ‘

4.13. Definici6. Azt mondjuk, hogy az o C A X A relacio

reflexiv, ha barmely x € A elemre (x,x) € « teljestik,

szimmetrikus, ha barmely x,y € A elemekre, ha (x,y) € «, akkor (y,x) € «,
antiszimmetrikus, ha barmely x,y € A elemekre, ha (x,y) € « és (y,x) € «, akkor x =y,
tranzitiv, ha barmely x,y,z € A elemekre, ha (x,y) € « és (y,z) € «, akkor (x,z) € «,
dichotom, ha barmely x,y € A elemekre (x,y) €  vagy (y,x) € «.

4.14. Megjegyzés. A fenti relacidtulajdonsagok a relacié grafjaval a kvetkezképpen jellemezhetdk:

reflexiv relécio: a graf minden csicsdban van hurokél,

szimmetrikus relacié: ha két pont kozott az egyik iranyban van él, akkor a masik iranyban is van,
antiszimmetrikus relacio: kilénbo6z6 cstucsok kozott legfeljebb az egyik iranyban megy él,

tranzitiv relacio: barmely két csiicsra, ha az egyikbdl két csatlakozo6 iranyitott él mentén el tudunk jutni a
mésikba, akkor egyetlen iranyitott él mentén is eljuthatunk,

e dichotom relacio: barmely két cstics k6zott van irdnyitott él.

4.15. Példa.


https://www.youtube.com/watch?v=GVKULbzzRoQ
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7. dbra. Reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv, antiszimmetrikus és dichotém relaciok

1. Az x = {(a,b) €Z?la+b= 2} C Z X Z relacio nem reflexiv, pl. 3+ 3 # 2, igy (3,3) ¢ «. Szimmetrikus,
hiszen ha a + b = 2, akkor b 4+ a = 2, mivel az Osszeadas az egész szamok halmazan kommutativ. Nem
antiszimmetrikus, pl. a = —1, b = 3 ellenpélda. Az « relacié nem tranzitiv, ugyanis pl. a=c=0,b =2
esetén sem teljesiil, hogy ha a +b =2 és b+ c =2, akkor a + ¢ =2. Az « relacié nem is dichotom, mivel
pl. (3,4) ¢ «wés (4,3) & «.

2. AB= {(a,b) eN?|al b} C N x N relacié (un. oszthatosagi relacio N-en) reflexiv, mivel minden szam
oszthaté onmagéaval. Nem szimmetrikus, hiszen pl. 2 osztoja 6-nak, de 6 nem osztdja 2-nek. A B relacio
antiszimmetrikus, ugyanis ha két pozitiv egész szam egymasnak kolcsénosen osztoja, akkor egyenlGek. A
relacio tranzitiv is, ha a osztoja b-nek és b osztdja c-nek, akkor a osztdja c-nek, ugyanis, ha alkalmas x,y
pozitiv egész szamokra b = xa és ¢ = yb, akkor ¢ = yxa, azaz a | c. Viszont 3 nem dichotom, hiszen pl. a
3 és az b szamokat tekintve egyik sem osztoja a masiknak.

3. Ay = {(a,b) €7?|a< b} C Z x 7Z relaci6 reflexiv, nem szimmetrikus, antiszimmetrikus, tranzitiv,
dichotom.

4. A= {(a, b) € Z? | |a| = |b|} C Z x Z relacio reflexiv, szimmetrikus, nem antiszimmetrikus, tranzitiv, nem
dichotom.

4.16. Megjegyzés. Ha egy relaci6 dichotom, akkor relexiv is, masképpen fogalmazva, ha egy relécié nem reflexiv,
akkor nem is dichotom. A példak alapjan azt érezhetjiik, hogy a szimmetria és az antiszimmetria egyszerre
nem teljesiilhet, de ez nem igy van, pl. a {(1,1),(2,2)} C {1,2,3} x {1,2,3} relaci6 egyszerre szimmetrikus és
antiszimmetrikus.

4.17. Tétel. Tetszoleges o, p C A? relaciokra érvényesek a kovetkezd allitasok:
e o pontosan akkor szimmetrikus, ha o« C ol
e « akkor és csakis akkor tranzitiv, ha o C «.
e ha az o, 3 C A? relaciok reflexivek, akkor az & szorzat is reflexiv.

4.18. Megjegyzés. Szimmetrikus relaciok szorzata nem mindig szimmetrikus. Legyen A = {1,2,3}, valamint
o ={(1,2),(2,1)} C A? &s B ={(2,3),(3,2)} C A?. Mindkét relacio szimmetrikus, és (1,3) € af, de (3,1) ¢ .

4.3. Ekvivalenciarelaciok

Vide6: | Ekvivalenciarelaciok

4.19. Definicié. Legyen p relacié az A halmazon. Azt mondjuk, hogy p ekvivalenciarelacio, ha reflexiv,
szimmetrikus és tranzitiv.

4.20. Példa. A 4.15. Példaban latott & relacié ekvivalenciareléacio.

4.21. Megjegyzés. A kovetkezdkben latni fogjuk, hogy adott halmazon értelmezett ekvivalenciarelaciok és osz-
talyozasok (1d. 3.32. Definicio) kozott szoros kapcsolat van.

4.22. Tétel. Legyen C osztalyozas az A halmazon, ekkor a
pc ={(a,b) e Ax A|(IXeC)(a,beX)}
relaci6é ekvivalenciarelacio.

4.23. Példa.
1. Legyen A egy iskola tanuldinak halmaza, és C elemei legyenek az iskola osztalyai. FEkkor a C osztélyozés
altal meghatéarozott ekvivalenciarelacio:

pc ={(a,b) € A x A | a és b osztalytarsak, vagy a = b}.


https://www.youtube.com/watch?v=SkOg12MI8js
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2. AC={0}{-1,1},{—2,2},...} C P(Z) osztalyozas altal meghatarozott ekvivalenciarelacio:
pc ={(0,0)}U{(z,2): z € Z} U{(z,—2): z € Z} ={(a,b) € Z x Z: |a] = |bl}.

4.24. Definici6. Legyen p ekvivalenciarelacio az A halmazon. Az a € A elemet tartalmazo osztalyon (vagy
blokkon) az a/p ={b € A | (b,a) € p} halmazt értjik. A p ekvivalenciarelaci6 blokkjainak A/p ={a/p|a € A}
halmazat az A halmaz p szerinti faktorhalmazanak vagy p szerinti osztalyozasanak nevezziik.

4.25. Példa. Tekintsiik az A = {1,2,3} halmazon a p = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)} ekvivalenciarelaciot.
Ekkor 1/p={b € A | (b,1) € p} ={1,2}. Hasonléan 2/p ={1,2} és 3/p ={3}. Tehat definici6 szerint

ami osztalyozasa A-nak.
4.26. Tétel. Tetszbleges p C A x A ekvivalenciarelaciora A/p osztalyozasa A-nak.

4.27. Megjegyzés. Lattuk, hogy az ekvivalenciarelaciok osztalyozést (faktorhalmazt), az osztalyozasok (faktor-
halmazok) pedig ekvivalenciarelaciokat hataroznak meg.

Valojaban a rogzitett A halmazon értelmezett ekvivalenciarelaciok és osztalyozasok lényegében ugyanazok,
kolesonosen egyértelmd hozzarendelés adhaté meg kozottiikk. Ugyanis ha C osztélyozésa az A halmaznak, és
pc az 4.22. Tétel szerint C-bdl szarmaztatott ekvivalenciarelacio, valamint C’ = A/pc az 4.26. Tétel szerint
szarmaztatott osztalyozas, akkor C’' = C, azaz visszakaptuk az eredeti osztalyozast.

Hasonloéan, ha a p ekvivalenciarelaciobol indulunk ki, az 4.26. Tételt alkalmazva kapjuk a C = A/p osztalyo-
zast, majd az 4.22. Tétel szerint a p’ = p¢ ekvivalenciarelaciot, amely p-val egyezik meg.

Vide6: |Részbenrendezett halmaz, lozért‘

4.4. Részbenrendezett halmazok

A (részben)rendezések a hierarchia fogalmat ragadjak meg matematikailag. Ez a fogalom az informatikaban is
fellép, hiszen pl. a szoftverek is hierarchikus rendbe szervezett kisebb egységekbdl (szubrutin, modul, eljaras,
stb.) épiilnek fel.

4.28. Definicié. Az A halmazon értelmezett p relacié részbenrendezés, ha reflexiv, antiszimmetrikus és tran-
zitiv. Ha p részbenrendezés az A halmazon, akkor az (A;p) part részbenrendezett halmaznak nevezziik.

4.29. Definici6é. Az A halmazon értelmezett relacié rendezés, ha reflexiv, antiszimmetrikus, tranzitiv és dicho-
tom.

4.30. Példa. A 4.15. Példabeli B és y relaciok részbenrendezések, tehat (Z;3) és (Z;7vy) részbenrendezett halma-
zok. A 3 relacié nem rendezés, mivel nem dichotom, de y rendezés is.

4.31. Definicio. Azt mondjuk, hogy az a és b elemek Osszehasonlithatok a < részbenrendezésben, ha a < b
vagy b < a. Tehét egy részbenrendezés pontosan akkor dichotém, ha barmely két eleme Gsszehasonlithatoé.

4.32. Példa. A 12 egész szam pozitiv osztoinak halmazan az oszthatosagi relacié részbenrendezés szerint, a 2 és
3 egészek nem Osszehasonlithato elemek, mig 2 és 6 dsszehasonlithatoak, ugyanis 2 | 6 teljestil.

4.33. Definici6. Legyen p részbenrendezés az A halmazon. Ha ez nem vezet félreértéshez, akkor (a,b) € p
helyett a < b-t irunk, és az a < b jelélést hasznaljuk arra, hogy a < b és a # b. Azt mondjuk, hogy a b € A
elem fedi az a € A elemet, és ezt a < b-vel jeloljiik, ha a < b és nincs olyan ¢ € A, amelyre a < ¢ < b teljesiil.

4.34. Megjegyzés. A részbenrendezéseket véges halmazon tgy szemléltethetjiik, hogy az elemek kozt csak a
fedési relaciot ,,rajzoljuk be”, mégpedig gy, hogy ha a < b, akkor a-t ,lejjebb” rajzoljuk, mint b-t. Ekkorad < e

relaciét ugy olvashatjuk le a diagramroél, hogy van egy felfelé vezets ut d-bél e-be néhany kozbiilsé co, c1y...,Cn
elemen keresztiil, azaz d =cp < ¢y < --- < ¢, = e. Ezt a diagramot a részbenrendezés Hasse-diagramjanak
nevezziik.

4.35. Tétel. Legyen < részbenrendezés az A véges halmazon. Ekkor a fedési relacié (azaz a Hasse-diagram)
egyértelmiien meghatéarozza a részbenrendezést.


https://www.youtube.com/watch?v=iZI09HHZXNc
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8. abra. A (P({1,2,3}; C)) részbenrendezett halmaz grafja és Hasse-diagramja

4.36. Definicid. Legyen < részbenrendezés az A halmazon. Az m € A elem
(a) maximalis, ha nincs olyan a € A, hogy m < a.
(b) minimalis, ha nincs olyan a € A, hogy a < m.
(¢) legnagyobb elem, ha minden a € A elemre a < m.
(d) legkisebb elem, ha minden a € A elemre m < a.

4.37. Megjegyzés. Az €l6z6 definicio (a), (b) részét szavakkal is leirjuk. Az (A;<) részbenrendezett halmaz
egy eleme maximalis, ha nincs néla nagyobb elem a részbenrendezés szerint. Egy eleme pedig legnagyobb, ha
minden mas elemnél nagyobb.

Részbenrendezett halmaznak lehet tobb maximalis és tobb minimalis eleme is, és az is el6fordulhat, hogy sem
maximaélis, sem minimaélis elem sincsen.

max. és legnagyobb elem
o
max. elem max. elem max. elem max. elem o
min. és max.
° ° ° ° C e
¢« o o >< ><
min. és max.
° ° ° ° L R
min. elem min. elem min. elem min. elem
 J @ o
min. elem min. elem min. elem

9. dbra. Minimalis és maximalis elemek részbenrendezett halmazokban

4.38. Példa. e Legyen A = {n € N|n > 2}, és tekintsiik az (A; | ) részbenrendezett halmazt. Ennek a
részbenrendezett halmaznak nincsen maximaélis eleme, de végtelen sok minimalis eleme van, melyek éppen
a primszamok.
e Az (Np;|) részbenrendezett halmaz esetén az 1 minimélis és legkisebb elem is, a 0 pedig maximalis és
legnagyobb elem is.

4.39. Tétel. Teljesiilnek a kovetkez§ allitasok.
e Véges halmazon minden részbenrendezésnek van maximalis és minimalis eleme.
e Egy részbenrendezett halmazban legfeljebb egy legnagyobb és legfeljebb egy legkisebb elem lehet.
e Részbenrendezett halmaz legkisebb eleme minimaélis, legnagyobb eleme maximaélis.

4.40. Definici6. Legyenek adottak az (A1;<1) és az (Ay; <2) részbenrendezett halmazok. Direkt szorzatukat
agy kapjuk, hogy az A, A, Descartes-szorzatukon definidljuk a komponensenkénti részbenrendezést. Azaz a
direkt szorzatuk (A7 x Az;<), ahol (ai,az) < (b1, b2) azt jelenti, hogy a7 <7 by és az <2 ba. Megmutathato,
hogy ez is részbenrendezett halmaz.
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4.41. Definicio. Az (A1;<7) és az (Az;<2) rendezett halmazok (tehat nemcsak részbenrendezett) lexikogra-
fikus szorzatan az (A7 x A;C) rendezett halmazt értjiik, ahol a T relaci6 a lexikografikus rendezést jelenti,
azaz (aj,az) C (by,by) akkor és csak akkor, ha a; <7 by, vagy (a; = by és az <; by). Megmutathato, hogy ily
moédon rendezett halmazt kapunk.

A YR YeR)
2@
A, (2,0) Q/ (2,0) 0/
1@ \
® (1) ® (1)
1@
1,0) 0/ (1,0) O/
0@ \
__J(AY ® 0D
>
0®
e 0.0) o/

10. abra. Részbenrendezett halamzok direkt és lexikografikus szorzata

4.5. Relaciok lezartjai

4.42. Tétel. Legyenek p és o relaciok az A halmazon, valamint 7 a reflexivitas, szimmetria, antiszimmetria,
tranzitivitas tulajdonsagok valamelyike. Ha a p és o relaciok 7 tulajdonsaguak, akkor p Mo is 7 tulajdonsagu.

4.43. Kovetkezmény. Ekvivalenciarelaciok metszete ekvivalenciarelacio, és részbenrendezések metszete rész-
benrendezés.

4.44. Definicio. Legyen p C A X A tetsz6leges relacié. A p relacio tranzitiv lezartja alatt azt a legsziikebb
pT tranzitiv relaciot értjiik, amelyre p C p*. Azaz a p relaciot a lehets legkevesebb elemmel bévitjiik gy, hogy
tranzitiv relaciot kapjunk.

4.45. Tétel. Legyen p C A x A tetsz6leges relacio. Ekkor

(a) pt =pUppUpppU---=U{p" In €N},
(b) p" ={(a,b) e Ax A|(3In € No)(3cy,...,cn € A)((a,c1), (c1,C2)y. .., (cn, b) € p))

[ N

o
®
d
=

3
O\

a®

@@

11. abra. Az & C A? relacio és tranzitiv lezartja

4.46. Példa. (a) Ha A ={1,2,3} és p =
tartalmaz 0j elemeket. Tehat pUpp ={(1,
lezéart.

{(1,2),(2,1),(2,3)}, akkor pp = {(1,1),(1,3),(2,2)}, és ppp mar nem
1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2), (2,3)} mar tranzitiv, ez lesz p™*, a tranzitiv
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u,c), (b,u), (d, a), (d,b), (f, )( V) (ev) (v, f)}, akkor ocex =

4

(b) Ha A ={a,b,¢,d, e, f,u,v} és « = {(u, a), (u,c), )
o ={(d,a), (d,c), (e, c)}escx = =---=0. Igy «F = alUocorUoxoror

{(b, a), (b,¢), (d, ), (d, ), (e, ), (v, c)}, oxoxex
(1d. 11. étbra).

4.47. Definicio. Legyen p C A x A tetszéleges relacio. A p relacio reflexiv és tranzitiv lezartja alatt azt a
legsziikebb p* reflexiv és tranzitiv relaciot értjiik, amelyre p C p*.

4.48. Tétel. Legyen p C A x A tetszbleges relacio, ekkor a p* = p™ U{(a,a): a € A} a p reflexiv és tranzitiv
lezartja.

4.49. Példa. Legyen A ={1,2,3} ¢s p ={(1,2),(2,1),(2,3)}. A 4.46.(a) Peldaban lattuk, hogy p™ = p U pp =
{(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)}. Igy p reflexiv és tranzitiv lezartja:

p»< = p+ U{(])])) (2)2)) (3)3)} = {(]>])) (])2)> (153)) (2) ])) (2)2)) (2)3)) (3)3)}



5. LEKEPEZESEK, SZAMOSSAGOK 21 4

5. Leképezések, szamossagok

5.1. Leképezések

Video: |Leképezések

5.1. Definici6. Tetsz6leges A, B halmazokra az A x B halmaz részhalmazait A-bél B-be mens megfelelteté-
seknek nevezziik. Az A halmaz a megfeleltetés indulasi halmaza, B pedig az érkezési halmaza.

5.2. Példa. Az A = {1,2,3} halmazbol a B = {1,2,3,4} halmazba mend megfeleltetések pontosan a P(A x B)
halmaz elemei, azaz 234 = 212 = 4096 darab van belslikk. Példaul, az () és A x B is megfeleltetés A-bol B-be

5.3. Definicié. A p C A x B megfeleltetést A-bol B-be mend parcialis leképezésnek neveziink, ha barmely
a € A-ra legfeljebb egy b € B létezik, amelyre (a,b) € p.

5.4. Példa. Legyen A = {1,2,3}, B = {1,2,3,4}, ekkor a p = {(1,4),(3,4)} € A x B megfeleltetés parcialis
leképezés. Mivel minden A-beli elem esetén 5 lehetdség koziil valaszthatunk (nem rendeliink hozza semmit, vagy
B valamelyik elemét rendeljiik hozz4), igy A-bol B-be meng parcialis leképezésbsl 53 = 125 darab van. Az ) is
parciélis leképezés A-bol B-be.

5.5. Definicié. A @ C A x B megfeleltetést A-bol B-be mend leképezésnek neveziink, ha barmely a € A-ra
pontosan egy b € B létezik, amelyre (a,b) € o.

Leképezések esetén a @ C A x B helyett a ¢: A — B jelolés hasznaljuk. Tovabba, (a,b) € ¢ helyett azt
mondjuk, hogy az a elem ¢ melletti képe b, és azt irjuk, hogy a@ = b vagy a — b. Ekkor azt is mondhatjuk,
hogy a b elem 6se az a.

5.6. Példa. Legyen A ={1,2,3}, B ={1,2, 3,4}, ekkor a @ ={(1,4),(2,3),(3,4)} C A x B megfeleltetés leképezés
(és parcialis leképezés is), altalaban helyette a @: A — B, 1@ =4, 2¢ =3, 3¢ = 4 jelolést hasznaljuk. Mivel
minden A-beli elem esetén 4 lehetéség koziil valaszthatunk, igy A-bol B-be mend leképezésbdl 43 = 64 darab
van. Az ) C A x B megfeleltetés NEM leképezés A-bol B-be.

5.7. Definicié. A ¢: A — B leképezés esetén az A indulasi halmazt értelmezési tartomanynak nevezziik.
Az {a@ | a € A} C B halmaz neve értékkészlet.

@
A/\B

indulasi halmaz

érkezési halmaz

értékkészlet

12. abra. Leképezés és részei

5.8. Tétel. Ha ¢: A — B és P: B — C leképezések, akkor a
(pﬂr’ :{(G,C) | (Elb € B)((aab) € (P/\ (b,C) € II))}
megfeleltetés leképezés, a @ és ) leképezések szorzata. Leképezésként irva:

oP: A —C, a— (ap).


https://www.youtube.com/watch?v=YJeVgXrdSyc
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13. abra. Leképezések szorzasa

5.9. Megjegyzés. Ha a leképezést mint valamilyen végrehajtando folyamatot, cselekedetet képzeljik el, ak-
kor a szorzasuk az egymas utani végrehajtést jelenti. Példaul abban az esetben, amikor ¢ is és 1V is egy-egy
szamitoégépes program, amely az inputhoz az outputot rendeli, a szorzatleképezés a két program egymés utani
végrehajtasat jelenti igy, hogy az elsé outputja a masodik inputja.

5.10. Definicié. A ¢: A — B és P: C — D leképezések egyenlsk, ha A = C (indulasi halmazaik megegyez-
nek), B =D (érkezési halmazai megegyeznek) és a@ = a barmely a € A elemre.

5.11. Tétel. A leképezések szorzasa asszociativ, azaz tetsz6leges @: A — B, {: B — Cést: C — D leképezésekre

(e¥)T = @(YPT)
teljesiil. Mindkét oldalon A — D leképezés all.

5.12. Példa. Tekintsiik az A = {1,2,3} halmazt, és a @: A — A, 19 = 2, 2¢ = 3, 3¢ = 1, valamint a
0: A=A, To=2, 20 =1, 30 = 3 leképezéseket. Ekkor

e po: A= A, lpo=1, 200 =3, 390 =2,

e 0p: A=A, lop =3, 200 =2, 309 =1,
azaz 190 # 1o@. Igy @o # oo.

A leképezések szorzasa nem kommutativ.

5.13. Definicié. A ¢: A — B leképezés injektiv, ha A kiilonbo6z6 elemeinek képe kiilonbo6z6, azaz

(Var,a2 € A)(ar #a2 — ar1@ # axe).

5.14. Megjegyzés. Az injektivitds mas szdval azt jelenti, ha két elem képe egyenls, akkor maguk a kiindulasi
elemek is egyenlGek:
(Var,az € A)(aro =az¢ — aj =az).

Nyildiagramon az injektiv leképezés onnan ismerhetd fel, hogy A minden elemébdl pontosan egy nyil indul ki, és
B minden elemébe legfeljebb egy nyil érkezik.

5.15. Példa. Legyen A ={1,2,3}, B ={1,2,3,4}, ekkor a ¢: A — B, 19 =4, 2¢ =3, 3¢ = 2 leképezés injektiv
(1d. 14. abra).

14. abra. Az injektiv ¢ leképezés

Az A-bol B-be mend injektiv leképezésbol 4-3 -2 = 24 darab van, mivel kiilonb6z6 elemekhez kiilonbo6z6 képet
kell rendelni.
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5.16. Definicio. A @: A — B leképezés sziirjektiv, ha B minden eleme eléfordul képelemként, azaz
(Vb € B)(da e A)(ap =Db).
Mas szoval, ha @ értékkészlete megegyezik az érkezési halmazaval.

5.17. Megjegyzés. Nyildiagramon a sziirjektiv leképezés onnan ismerhetd fel, hogy A minden elemébdl pontosan
egy nyil indul ki (ezért leképezés), és B minden elemébe megy nyfil.

5.18. Példa. Ha A ={1,2,3}, B ={1, 2, 3,4}, akkor A-b6l B-be nem adhaté meg sziirjektiv leképezés, de B-bdl
A-ba igen. Példaul a @: B — A, T =2, 290 =3, 3¢ =2, 4¢ =1 leképezés sziirjektiv (Id. 15. dbra).

15. abra. A sziirjektiv @ leképezés

5.19. Megjegyzés. Hany B-bdl A-ba mend sziirjektiv leképezés van? Vonjuk ki a B-bsl A-ba mend Gsszes
leképezés szamabol (3%) azoknak a leképezéseknek a szamat, amikor legalabb az egyik elem nem all el képként
(2%) mindharom kimaradé elem esetén. Igy viszont azt az esetet, amikor 1-elemti az értékkészlet a sziikségesnél
tobbszor levontuk, ezért hozza kell ismét adni. Tehét a B-bsl A-ba mend sziirjektiv leképezésbol: 3% —3.244+3 = 36
darab van (1d. 16. &bra).

Osszes B — A
leképezések

2 nem képelem

1 nem képele

3 nem képelem

16. abra. Szita-formula

5.20. Definicié. A @ leképezés bijektiv, ha sziirjektiv és injektiv is.

5.21. Megjegyzés. Nyildiagramon a bijektiv leképezés onnan ismerhetd fel, hogy A minden elemébdl pontosan
egy nyil indul ki (ezért leképezés), és B minden elemébe pontosan egy nyil érkezik.

5.22. Példa. Ha A = {1,2,3}, B = {1,2,3,4}, akkor A-bdl B-be nem adhat6 meg bijektiv leképezés, és B-bdl
A-ba sem.

5.23. Példa. Ha A ={1,2,3}, akkor a @: A — A, 19 =2, 2¢ = 3, 3¢ = 1 leképezés bijektiv. Az A-bol A-ba
mend minden injektiv leképezés mar sziirjektiv is lesz, tehat az A-bdél A-ba mend bijektiv leképezések szama
3-2-1=3=6.

5.24. Példa. (a) A @: R — R, x — x? leképezés (1d. 17. abran a piros grafikon)
e nem injektiv, mert pl. a —2 és az 2 helyen azonos értékeket vesz fel,
e nem sziirjektiv, mert negativ valés szamokat nem vesz fel értékként,
e nem bijektiv.
(b) A @: R — R, x — x3 leképezés (1d. 17. abran a kék grafikon)
e injektiv, mivel a fiiggvény szigortian monoton, minden értéket csak egyszer vesz fel,
e sziirjektiv, mivel minden valos értéket felvesz igy, tetszéleges y € R elem Gse x = 3/y, mert (\3/1])3 =y,
e bijektiv.
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17. abra. Az R — R, x + x? leképezés (piros) és az R — R, x — x> leképezés (kék) grafikonja

Az el6z6 két példaban olyan leképezések szerepeltek, amelyek abrazolhatok voltak koordinatarendszerben
fliggvényként. A fiiggvények szamhalmazok kozott megadott leképezések, de nem minden leképezés indulasi és
érkezési halmaza all szamokbol.

5.25. Példa. Jeldlje H a sik haromszogeinek halmazat, S pedig a sik pontjainak halmazat. Tekintsiik a kdvetkezs
leképezést:

@: H — S, h— h koriilirt kérének kézéppontja.

e A @ leképezés nem injektiv, ugyanis kiilonb6z6 haromszogekhez tartozhat ugyanaz a kozéppont a sikon.
Pl. ha kivalasztunk egy elemet S-bgl, és valamekkora (nem 0) sugéarral kort rajzolunk a pont koriil, akkor a
korvonalon kivalaszthatunk tébbféleképpen is harom pontot ugy, hogy haromszoget alkossanak (Id. 18. abra
bal oldala). Tehat vannak H-nak kiilonb6z6 elemei gy, hogy ugyanaz a ¢ melletti kép tartozik hozzajuk.

o A @ leképezés sziirjektiv, mert barhogy valasztunk egy pontot S-bél a korabban leirt modszerrel, talal-
hatok hozz& haromszoget (elemet H-bol), amelynek a ¢ melletti képe a kivalaszott pont (1d. 18. dbra jobb
oldala).

e Mivel a ¢ leképezés nem injektiv, igy nem bijektiv.

18. abra. A @ leképezés nem injektiv, de sziirjektiv

5.26. Tétel. Tetszbleges p: A — B és 0: B — C leképezésekre,
(a) ha p és o sziirjektiv, akkor po is sziirjektiv,
(b) ha p és o injektiv, akkor po is injektiv,
(¢) ha p és o bijektiv, akkor po is bijektiv,
(d) ha po sziirjektiv, akkor o sziirjektiv,
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(e) ha po injektiv, akkor p injektiv,
(f) ha po bijektiv, akkor p injektiv és o sziirjektiv.

5.27. Definici6. Tetsz6leges A halmazon definidljuk az identikus leképezést:
ida:A— A, a— a.
5.28. Tétel. Tetsz6leges @: A — B leképezésre ida @ = @ és @idg = @.

5.29. Definici6. Legyenek @: A — B és : B — A leképezések. Azt mondjuk, hogy 1V inverze @-nek, ha
o = ida és P = idg. Viladgos, hogy ez szimmetrikus viszony: 1 akkor és csak akkor inverze @-nek, ha ¢
inverze \-nek.

5.30. Tétel. Legyen @: A — B tetsz6leges leképezés.
1. Akkor és csakis akkor létezik @-nek inverze, ha ¢ bijektiv.
2. Ha o bijektiv, akkor egy és csakis egy inverze létezik, mégpedig az a {: B — A leképezés, amely tetsz6leges
b € B elemhez azt az egyértelmiien meghatarozott a elemet rendeli, amelyre agp = b. (Azaz az inverz
leképezés minden elemhez annak a kiindulési leképezés szerinti Gsét rendeli. Tehat tetszéleges a € A és
b € B esetén bip = a akkor és csak akkor, ha ap =b.)

¢

——

B

i

A —5— B

19. abra. Leképezés (@) és inverze (b = @)

5.31. Megjegyzés. Ha a ¢ leképezés bijektiv, akkor van, mégpedig pontosan egy inverze van, ezt az egyértelmiien
meghatéarozott inverzet fogjuk @~ '-gyel jellni.

5.32. Tétel. Tetszbleges @: A — B és : B — C bijektiv leképezésre
(a) @' bijektiv, valamint ((p*‘)f1 =,
(b) (ep) ' =¥ To "

20. abra. Az R — R, x +— x> leképezés és inverzének, az R — R, x — /x leképezésnek a grafikonjai
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5.33. Példa. A ¢: R — R, x — x3 leképezésrél korabban lattuk, hogy bijektiv. A leképezés inverze: @ ': R —
R, x — ¢/x (1d. el6z6 abra).

5.34. Megjegyzés. A Relaciok témakorénél definiadltuk a kovetkezSket. Legyen A tetszéleges halmaz, jeldlje
Part(A) az A halmaz osztalyozasainak (mas szoval particidinak) halmazat, Eq(A) pedig az ekvivalenciarelaciok
halmazat az A halmazon. Uj fogalmaink segitségével a particiok és az ekvivalenciak kozotti kapesolat az alabbi
forméat olti. A

e ¢: Eq(A) —» Part(A), p— A/p={a/p:a€ A}és

e : Part(A) — Eq(A), C— pc
leképezések bijektivek, amelyek egymas inverzei.

5.2. Halmazok elemszama, szamossaga

5.35. Példa. (Az 5 fogalma, Czédli Gabor professzor el6adasa alapjan.) Legyen az a halmaz, aminek az elem-
szaméat keressiik, a jobb keziink ujjainak halmaza. Majd a kivédlasztott halmazzal egyenld elemszami halmazokat
elnevezziik valahogy (esetiinkben ,6telemtieknek”). Tehat (legalabbis az Gskorban, illetve a mai el6adason) nem
mondjuk meg, mi az, hogy ,,6t”, hanem csak annyit mondunk meg, mi az, hogy ,6telem” halmaz.

Ezt kovetSen az ,0t” nem maéas, mint az otelemid halmazok kozos tulajdonsiga. (Azaz az ,o6t” fogalmat
absztrakcioval definidltuk — az ilyenfajta absztrakcio teljesen megszokott az emberi gondolkodésban. Sok méas
fogalom is hasonloan alakul ki.)

Ha jobb keze ujjainak halmaza és az elejtett mamutok halmaza kézott az Gsember bijekciot tudott 1étesiteni,
akkor azt mondta, hogy ,6t”, és elégedett vala; nem elmélkedett olyan hidbavalé kérdésen, hogy mit jelent az,
hogy ,,6t”. Hasonl6an jarunk el a szamossagok fogalméanak kialakitasakor is.

5.36. Definicio. Legyen A és B halmaz. Azt mondjuk, hogy az A és B halmazok szamossaga egyenld, ha
létezik A — B bijektiv leképezés. (Jelolése: |A| = [B|.)

5.37. Definicid. A természetes szamok halmazanak szdmossiagat megszamlalhat6an végtelennek nevezzik
és No-lal jeloljiik. (Kiejtve ,alef null”; X a héber abécé els bettje.)

5.38. Tétel. Az |N| = Ny szamossag a legkisebb végtelen szamossag.

5.39. Megjegyzés. Az tsszes halmazbol 4116 6sszesség nem halmaz, mert til sok eleme van. Ezen agy segitiink,
hogy az ilyen tul nagy Osszességeket elnevezziik osztalyoknak. A relacio fogalma nemcsak halmazon, hanem —
minden valtoztatas nélkiil — osztalyon is értelmes.

5.40. Tétel. Az 6sszes halmazok H-val jelolt osztalyan az ,egyenld szdmossagunak lenni” relacio, azaz az
»{(A,B) € H* | |A| = BI}”
relacio” ekvivalenciarelacio”.

5.41. Megjegyzés. Vajon Ny az egyetlen végtelen szamossag, vagy van masik is? Erre a kérdésre az alabbi
tétel ad valaszt. Emlékezziink vissza arra, hogy P(A) az A halmaz hatvanyhalmazat (azaz 6sszes részhalmazanak
halmazat) jeloli.

5.42. Tétel (Georg Cantor). Tetszoleges (véges vagy végtelen) halmaz szdmossaga nem egyenls a hatvanyhal-
mazanak szamossagaval. Azaz barmely A halmazra |A] # [P(A)].

Most méar tudjuk, hogy nem Xy = |[N| az egyetlen végtelen szdmosséag, hiszen P(N) eltérs szamossagu, és P(N)
is végtelen halmaz (mert mar az egyelemt részhalmazai is végtelen sokan vannak).

5.43. Allitas. A valos szamok szamossaga egyenls az [ = (—%; %) halmaz szamossagaval.

5.44.b A)llités. Az 1= (—%; %) intervallum szadmossaga megegyezik a J = (0;1) intervallum szamossagaval (1d.
22. abra).


https://youtu.be/hijsPnqvNkY
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S S S P - I S S e S s . RN

21. abra. Bijektiv leképezés 1 és R kozott: az I — R, x +— tg(x) leképezés grafikonja

bud
A ly=nx—=
jr=me=3

22. abra. Bijekcio a ] = (0;1) és I = (—%; %) intervallumok kozott

5.45. Kovetkezmény. |R| = |(0;1)|, azaz pontosan annyi valés szam van, mint amennyi valos szam van a (0;1)
intervallumban.

5.46. Allitas. Legyenek a és b valos szamok tgy, hogy a < b. Ekkor a (0;1) — (a;b), x — (b—a)x + a
leképezés bijektiv, ezért
I(a; b)[ =1(0; 1)1,

ahol (a;b) ={reR|a<r< Db}
5.47. Tétel (Cantor). No = |N| # |R|.

Mivel [R| =1(0;1)], ezért elegend6 azt igazolni, hogy

INI # (]I,

ahol ] = (0;1). A bizonyitas modszere az un. Cantor-féle atlos modszer.

5.48. Definicio. Legyenek A és B halmazok. Azt mondjuk, hogy az A halmaz szamossaga kisebb vagy
egyenld, mint a B halmaz szamossaga, (jel.: |A] < |BJ), ha létezik injektiv A — B leképezés.

Azt mondjuk, hogy az A halmaz szamossaga kisebb, mint a B halmaz szamossaga (jel.: |A| < [B]), ha
|A| # |B| (azaz nem létezik A — B bijekcio) és [A| < |B| (de létezik A — B injekcio).

5.49. Példa. (a) [{1,2,3}| < {1,2,3,4}], hiszen az {1,2,3} — {1,2,3,4}, 1+— 1, 2+ 2 3 — 3 leképezés injektiv,
bijekcid a két halmaz kozott pedig nincs.

(b) Tetsz6leges A halmazra |A| < [P(A)|, mert mar lattuk, hogy |A| # |P(A)|, az A — P(A), a — {a} leképezés
pedig injektiv.

(c) IN] < |R], hiszen mar lattuk, hogy |N| # |R|, tovabba az N — R, n +— n leképezés injektiv.



>28 < 5. LEKEPEZESEK, SZAMOSSAGOK5.2. HALMAZOK ELEMSZAMA, SZAMOSSAGA

5.50. Definicié. Az A halmaz véges, ha létezik olyan n nemnegativ egész, hogy |A| = n. Az A halmaz
megszamlalhatoan végtelen, ha |A| = |N|, ekkor azt frjuk, hogy |A| = Xo. Az A halmaz megszamlalhato,
ha A véges vagy megszamlalhatoan végtelen. Az A halmaz kontinuum szamossagi, ha |A| = |R|, ekkor azt
irjuk, hogy |A| = c.

5.51. Tétel. Tetsz6leges A halmaz esetén akkor és csak akkor teljesiil, hogy |A| = N, ha A végtelen és sorozatba
rendezhets, azaz megadhato olyan, az N elemeivel indexelt ai,az,as, aq,... sorozat, amely A minden egyes
elemét tartalmazza (esetleg tobbszor is).

5.52. Példa. Az egész szamok halmaza megszamlahatéan végtelen, azaz |Z| = Ny, mivel végtelen és a
0, 1,1, —2,2, 3,3, —4,4,...

sorozat minden elemét tartalmazza (1d. 23. dbra).

-5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

23. abra. Az egész szamok sorozatba rendezése

5.53. Példa. A racionalis szamok halmaza megszamlahatoan végtelen, azaz |Q| = Xy, mert végtelen, és a nyilak
mentén (Id. 24. abra) sorozatba rendezhetd.

(-a1)—(vs)—(-vs)—(2a])—(-24])—[33] (-ar1)—( w5 )—(-us)
t | t
(41]) [(2n)—=(13])—=[-13])]—=22] [-33] (41]) [2n)—13])—[-13]
1 1 | | t t
(-32)] [22]) [(on])—(12] [-22] [42] (-32) [220]) [on])—[(211]
1 1 | | | t t |
(32]) [(-12)<—(v2])—(-11] [32] [-42] (32) [-12)«—(v2])—[-11] [31]
t | | t |
(-23)«—[(23)—(-va)—(va])]—[(-31] [51] (-23)«—[(23)«—(-1a)—(va])—[-31]) [51]
| |
—(-v6)+—[ w6 ] +[-51] o (-6 )«—[ 176 ) +—(-5/1])

24. abra. A racionalis szamok felsorolasa (ismétlGdéssel és ismétlgdés nélkiil)

5.54. Tétel (A Szamossagaritmetika Alaptétele). Legyenek A és B halmazok tugy, hogy legalabb az egyik végtelen
(és a méasik nem tires). Ekkor |A U B| = |A x B| = max(|Al, |B).

5.55. Tétel. |N| = |Q| = |Z| = |N x N| = Xo.
5.56. Tétel. [R| = [R\ Z| = R\ Q| = [P(N)| =«.
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6. Komplex szamok, polinomok

Video: ‘Bevezetés, szamolas kanonikus alakban

6.1. Komplex szamok bevezetése

A valos szamokat a szamegyenes pontjaival szemléltetjiik. A most bevezetendd komplex szamokat, amelyek
halmazat C fogja jelolni, pedig a sik pontjaival fogjuk szemléltetni. (Ez az tn. komplex szamsik vagy Gauss-
féle szamsik vagy Argand-sik.)

6.1. Definicié. A komplex szamok halmaza C = R x R, de a mtveleteket (+ és -) nem a ,természetes” moédon
fogjuk végezni:
(a,b)+ (c,d) def- (a+c,b+4d) és (a,b)(c,d) def- (ac —bd, ad + bc),
ahol a,b,c,d € R.
6.2. Megjegyzés. Legyenek a és b valos szamok. Ekkor
(a,0)+ (b,0) = (a+b,0) és (a,0)-(b,0) = (ab,0).
Az (a,0) alaki komplex szamok tugy viselkednek, mint a valés szamok. Az (a,0) komplex szamot és az a valos
szamot azonositjuk: (a,0) = a (a € R). Valamint, a (0, 1) komplex szamot jelolje 1.
Ekkor egyrészt i2 =i-i=(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1, masrészt

(a,b) = (a,0)+(0,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1) = a + bi.

6.3. Tétel. (a) A komplex szamok Gsszeadasa kommutativ és asszociativ.

(b) A komplex szamok szorzasa kommutativ és asszociativ.
(¢) A komplex szamok szorzasa disztributiv a komplex szamok sszeadasara vonatkozoan:

v+w)-z=v-z+w-z (v,w,z € C).

(d)z:0=0,z40=zész-1=2z (z€C).

6.2. Kanonikus alak

6.4. Definici6. A z = (a,b) komplex szam kanonikus alakja a + bi. Az a valds szdm a z komplex szam
valos része (jel.: Rz), a b valos szam z képzetes része (jel.: Jz).

6.5. Tétel. (a) Két komplex szam pontosan akkor egyenld, ha valos és képzetes részeik is megegyeznek, azaz
a;+bii=ay+brie= a; =aés by =by

(a1,a2,b1,b2 € R).
(b) A z komplex szam pontosan akkor valds, ha Jz = 0.

6.6. Definici6. A valos szamok a valos tengelyen helyezkednek el. A z komplex szam tisztan képzetes, ha
Rz = 0. A tisztan képzetes komplex szamok a képzetes tengelyen helyezkednek el. Az i komplex szam a
képzetes egység vagy imaginarius egység (ld. 25. dbra bal oldali része).

6.7. Definici6. A z = a + bi komplex szam konjugaltjan a Z = a + bi = a + (—b)i = a — bi komplex szamot
értjiik, tehat a konjugalas nem méas, mint a valos tengelyre valo tiikrozés (1d. 25. abra jobb oldali része).

Szémoljunk kanonikus alakban: A komplex szamkkal valo szokasos szamolasi szabalyok (asszociativitas, kom-
mutativitas és disztributivitas) mellett még az i = —1 szabélyt fogjuk alkalmazni.
Osszeadas: (a7 +bqi) + (a2 +byi) = (a7 + az) + (b7 + b2)i,
Szorzas: ((11 + b]i) . ((12 + bzi) =aja; +ajbri+ abji+ b]bz\if/ = ((11 ay — b]bz) + (a1b2 + a>b; )i.
-1
Reciprok: Legyen z=a+bi #0 (a,b € R). Ekkor

1z a-bi  a-bi a-bi  a —b

2 2z (a+blla—bl) a2—b22 aZ+b? a2+b?  aZib? "


https://www.youtube.com/watch?v=1PfRzYnsjys
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Im A képzetes tengely Im A
« ) z=(a,b)=a+bi
Bt | e sy
) (a,b) =a+ bi )
bit . it ;
16s tengel 1 1 >
valds tengely 3 ! s
i,,
: — L , .
1 a Re Z=(a,—b)=a+ (—b)i=a—bi

25. abra. A Gauss-féle szamsik részei és a komplex szamok konjugaléasa

6.8. Példa.
2431 2430 1-4i 212 —8i+3i 14-51 14 5

- . = = =———i
T4+41 T+44 1-41 12 +42 17 17 17
6.9. Megjegyzés. Azokat a szamhalmazokat, ahol elvégezhets a négy alapmiivelet (Gsszeadas, kivonas, szorzas,
osztés), és érvényesek ra a szokasos tulajdonsagok (Osszeadés, szorzas: asszociativ, kommutativ, szorzas disztri-

butiv az 6sszeadéasra vonatkozoan) szamtesteknek nevezziik. Szamtest példaul Q és R, valamint C is szamtest.
(Az egész szamok halmaza nem szdmtest, mert az osztés kivezet a halmazbol.)

6.10. Definicié. A z = a + bi (a,b € R) komplex szam abszolut értékén a |z| = v a2 + b2 nemnegativ valés
szamot értjiik. Ez a komplex szamsikon z origotdl vald tavolsaga.

6.11. Tétel. Legyen u,v,z € C, z # 0. Ekkor

UFv=u+v, T v=u-y, o=, U=u & uck,
u+ 1 = 2Ru, [l = ful, lu| = vuu, lwv| = ful - vl
— 2
1/z=2z/lz|", w4 vl < fuf + .

2

6.12. Tétel. Tetsz6legesen a + bi (a,b € R) komplex szadm esetén a z= = a + bi egyenlet mindig megoldhato a

komplex szamok korében.

6.13. Példa. Megadjuk a z2 = —9 + 12i egyenlet megoldasat kanonikus alakban. Legyen z = x +yi (x,y € R).
Mivel zZ = x? + 2x(yi) + y% = (x* —y?) + 12xy - i, ezért

x?—y?=—-9 & 2xy = 12.
Tovabba, x,y # 0 kovetkeztében y = % Visszahelyettesités utan x? — i—? = —9 adodik, majd x?-tel beszorozva
és atrendezve: (x2)? + 9x? — 36 = 0. Ekkor

o 9 VBTTA 36 94+ V25 _ 9415 _
2

> > 3.

Igy x =+V3ésy = i% = i% = +2/3. Az egyenlet megoldasai: z; = v/3 + 2v/3i és z; = —V/3 — 2V/31.

Ve
. : 2-1)?* . .
6.14. Példa. Adjuk meg a 0708 tortet kanonikus alakban.
(2—1)? 4—4i—1 3—4M 3—4 (3—41)(—2—21)

(14+1)3  14+3i+3i2+13  14+31-3—-1 2421 (—2+2i)(-2-2i)
—6—6i+8i—8 —1442i 7 1.

22422 N 8 4 4~

6.3. Trigonometrikus, exponencialis alak

Vide6: |Trigonometrikus, exponencialis alak



https://www.youtube.com/watch?v=tMoKvt7zaIA
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6.15. Definicié. A z # 0 komplex szam argumentuma az a forgasszog, amelyet a valos tengely pozitiv részével
z helyvektora bezar. A(z) 26. abran ¢. (Ez 27 egész szamu t0bbszoroseinek erejéig egyértelmiien meghatarozott.)

Im A képzetes tengely

z=1(a,b) =a+ bi =r(cosp +isine)

bi+
i [,)ozmv //\1)\
. valos tengely B b
il A
\(p L b A
1 a Re a

26. abra. Komplex szam kanonikus és triginometrikus alakja

A(z) 26. abrarol leolvashato, hogy z = a + bi = rcos @ + (rsin @)i.

6.16. Definicio. Ha a z # 0 komplex szdm argumentuma ¢ és az abszolit értéke r, akkor z = r(cos @ + isin @)
a z komplex szam trigonometrikus alakja.

6.17. Megjegyzés. A 0 komplex szamnak nincs trigonometrikus alakja. Ha z = a 4+ bi € C és z # 0, melynek
trigonometrikus alakja z = r(cos ¢ + isin @) akkor

z:|z|~Z:r< a + b ~i),
4 Vaz+b2  VaZz+b?

azaz cos @ = \/ﬁ és sin @ = ﬁ. (Ha a # 0, akkor tg @ = %)

6.18. Példa. (a) Legyen z = 1+ 1. Ekkor r = |z| = V12 +12 = /2 és

. 1 1. .. 7'[
z:1+1_\f2-(\—ﬁ+\—51)_\ﬁ(cosq)Jrlbln(p) = ¢ =7
o T,
Tehatz-ﬁ(cos4+lsm4).
(b) Legyen z = 14 +/3i. Ekkor v = |z| = 1/12 4 (v/3)2 = 2, és
. 1. V3, . i
z—1+\@1—2-(§+71)—2(cos(p+1sm(p) = (p—g.

Tehat z =2 (cosg + isin g)

6.19. Definicié. Ha a z # 0 komplex szam argumentuma ¢ és abszoltt értéke r, akkor z = re®! a z komplex

szam exponencialis alakja.

6.20. Példa. Az el6z6 példaban meghataroztuk a 141 és a 1+ /31 komplex szamok trigonometrikus alakjat
(tehat ismerjiik az abszolut értékeiket és az argumentumaikat), igy az exponencialis alak kénnyen felirhato:

1—|—'1:\@(COS%—FiSing):\ﬁe%i és 1+\f31:2(cos%[+isin§>:26%i.

6.21. Megjegyzés. Mivel a trigonometrikus és az exponencialis alakot is a komplex szdm argumentuma és
abszolit értéke hatarozza meg, igy azok az allitdsok, amelyeket az egyik alakra megfogalmazunk, a masikra is
érvényesek.

6.22. Tétel. Ha z = r(cos @ +1isin @) és w = s(cos P +1isin) nemnulla komplex szamok (r,s > 0 valds szamok,
és @, € R), akkor

Z = r(cos(—@) + isin(—@)), Z=re P,
z-w:Ts(cos((p—i—lb)—i—isin((p—i—lb)), z-w=rset(®t¥)

1 1 1 1

— = —(cos(—) + isin(—p)), —=—e ",

w s woor

= = Lcos(p — ) + isin(o — 1)), 2 = Zeilo)

w s w s
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A szorzat trigonometrikus alakjara vonatkozoé képletbdl adodik, hogy rogzitett v = cos + isin egységnyi
abszolut értékd komplex szam esetén a z — z - v leképezés nem mas, mint az origd koriili 1 szdgd forgatas a
komplex szamsikon (1d. 27. abra).

N
<

z=r1(cos @ +ising)

+isiny

((h+ Byuss1 + (¢ + B)so0)a {

27. abra. A trigonometrikus alak és a geometria

6.23. Példa. Kiszamitjuk ugyanazt a tortet trig./exp. és kanonikus alakban is. Felhasznaljuk, hogy a szamlalo
és a nevezd trig. /exp. alakjat a 6.20. Példaban mar meghatéaroztuk.

1:—_:?1—\;;;2—526 ):\flei%:\@(cos%—f—sin%i)
T+v31 1T+V31 1—i 14+V3—i+v3i V3+1  V3-1,
141 1+i 1.1 12riz 2 Tz ¢
A két alakot 6sszehasonlitva azt kapjuk, hogy

7T_\/§+1 ) i ¢ V3 -1

[

i

~
w3

ESE

12 2\/2 €S Sln]z—ﬁ.

6.4. Hatvanyozas, gyokvonas, egységgyokok

Video: ‘Hatvényozés, gyokvonas, egységgyokok

A trigonometrikus alakban megadott z = r(cos @ + isin @) és w = s(cosp + isinP) nemnulla komplex szdmok
esetén a szorzat és z~ ! a 6.22. Tételben megadott modon szamolhato:

zw =1s(cos(@ + ) + 1 sin(@ + 1)),
tovabbéa

2z = 1 = 1(cos(—(p) + isin(—@)).
z T

Igy adodik a hatvanyozasra a kiovetkezd tétel.

6.24. Tétel (Moivre-képlet). Ha n egész szam és z = r(cos @ + isin @) trigonometrikus alakban megadott
nemnulla komplex szém, akkor

zZ" =1 (cosng + 1 sinng).
6.25. Példa. Kiszamoljuk a z = —1 4 1 komplex szam 2422-edik hatvanyat. A z komplex szam trigonometrikus
alakjahoz meg kell hataroznunk az abszolat értékét () és az argumentumat (). Az abszolat értéke: [z| =1 =
V(=1)24+12 = V2. A z komplex szam a 2. siknegyedben helyezkedik el a komplex szamsikon, és a valos és

képzetes rész abszolut értéke megegyezik, igy @ = %T”. Tehat z = /2 (cos %T” + isin %‘) és

2422
(—1+1)22% = <\f2 <cos %” +1isin 3;)) — V2 <cos <2422 : 3;) +isin (2422. 3;))

_12m (cos (18167‘[+ g) +isin (18167r+ 725)) — 1211 (cosg +ism725) _ 1211y,

FONTOS, hogy 18167 azért hagyhato el, mert -nek PAROS t&bbszorose.


https://youtu.be/4GYmDY3yS2E

6.4. HATVANYOZAS, GYOKVONAS, EGYSEGSMPLEX SZAMOK, POLINOMOK >33 <«

6.26. Definicio. TetszGleges n pozitiv egész szam és w € C esetén azt mondjuk, hogy a z komplex szam n-edik
gyoOke u-nak, ha z™ =w.

6.27. Tétel. Minden 0-t6l kiillonb6z6 komplex szamnak pontosan m darab kiilonb6zé n-edik gyoke van. A
w =1 (cos @ + isin @) trigonometrikus alakban megadott komplex szam n-edik gyokei:

VA = Q/;(COS“’J:LZ‘“‘ +isin“’tfk”) ke{01,...,n—1).

6.28. Példa. Meghatarozzuk v/i értékeit. Az i a képzetes egység, abszolut értéke v = 1, és a képzetes tengely
pozitiv felén taldlhato, igy argumentuma ¢ = 7. A trigonometrikus alak i = cos 5 + isin 7, tehat az v = 1,
@ = 5 és n = 3 szereposztassal alkalmazhatjuk a fenti képletet.

Z+0m Z+0m s T V31
o 2 . .2 o n A R L
k=0 cos + isin 7C086+1SIH6 5 +21
T4+ 21 T 421 5 3 1
k=1: cos=2 3 +1isin 2 3 :cos?n—i—isin?7T = %_ii
T 44 T +47 3
k=0: cos2 3 + isin 2 3 :cos%[—i—isin%c = —i

Korabban lattuk, hogy a z? = u egyenlet tetszélegesen adott u komplex szam esetén megoldhato, azaz /u
kanonikus alakban szamolva is meghatérozhaté.

6.29. Példa. (a) A z2 = —5 egyenlet megoldasaval megkaptuk, hogy v—5 = £+/51i.
(b) A z2 = —9 + 12i egyenletet megoldottuk (Id. 6.13. Példa) tgy, hogy egy mésodfokira visszavezethetd
negyedfoku egyenletet oldottunk meg a valos szamok halmazéan, és megkaptuk, hogy v—9 + 121 = +/3 + 2V/3i.

Ha a négyzetgyokvonasra hasznalt eljarast kétszer egymas utan alkalmazzuk, akkor +/u = /1/u is meghata-
rozhato kanonikus alakban szamolva.

6.30. Megjegyzés. A z komplex szam n-edik gyokei egy szabalyos n-szoget alkotnak, amelynek kézéppontja az
origo.

6.31. Példa. A z =1+ 2i komplex szam 6t6dik gyokei (ugp,...,uq):

2i z=142i=1+/5(cos @ + isin @)

6.32. Definici6. Az ¢ komplex szamot n-edik egységgyoknek nevezziik, ha ¢™ = 1.
6.33. Tétel. Az n-edik egységgyokok (n € N) éppen az

o 2km . 2k
g‘]in)d:f'cos—ﬂ—é-lslnl (k=0,1,...,n—1)
n n

komplex szamok. Ezek paronként kiillénboznek, azaz pontosan n darab van belsliik.

6.34. Definicio. A tételben szerepld alin) pozitiv egész kitevGs hatvanyaiként akkor és csak akkor kapjuk meg
az Osszes M-edik egységgyokot, ha k és n relativ primek. Az ilyen n-edik egységgyokoket primitiv n-edik
egységgyokoknek nevezziik.
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6.35. Példa. Meghatarozzuk a harmadik komplex egységgytkoket. A fenti képletet n = 3 esetén alkalmazva:

0 0
k=0: sés):cos?n—l—isin?n =1
.3 n .21 1. V3,
k:1 51 :COS?‘FISIH? = —24—71,
.3 n .21 1 V3,
k:2 52 :COS?‘FISIH? = —i 71
1 1
Mivel 1 és 3, illetve 2 és 3 is relativ primek, igy a primitiv 3-adik egységgyokok: 823) = —E-F?i, 823) = —E—§i-
6.36. Megjegyzés. Az n-edik egységgyokok egy szabalyos n—szoget alkotnak a komplex szamsikon, amelynek
koriilirt kore az origd kézéppontiu egységkor, és egyik csucsa 50 =1.

6.37. Példa. A hatodik és a negyedik egységgyokok:

+ 34

Az 1 és 6, illetve az 5 és 6 relativ primek, igy a primitiv hatodik egységgyokok: 55 % —‘rl\f és e (56) % i?.
Az 1 és 4, illetve a 3 és a 4 relativ primek, igy a primitiv negyedik egységgyokok 524) =1iés 5(34) =—i.
6.38. Tétel. Egy nemnulla komplex szam 6sszes n-edik gyokét megkapjuk, ha egy rogzitett n-edik gyokét meg-
szorozzuk sorra az n-edik egységgyokokkel. Ha uy = z # 0, akkor a z komplex szam n-edik gyokei:
Vz =upel” ke{0,1,...,n—1}L
V3

1
6.39. Példa. Lattuk, hogy v/i= —i, i7+§i' A harom kobgyok koziil a ,legszebb” uy = —i (erre akar szamolas
nélkiil is ra is lehetett volna érezni). Ebb&l megkaphatjuk a t6bbit a harmadik egységgyokok ismeretében:

1 1 1 1
—ielM =i 1= —1-553):—1-(—7+§')=\/§+ i 16(3):—i~< \/gi): V3L

2t T T e 22Tt
3
3 V3; i 3 3
-5+ 51 ' 3+ %1
3_ V3 V3
272t -2t
6.40. Példa. A fenti Abran a +/—27 értékeit abrazoljuk a Gauss-sikon. A —27 abszoltt értéke r = | — 27| = 27,

és V27 = /3. A —27 a Gauss- sikon a valos tengely negatlv felén talalhato, igy argumentuma ¢ = m. Egyik
hatodik gydke up = v/3 (cosZ +isinZ) = \f3( 3y 1) 2 + 1f Ezt megszorozva a 6-odik egységgyokokkel.

Video:


https://www.youtube.com/watch?v=42mwvDPf6V8
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6.5. Polinomok, gycktényezds felbontas

6.41. Definicio6. Legyen T szamtest (1d. 6.9. Megjegyzés, 30. old.) és x hatarozatlan. TetszSleges n nemnegativ
egész szam és dp,aq,...,0n € T elemek esetén az

1

anXx" +anx" '+ -+ aix+ag

(formalis) osszeget (T feletti x hatarozatlant) polinomnak nevezziik, ha an, # 0 vagy n = 0 és an, = 0. Az
ap, at,...,a, elemek a polinom egyiitthatoi. Ha a, # 0, akkor n-et a polinom fokszamanak nevezziik. Ha
n =0 és a, =0, akkor zéruspolinomroél beszéliink, amelynek nem tulajdonitunk fokszamot.

A T szamtest feletti x hatarozatlant polinomok halmazat T[x] jeloli. Az x hatérozatlan helyett mas hataro-
zatlant is hasznalhatunk, pl. C[z].
6.42. Definici6. Legyen f = anx™ + an_1x™ '+ -+ a;x + ap a T szamtest feletti polinom. Tetszdleges ¢ € T
esetén az f polinom ¢ helyen vett helyettesitési értékén az f(c) def. anc™+an_1c™ '+ +ajc+ ag (T-beli)
értéket értjiik. Az f polinomhoz tartozé polinomfiiggvény a T — T, ¢ — f(c) leképezés.

6.43. Definicio. A ¢ € T elem gyodke (méas szoval zérushelye) az f € T[x] polinomnak, ha f(c) = 0.

6.44. Tétel (Bézout-tétel). Az f € T[x] polinomnak pontosan akkor gyoke a ¢ € T elem, ha f = (x — ¢)g teljestil,
valamely g € T[x] polinomra.

6.45. Példa. Az f = x> —3x +2 € R[x] polinom gyoke az 1 valés szam, mert f(1) =13 —3-142 = 0. Tovabba,
f=x3—-3x+2=(x—-1)(x*+x—2).

6.46. Definicié. Az f € T[x] polinomnak a ¢ € T szam k-szoros gydke, ha f = (x —¢)*g és ¢ nem gydke g-nek.
A k € N szamot a ¢ gyok multiplicitasanak nevezziik.

6.47. Példa. A 6.45. Példaban lattuk, hogy f = x3 —3x—|—2‘: (x—1)(x*+x—2),de 12 +1—-2 =0, azaz 1 gyoke
az x* 4+ x — 2 polinomnak is: x> +x —2 = (x — 1)(x 4+ 2). Igy kapjuk, hogy f =x3 —3x+2 = (x — 1)%(x + 2),
tehat az 1 szam kétszeres gyoke f-nek.

6.48. Definicié. Az f = anx™ + -+ a;x + ap € T[x] polinom gySktényezss felbontasan az f = an(x —
c1)(x —c2)...(x —cn) szorzatot értjiikk, ahola c; € T (i=1,...,n) elemek az f polinom gyokei.

6.49. Megjegyzés. Az f € RI[x] polinomoknak nem mindig létezik gyoktényezss felbontasa a valds szamtest
felett, példaul az f = x? + x + 1 € R[x] polinomnak nincsen valés gytke, igy nem bonthato elséfoku valos
egylitthatos polinomok szorzatara.

6.50. Példa. A 6.47. Példaban szerepls f = x> —3x+2(= (x—1)%(x+2)) € R[x] polinom gyoktényzss felbontésa:
f=x3—-3x4+2=(x—1)(x—=1)(x — (=2)). Az f polinomnak 1 kétszeres gyoke, —2 pedig egyszeres gyoke.

Az (x — ¢) tényez6 pontosan annyiszor lép fel az f polinom gyoktényezbs felbontasaban, ahanyszoros gyoke ¢
az f polinomnak.

6.51. Tétel (A Klasszikus Algebra Alaptétele). Minden legalabb els6foki, komplex szamtest feletti polinomnak
van gyoke a komplex szdmtestben.

6.52. Kovetkezmény. Ha f = ax™ + .-+ a;x+ ap € Clx] (an # 0), akkor multiplicitassal szamolva, n gyoke
van. Ha f komplex gyokei cq,...,cn € C, akkor f gyoktényezss felbontasa: f = an(x —c1)...(x —cn).

6.53. Megjegyzés. Mivel R C C, igy természetesen az n-edfoki valés egylitthatds polinomokra is teljesiil, hogy
n gyokiik van C-ben.

6.54. Példa. Meghatarozzuk az f = z? + (—1 4 2i)z + 1 + 5i € C[z] masodfoki polinom gydkeit, és megadjuk
a gyoktényezds febontasat. A gyokok meghatarozasihoz az z2 + (—1 + 2i)z + 1 + 51 = 0 masodfoki egyenletet
kell megoldani. Hasznalhato a jol ismert megoldoképlet. A diszkriminans: D = (=1 + 2i)2 — 4(1 + 5i) =
(1—4i—4)—4—20i=—7 —241i. Az f polinom gyokei (a megoldoképlet segitségével meghatarozva):

—(—T4+20)+V=T7=24 1-2i+(3—-4i)
Z1,2 = 2 = 7 )

tehat z9 =2 — 31 és z; = —1 +1. A gyoktényezss felbontas: f=1-(z— (2—31))(z— (—1+1)).
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6.55. Példa. (a) Megadjuk az f = x> — i polinom gydktényezds felbontasat, felhasznalva azt, hogy a 6.28. Pél-
daban meghatéaroztuk V1 értékeit:

() (25)

(b) Az f =x? +x+ 1 polinomnak a valos szamok felett nincs gyoktényezds felbontasa, mert az f(x) = 0 egyenlet
diszkriminansa —3, de komplex gydkei vannak: v/—3 = ++/31, igy a gyoktényezss felbontéasa C felett:

() -02)

6.56. Példa. Megadjuk az f = 3x° + 3x3 — 18x polinom gySktényezds felbontasat C felett. Szorzatta alakitjuk a
polinomot: f = 3x>+3x3 —18x = 3x(x* +x% —6) = 3x(x? —2)(x? +3) = 3x(x — V2) (x + V2) (x — V/31) (x + V/31).
Tehat f gydkei: 0, £v/2 és +v/31.

6.57. Tétel. Ha f € R[x] és ¢ komplex szam gyoke az f valos egylitthatos polinomnak, akkor T is gydke a
polinomnak.

6.58. Kovetkezmény. Ha az f € R[x] polinom foka péaratlan, akkor a 6.57. Tétel kovetkeztében f-nek van valos
gyoke.

6.6. Interpolacio

6.59. Tétel (Lagrange-féle interpolacio). Legyen T szamtest, co,cy,...,cn paronként kiilonbozé T-beli elemek,
valamint do,dq,...,dn € T. Ekkor létezik egy és csakis egy legfeljebb n-edfoka L € T[x] polinom, amelyre
L(co) = do, L(c1) =di, ..., L(cn) = dn. Ez az L polinom a kovetkezd:
- i (x—co)eo-(x—ei)le—cip) .o (x—en)
= (ci—co)...(ci —cir)(ci —cipr) ... (ci —cn)
6.60. Megjegyzés. Az L polinomot a co,...,c, alappontokhoz tartoz6 Lagrange-féle interpolaciés poli-

nomnak nevezzilk. Ha T = R, akkor az L altal meghatarozott polinomfiiggvény grafikonja atmegy a (co, do),
(c1,d1),...,(cn,dn) pontokon.

6.61. Példa. Legyen T=R, co =1,c1 =2,c; =4,c3 =8 és dp = 2,dy =1,d, =5,d3 = 7. Ekkor

C (x=2)(x—4)(x—8) x>  2x* 8 64
=G0 =a0=8 21" 3 3

x—Nx—4)x—-8 x> 13x* 11x 8
2-N2-42—8 12 12 "3 3

Cx=Dx=2)(x—8)  x3  11x* 13x 2
L=Gma-—a-s utm w2t

L =D =2)x—4) ¥ X2 x 1
3T BoNB_2)8—4 168 212 I

A Lagrange-féle interpolaciés polinom pedig

53 9x2  13x 45

L=2-Lo+ 1 -Li+5 47 La=—Fg+ 7 — 5 +=.
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I I I I
2 4 6 8

28. abra. Az (1,2),(2,1)(4,5), (8,7) pontok és a rajuk illeszkeds Lagrange-polinom
7. Matrixok, determinansok

7.1. Miiveletek matrixokkal

Videé: | Miiveletek métrixokkal‘

7.1. Definicio. Az (n x m)-es valés matrix egy ,,tablazat”, melynek n sora és m oszlopa van. Elemei R elemei,
azaz valos szamok. A tablazat elemeit kerek zarojelek kozé irjuk. Az (n x m)-es valdés métrixok halmazat R™*™
jeloli. Az R halmaz elemeit skalaroknak is fogjuk nevezni. A méatrixokat altalaban latin nagybetiikkel jeloljiik
(A, B, C,...). Az A matrix i-edik soranak j-edik elemére hasznalhatjuk az aij jeldlést, de ugyanezt az elemet
Ajj-vel is szokés jelolni. Az elemeket az oszlopokban fentrél lefelé, mig a sorokban balrél jobbra szamozzuk.

Azt mondjuk, hogy az A € R™™*™ &5 B € R™*° matrixok egyenldek, ha n = r és m = s (méretiik
megegyezik), valamint tetszdleges i és j indexekre (1 < i< m, 1 <j < n) teljesiil, hogy az Ay; = Byj (azonos
poziciéban allo elemeik egyenlek).

7.2. Definici6. Ha A és B azonos méretd, (n x m)-es, matrixok, akkor dsszeadhatok (csak azonos méreti
matrixok adhatok ossze). Az Osszegiik is (n x m)-es matrix lesz.

Az A + B (6sszeg)matrix i-edik soranak j-edik eleme az A méatrix i-edik sora j-edik elemének és a B matrix
i-edik sora j-edik elemének az Osszege, azaz a matrixokat elemenként adjuk Gssze:

(A + B)ij = Aij + Bij.

7.3. Példa.
1 2 2 -1 142 (=2)+ (=1 3 -3
3 4 )+(o 1 ]=(3+0 441 =(3 5
21 2 4 242 1+4 4 5

7.4. Definicid. Tetszbleges A € R™*™ és A € R skalar esetén elvégezhets a skalarral vald szorzas. Az A
matrixot 4gy szorozzuk a A skalarral, hogy A minden elemét megszorozzuk A-val:

(AA)y5 = AAy;.

3. -1 2 3\ [(3-(-1) 3-2 33\ (-3 6 9
1 0 1)\ 3-1 3.0 3-1) \3 0 3
7.6. Definici6é. Matrix transzponaltja mindig létezik: (m x n)-es matrix transzponaltja (n x m)-es. Az
eredeti matrix sorait beirjuk az oszlopaiba:

7.5. Példa.

(A7) = Aji.
7.7. Példa. .
b2 T 1 =1 2
0 0
111 =|-1 0 1 3
2 0 1 4

N
w
~n


https://www.youtube.com/watch?v=rP3owmMWAxw
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7.8. Definicié. Ha A (k x m)-es, B pedig (m x n)-es méatrix, akkor létezik az A - B szorzatuk, amely (k x n)-es
matrix. Mas esetben a szorzat nem létezik/nem definialt.

Ha létezik az A - B szorzatmaétrix, akkor az i-edik soranak j-edik elemét a kovetkez6képpen kapjuk: Ossze-
szorozzuk A i-edik sordnak elemeit B j-edik oszlopanak megfelel§ elemeivel majd az igy kapott szorzatokat

Osszeadjuk.
7.9. Példa.
<o 1 z). v __<c” mz) _ <_4 5)
-1 2 3 5 3 C21 C22 -7 5)°
ahol

Cl1=0-T+1-0+2-(=2) =4,
C12=0-24+1-(=1)+2-3=5,

Cor = (—1)-142.-04+3-(=2)=—7,
cp=(~1)-2+2-(=1)+3-3=5.

7.10. Definici6. Legyen A (k x m)-es, B pedig (m x n)-es matrix:

air an Ar1m
. by ... ... bin
by ... ... bon
A=lay a2 ... Am |, B = ) )
: bmi ... ... bmn
ak1  ax2 Akm
Ekkor az A - B méatrix (k x n)-es, i-edik soranak j-edik eleme:
m
(A-B)iy =aiibij+aizbo;+- +aim :Zait :
t=1

MATRIXOK SZORZASA NEM KOMMUTATIV.

7.11. Példa. (a) A - B létezik, de B - A nem létezik: (1 —1) - (_]1 ?) = (-2 —1), de (_1 ?) (1 =)

nem létezik.

) i e L 1 -1 2 1
(b) A-B és B- A is létezik, de kiilonb6z6 mérettiek: (2) (-1 2)= ( ) ), de (-1 2)- (2> =(3).

(¢) A-B és B - A is létezik, egyforma mérettiek, de mégsem egyenlsk: (1 0) . <0 2) = (? 2), de

CHLY-0Y B

7.12. Tétel (A méatrixmiveletek tulajdonsigai). Valahanyszor az adott egyenldség egyik oldala értelmezett,
mindannyiszor a masik oldal is, és ekkor a kapott két métrix megegyezik.

(A+B)+C=A+ (B+0C),

A+B=B+A,

(A-B)-C=A-(B-C),

A-B+C)=A-B+A-Cés(B+C)-A=B-A+C-A,

(AT =A,

(A-B)T =BT.AT.

Legyen A € R™™ és k € N, ekkor AK =A-A.--A.
b
kd

7.2. Specialis matrixok

7.13. Definicié. Az A matrix szimmetrikus, ha megegyezik a transzponaltjaval, azaz AT = A.
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7.14. Példa. Az

1 -1 2
~1 0 -4
2 -4 -3

méatrix szimmetrikus, a (f6atlora) szimmetrikusan elhelyezkedd elemek egyenlGek.

7.15. Megjegyzés. Természetesen minden szimmetrikus métrix négyzetes, azaz (n x n)-es. Az A = (aij)nxn
négyzetes matrix féatlojat az ajq,..., ann elemek alkotjak. A ,méasik” atlo pedik a mellékatlo.

29. abra. Négyzetes matrix f6atloja és mellékatloja

7.16. Definicié. Egy (n X n)-es matrixot triangularisnak neveziink, ha a f6atloja alatt (vagy felett) minden
elem 0.

7.17. Példa. A matrix fels6 triangularis matrix, a matrix als6é triangularis

oo o w
o o W =
[ -
CU O N =
— A e
N O OvoO
w ;oo
o oo

matrix.

7.18. Definici6. Az (n x n)-es A méatrixot diagonalisnak neveziink, ha a f6atlojan kiviili elemek mind 0-4k (a
foatlojaban tetszdleges elemek lehetnek).

7.19. Példa. Az

10 0 O
00 0 O
00 =20
00 0 4

maétrix diagonalis méatrix, melynek f6atlojaban rendre az 1,0, —2,4 elemek allnak.

7.20. Definici6. Az (n x n)-es egységmatrix az a diagonalis matrix, amelynek f6atlojaban minden elem 1.
Jel.: En.

7.21. Példa. Az (1 x 1)-es, (2 x 2)-es és (3 x 3)-as egységmétrixok:

Lo 10 0
E;=(1), Ez=<0 1), Es=(0 1 0
00 1

Az (nxn)-es egységmatrix a métrixszorzasra nézve ugy viselkedik az 6sszes (n xn)-es valdos matrixok korében,
mint az 1 valés szam a valds szdmok szorzasara nézve: barmely A € R™*™ matrix esetén

En-A=A-E, =A.
7.22. Definici6. Az (n x n)-es zéréomatrix (vagy nullmatrix) az a matrix, amelynek minden eleme 0. (Jel.:
Zy, vagy On.)
7.23. Példa. Az (1 x 1)-es, (2 x 2)-es és (3 x 3)-as zérométrixok:

0 0 0 0 0
= (0), zz:<o O), z,—[0 0 0
0 0 0

A (n x n)-es zéromatrix a szorzésra nézve az 0sszes (N X n)-es méatrixok korében tugy viselkedik, mint a 0
valos szam a valds szamok szorzasara nézve: barmely A € R™*™ métrix esetén

Iy A=A -7, =1,.
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7.3. Determinansok

Tekintsiik a sikon az (a,b) és (¢, d) koordinataju helyvektorokat. Ez a két vektor egy paralelogrammaét feszit ki.
Koordinatageometria segitségével belathatd, hogy ennek a paralelogrammaéanak a teriilete éppen |ad — bc].

(c,d)

(0,0) (a,b)
Tehat a paralelogramma teriilete a determinéns abszolutértékeként kaphatoé meg.

7.24. Definicié. A (2 x 2)-es <2 2) valos méatrix determinédnsa az ad — bc valds szam.
CSAK NEGYZETES MATRIXOKNAK VAN DETERMINANSA.

Az A = (ai;) € R™™™ négyzetes matrix determinansa valos szam. Ennek a szamnak a jele: det(A) vagy |A]

vagy
aig Ain

an1 cee Qnn

Az n természetes szamot a det(A) determinans rendjének nevezziik.
7.25. Definici6. Az (1 x 1)-es A = (a) matrix determinénsa: |A| = a.

Nagyobb maétrixokra a determinans definicioja rekurziv: egy (n X n)-es matrix determinénsihoz n darab
(n—1) x (n—1))-es méatrix determinansat kell kiszamolni.

7.26. Definici6. Legyen A € R™ ™ tetszbleges méatrix. Az |A| determinans i-edik sordnak j-edik eleméhez
tartozé aldeterminans dgy keletkezik, hogy a determinénsbol elhagyjuk annak i-edik sorat és j-edik oszlopét.
A kapott determindns jele: My;.

7.27. Példa.
1T -2 3
Al=12 —1 2f, Mu:‘
3 1

22‘
2

3 1)
7.28. Definici6. Legyen A € R™*™ tetszbleges méatrix. Az

ar ce. Qin

an1 eee Qnn

determindns i-edik soranak j-edik eleméhez tartozé adjungalt aldeterminans tgy keletkezik, hogy az My
aldeterminénst ellatjuk a (—1)'") eljellel:

Ay = (1) My.

7.29. Példa.

22‘

1 3
|A‘: 2 —1 2 y A]ZZ(_])1+2M12:(_])1+2 3 1
3 1
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7.30. Definicid. Legyen n > 2 természetes szam. Ekkor az

an a2 ... Qin
azq az2 . aon
an1 an2 ... Qpn

determinans elsé sora szerinti kifejtése:

n n

D @ (1" My =) @y Ay
4 —_—

j=1 j=1

A'[j

(0)0)0) (a,b,C)

A paralelogramma teriiletét a sikon (2 X 2)-es matrix determinansanak abszolutértékeként kaptuk meg. A térben
az (a,b,c), (d,e, f), (g, h,1) vektorok és az origd altal meghatarozott test (paralelepipedon) térfogatat 3-ad rendd
determinans abszolutértéke adja meg.

A determinanst ugy kapjuk, hogy soraiban az origobdl kiindulé élek végponjainak koordinatéi szerepelnek.
A determinans rekurziv definiciojat felhasznalva kifejtjiik az els6 sora szerint:

d f
g i

d e

:a.(_])1+1. g n

s

e f
h 1

+b%4ﬂ“w

+c~(—1)”3~‘

Qo e
00 o

= aei— afh — bdi + bfg 4+ cdh — ceg.
A paralelepipedon térfogata: V = |aei — afh — bdi+ bfg + cdh — ceg|.

7.31. Megjegyzés. A determinans rekurziv definicidja alapjan az (n x n)-es determinans n! darab szorzat
Osszegeként szamithato ki.

Vegyiik észre ugyanakkor, hogy ha a determinéns elsé sordban sok a 0, akkor az Gsszegzés joval egyszertibb
lesz.

7.32. Példa.
*32 2 4
1 2 0

NN O
o ~ O

:o+pm.pni‘ ’+oz—w.

Ezt az észerevételt felhasznalva mér egy sokkal gyorsabb médszer adddik determinansok kiszadmitasara. Ehhez
azonban sziikség lesz a determinansok néhany elemi tulajdonsagara.

7.4. Determinanselméleti tételek

7.33. Tétel. Determinans barmelyik sora, vagy oszlopa szerint kifejthetd. A determinans i-edik sora szerint
kifejtése:

n n
Al = Z aij - (=1 My = Z aij - Agj-
=1 =1

A determinans j-edik oszlop szerinti kifejtése:

n n
A=) ay - (=D -My =) ay-Ay.
i=1 i=1
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7.34. Megjegyzés. A két formula ,,csak” az 6sszegzés indexében kiilonbozik egyméstol.
7.35. Tétel (Determinans & transzponalas). Legyen A négyzetes méatrix. Ekkor

Al =|AT].
Azaz négyzetes matrixnak és transzponéltjanak a determinansa megegyezik.

7.36. Példa.

1T -1 2 1T =21
-2 0 1|=-10=|-1 0 T1].
1 1 2 2 1 2

7.37. Tétel (Dualitasi elv). Ha egy determindnsokra vonatkozo igaz allitdsban az ,oszlop” és ,sor” szavakat
kovetkezetesen felcseréljiik, akkor szintén igaz allitast kapunk.

7.38. Tétel. Ha egy determinéns valamely soranak minden elemét megszorozzuk egy c valés szdmmal, akkor a
determinéans értéke c-szeresére valtozik.

7.39. Példa.

2 3 5 2 3 5
7 —11 13 |=6-17 —11 13| =6-780.
6-17 6-19 6-23 17 19 23

7.40. Tétel. Ha egy determinans f6atloja felett (alatt) minden elem nulla, azaz egy trianguldris mdtriz deter-
minénsa, akkor a determinans értéke a f6atlojaban 1évs elemek szorzata.

7.41. Példa.
2 -1 2
0 7 0|=2-7-11=154.
0 0 1M

7.42. Tétel (Determinans & Sorcsere). Ha egy determinans két sorat felcseréljiik, akkor értéke (—1)-szeresére
valtozik.

7.43. Példa.
1 2 3 4 1 2 3 4
333 3
341 25341 2=
3333

7.44. Tétel (Determinans = 0 — elegendd feltételek). Ha a kovetkezs feltételek koziil valamelyik teljesiil, akkor
a determinans értéke nulla:

e valamely soranak [oszlopanak] minden eleme nulla;

e valamely két sora [oszlopa| azonos;

e valamely két sora [oszlopa] aranyos.

7.45. Példa.

0 0 0 31 4 3 1 4
31 4=13 1 4=|-9 -3 —-12/=0
15 9 15 9 1 5 9

7.5. Determinans hatékony szamitasa

7.46. Tétel (,Nullazas”). A determinans értéke nem valtozik, ha valamely sordhoz egy masik sor c-szeresét
hozzaadjuk.

A Dualitasi elv értelmében a fenti tétel oszlopokra is igaz. Az el6z6 tételt felhasznalva barmely determi-
nans barmely sora, vagy oszlopa , kinullazhat6” vagyis elérhetd, hogy benne legfeljebb egy 0-t6l kiilonb6zd elem
maradjon.
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7.47. Példa. Nullazzuk ki a determinans 3. oszlopat a 3. eleme, az 1 segitségével, majd fejtsiik ki a determinénst:

1T -1 2
2 -1 3
1T 1 1

Elgszor vonjuk ki a 2. sorbol a 3. sor 3-szorosat, majd az 1. sorbol vonjuk ki a 3. sor 2-szeresét:

1 -1 2 1 =1 2 |1 =12 |-1 =3 0
2 -1 3|=|-1 =4 0/=|-1 —4 ol=|-1 -4 of.
(D S £ U S S N I RS TS | A I R B

Ezutan a determinanst kifejthetjiik az utols6 oszlopa szerint:

-1 -3

-1 -3 0
S

—1 —4 0[=0+0+1-(=1)3%3.

-
1 1 1

7.48. Tétel (Determinansok szorzéstétele). Ha A és B azonos méret négyzetes matrixok, akkor:
|IAB| = |A] - [B,

azaz azonos méretii négyzetes matrixok szorzatanak determinansa a determinansaik szorzataval egyezik meg.

7.6. Matrixok sajatértékei

7.49. Definicié. Legyen A € R™*™. A pa =|A —x - E,1| polinomot az A métrix karakterisztikus polinomja-

a 9.7 fejezetben fogjuk megadni.)

1 2 3
7.50. Példa. Az A=|—2 4 4 | valos matrix karakterisztikus ploinomja
10 2 —6
1—x 2 3
PA=IA—x-E3l=| =2 4—x 4 |=—x—x2+60x—108=—(x—6)(x—2)(x+9),

10 2 —6—x

ezért A sajatértékei: Ay = —9, A =2, A3 = 6.

7.7. Matrixok inverze

7.51. Definici6. Legyen A négyzetes matrix, A € R™ ™. Azt mondjuk, hogy a B € R™*™ matrix inverze
A-nak, ha
AB =BA =E,,.

Nem minden négyzetes matrixnak van inverze. Ha az A maétrixnak inverze a B matrix, akkor 1 = |[E,| =

|AB| = |A[ - [B], igy |A[ # 0.

7.52. Definicié. Ha az A matrix determinédnsa nem nulla, akkor a matrixot nemelfajulonak nevezziik. Ha az
A métrixnak létezik inverze, azt mondjuk, hogy az A métrix invertalhato.

7.53. Tétel. Az A négyzetes matrixnak pontosan akkor létezik inverze, ha determinansa nem 0. Azaz az A
négyzetes matrix pontosan akkor invertalhato, ha nemelfajulé.

Ha az A matrixnak létezik inverze, akkor az egyértelmii (jel.: A=),
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7.54. Tétel. Ha az A € R™*™ négyzetes méatrixnak létezik inverze, akkor

(A Al !
Al = — : - :
A U
Anl ... Ann
ahol Ayj az A métrix ai; eleméhez tartozé adjungalt aldeterminansa.
-1 2 0
7.55. Példa. Legyen A= | =2 5 1 ]. Ekkor |A| =1 # 0 kovetkeztében A invertalhato:
3 —6 -1
-
5 1 -2 1 -2 5
+’—6 —1‘ _’3 —1’ +‘3 —6’
1 2 0 -1 0 -1 2
-1 _ ' |_ o
ATy ’—6 —1‘ +‘3 —1' ‘3 —6‘
20 -1 0 -1 2
+‘5 1’ _’—2 1’ +’—z 5‘
11 =3\"' 1 2 2
=12 1 0 = 1 1 1
2 1 -1 -3 0 -1

Matrixok inverze mésként is meghatérozhato, pl. az an. Gauss-eliminécio segitségével. Ezt megoldasi modot
a linearis egyenlterendszerek utan ismertetjiik (8.3. fejezet).

7.56. Tétel. Legyen A és B tetszdleges (n x n)-es invertalhaté matrix, ekkor
(a) (A" 1 =A,
(b) (AB)"' =B TA"".

7.57. Definicié. Ha A invertalhatd matrix, akkor az inverz létezését felhasznalva definidlhatok A negativ egész
kitev6s hatvanyai:
3

A=A =AT-AT.- A" (keN).

k db

7.58. Definici6. Tetszoleges A (n x n)-es matrix esetén A® = E,,.

7.59. Tétel. Legyen A tetszlleges invertalhato matrix, és m, k € Z, ekkor
(a) AR = AmAK,
(b) (A™)* = Amk,
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8. Linearis egyenletrendszerek

Video: ‘Lineéris egyenletrendszerek

8.1. Definicié. Linearis egyenletrendszernek nevezziik az alabbi objektumot:

amnp-x1 + aizex2 4+ -+ QmcXm = by,
anit X1 + an2 - X2 + + Anm * Xm = bn)
ahol
X1,X2y ...y Xm az ismeretlenek (vagy valtozok),
az aij (1 <i<n, T<j <m) valos szamok az egyiitthatok,
aby,..., b, valés szamok a jobb oldali konstansok.

8.2. Definicio. Az el6z6 linearis egyenletrendszer egylitthaté matrixa az alabbi (n x m)-es valoés matrix:

a a2 eee Q1
azq az2 az2m

. )
ani an2 Anm

amely az egyenletrendszer egyiitthatoit tartalmazza.

8.3. Definicié. A lineéris egyenletrendszer bovitett matrixa (vagy kiegészitett matrixa) az alabbi (n x
(m + 1))-es valos méatrix:

a a2 e A1m b]
azi azo . A2m bg

)
ani An2 ... Qum | by

amely az egyenletrendszer egyiitthatoit és a jobb oldali konstansokat tartalmazza.
a;-x; + aiz2-x2 + -+ Aim-Xm = by,
ant1 X1 + an2:-x2 + -+ 4+ Anm-Xm = by,

A lineéris egyenletrendszer méatrixszorzas segitségével is felirhato. Jellje az egyiitthaté méatrixot A € R™*™,
a valtozok altal alkotott vektort x = (x1,...%Xm), és a jobb oldali konstansokat tartalmaz6 vektort pedig b =

(b1,...,bn) € R™. Ekkor a lineéris egyenletrendszer felirasa méatrixokkal:
a] ... Qim X1 b1
an] ... Qnm Xm b,
A-x"=b".

Ez az alak a LER matrixos alakja

8.1. Cramer-szabaly

8.4. Definicio. Azt mondjuk, hogy egy lineéris egyenletrendszer szabalyos, ha a benne szerepld egyenletek és
ismeretlen szdma megegyezik, azaz egylitthaté matrixa négyzetes, tovabba egyilitthaté matrixanak determinénsa
nem 0.


https://www.youtube.com/watch?v=B2GZ3HffZeA
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8.5. Tétel (Cramer-szabaly). Ha az

8.2. GAUSS-ELIMINACIO

anr - x1 + o az-x2 + QimxXm = by,
ni X1+ Gn2-X2 + GumXm = b,
egyenletrendszer szabalyos, akkor pontosan egy megoldasa van, amely a kovetkezs:
ar aji-1) b1 argsen Qin
azi azi-1) b2 azism azn
ani A (i b (i a .
xi = AR "<ig<n)
a a(i-1) A1(i+1) Ain
azi Az(i—1) A2(i+1) arn
Ant ... Qup(i-1) An(i+1) nn
Tehat a fenti tétel (Cramer-szabaly) azt mondja ki, hogy pontosan egy megoldas létezik, azaz az x1,...,%xn

ismeretleneknek csak egyféleképpen lehet tgy értéket adni, hogy az egyenletrendszer egyenletei teljesiiljenek.

S6t, a tétel meg is hatarozza, hogy mik ezek az értékek: x; értékét egy tort adja meg, amelynek nevezije az
egyenletrendszer matrixanak determinénsa (amely nem 0, mert az egyenletrendszer szabalyos!), a szamlaléban
pedig az i-edik oszlopot kicseréljiik a jobb oldali konstansok bT oszlopéaval.

8.6. Példa. Megoldjuk a

2x2 — x3 = 1,
X1 4+ 2x2 + 2x3 = 2,
2x1 + X2 = -1
LER-t Cramer-szaballyal, ha lehetséges.
A LER matrixa négyzetes, determinénsa:
0 2 -1
-1 2 2]1=13=#£0,
2 1 0
a LER szabélyos, igy alkalmazhat6 a Cramer-szabaly:
1 2 -1 0 1 =1 0 2 1
2 2 2 -1 2 2 -1 2 2
=11 0] =10 |2z -1 0| 7 21 =1
M T 2T 13 I R )

A megoldas vektoros alakban: (—13, 75, 75)-
A Cramer-szabaly NEM alkalmazhat6 olyan esetben, ha az egyenletrendszer
e nem ugyanannyi egyenletet és ismeretlent tartalmaz,
e ugyanannyi egyenletet és ismeretlent tartalmaz, azonban az egyiitthaté6 matrix determinansa 0.

8.2. Gauss-eliminacid

Cramer-szabéallyal csak a szabélyos linearis egyenletrendszerek oldhatok meg. Olyan modszert keresiink, amellyel
tetszGleges linearis egyenletrendszer megoldhaté. A bdévitett méatrixon a kovetkezd tn. elemi atalakitasokat
hajthatjuk végre.

8.7. Definici6. A bévitett matrix elemi atalakitasai a kovetkezdk:
e két sor felcserélése,
e egy sorhoz masik sor tetszéleges szdmszorosanak hozzéadésa,
e sor szorzésa 0-t6l kiilonb6zd valos szammal.
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Ha a B matrix elemi atalakitasokkal keletkezik az A méatrixbol, akkor az A ~ B jel6lést hasznaljuk.

8.8. Megjegyzés. LER-ek ,(elemi) ekvivalens atalakitasai” a kovetkezdk:

e a LER két egyenletének cseréje,

e a LER valamelyik egyenletéhez egy méasik egyenletének tetszéleges szamszorosdnak hozzaadasa,

e a LER valamelyik egyenletének megszorzasa 0-t6l kiilonb6zd valds szammal.
Az elemi atalakitasok soran a LER megoldasainak halmaza nem valtozik. Célunk az, hogy elemi atalakitasok
sorozatéval minél t6bb ismeretlent kikiiszoboljiink az egyenletekbdl.

8.9. Példa. Megoldjuk az alabbi LER-t Gauss-eliminacioval.

3x1 + 3x + x3 = 1
x1 + x2 + x3 = 1
X1 + X — x3 = -1

Elgszor felirjuk az egyenletrendszer bévitett matrixéat:

1 1
1| -1

_—

31 1
1
1

Mivel elemi &talakitasokkal szeretnénk kikiiszobolni az egyenletekbdl az ismeretleneket, célszert olyan sorral
nulldzni, ami 1-gyel kezdddik, igy felcseréljik az els6 és masodik sort. Ezutan mindig a sor els6 nemnulla
elemével nullazzuk a felette és alatta 1évs elemeket.

33 1|1 11 11 1 |1
1 1 1 1 [H<:>[Z] 3 3 [ZH(f%)[HN[)H*H-H 0 0 —21| -2
1T 1 =11 11 =11 00 —2|-2

11 1 |1 ) 11 0]0

(*1/3)-[2J 0 0 1 1 [H-(*U-[ZNJ, [3]+2-12] 0 0 1 1

00 —2|-2 00 00

A 2. sor alapjan x3 = 1, mig az 1. sorbol x; = —x2 (x2 € R) adodik.

8.10. Definici6. Azokat az ismeretleneket, amelyek tetszéleges valos szamot felvehetnek értékként szabad is-
meretleneknek nevezziik, kiillonben pedig a k6t6tt ismeretlen elnevezést hasznaljuk.

Az el6z6 linearis egyenletrendszer esetén x; az egyetlen szabad ismeretlen, a kotott ismeretlenek: xq, x3. Ha li-
neéris egyenletrendszer megoldésait vektorokként adjuk meg, akkor a megoldasok halmaza: {(—x2,x2,1) | x2 € R}.

A kovetkezd definicioban megadjuk, hogy a Gauss-eliminacio végrehajtasaval milyen formara lehet alakitani
a bévitett matrixot, hogy a LER megoldas konnyen leolvashaté legyen.

8.11. Definicié. A zérusmatrix 1épcsds alaka. Egy valos, nem-zérus matrixot 1épcsds alaktnak neveziink, ha
e a matrix azon sorai, amelyek csak 0-kat tartalmaznak, azon sorok alatt helyezkednek el, amelyek tartal-
maznak 0-t6l kiilonbozé elemet,
e ha a matrix 17-edik és i,-edik sora tartalmaz 0-tol kiilonbo6zs elemet (17 < 13), és ai,j,, illetve ai,;, ezen
sorok elsd 0-t6l kiilonbo6zd6 elemei, akkor

= Qiygy = Qiyj, = T,
— j1 <j2, azaz minden sorban az elsé nem nulla elem ,,hatrébb” van, mint a megelézd sor elsé nem nulla
eleme.

e Redukalt lépcsds alaktt matrix: 1épcsés alaka méatrix, tovabba a nem csak 0-kat tartalmazo sorok kezdd
1-ese feletti elemek 0-ak.
Az —sel jelolt elemek a vezéregyesek (1d. 30. abra).

8.12. Tétel. Elemi atalakitasokkal (Gauss-eliminacioval) barmely matrix 1épcsds alakra hozhato.

8.13. Megjegyzés. A Gauss-eliminacié nagyon hasonl6é a determinansok szamolasanal alkalmazhaté ,kinulla-
zashoz”. Azonban Gauss-eliminacié sordn CSAK a SOROKON végezhetSk atalakitédsok, az OSZLOPOKON
NEM.
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30. abra. Redukalt 1épcsds alakt méatrix

8.14. Tétel (LER megoldhatosaga). Linearis egyenletrendszernek pontosan akkor nincs megoldésa, ha bévitett
maétrixa 1épcsés alakjanak utolsé nem csupa 0-at tartalmazo sora ellentmondo, azaz a kovetkezs alaku:

o ... o[l

0 ... 0] 0
0 ... 0] 0
8.15. Tétel (LER 4ltalanos megoldasa). e A lineéaris egyenletrendszer bévitett matrixat lépcesés alakra hoz-

zuk Gauss-eliminacio segitségével.

e A lépcsds alak ismeretében eldéntjiik, hogy van-e megoldas (1d. el6z6 tétel).

e Ha van megoldas, akkor egy &ltalanos megoldas leolvashaté a 1épcsds alakrol.

e Ha van megoldas, akkor a vezéregyeseknek megfelels ismeretlenek lesznek a kotott ismeretelnek. Ha van
szabad ismeretlen, akkor végtelen sok megoldas van, kiilonben pontosan egy megoldas van.

8.3. Matrixok inverze (Gauss-elim.)

Legyen A € R™*™ olyan matrix, amelynek determindnsa nem 0. Ekkor az A métrixnak van inverze, ez éppen
az AX = E,, matrixegyenlet megoldasa. Ez a maétrixegyenlet felirhaté tobb olyan linearis egyenletrendszer
segitségével, ahol az egyiitthaté matrix minden esetben A, a jobb oldali konstansok pedig rendre az E,, matrix
oszlopvektorai. Jeldlje e; az E;, matrix i-edik oszlopvektorat, azaz azt az n-komponensi vektor, amelynek i-edik
komponense 1 a tébbi pedig O.
Ha megoldjuk az Ax" = eiT (1 < 1i < n) LER-eket, akkor minden egyenletnek pontosan egy megoldasa van
(Id. Cramer-szabaly), ezen megoldéasok rendre A matrix inverzének oszlopai. Mivel az egytlitthatomatrix minden
egyenletnél A, igy az Osszes egyenletet egyszerre is megoldhatjuk Gauss-eliminacio segitségével: ( A ‘ E ) ~

~(E|AT).

-1 2 0
8.16. Példa. Meghatarozzuk Gauss-eliminacioval az A= | -2 5 1 | maétrix inverzét:
3 —6 —1
(2]+2-11]
—1 2 0 10 o0 (1)1 1 —2 —1 0o o0 (31 (3911 1 —2 o0 | =1 o0 o
—2 5 1 0 1 0 ~ —2 5 1 0 1 0 ~ 0 1 1 —2 1 0
3 6 —1 0 0 1 3 —6 —1 0 0 1 0 0 —1 3 0 1
[11+(—2)-13]
[1]142-12] 1 0 2 —5 2 0 (—1)-13] 1 0 2 —5 2 0 [214(—1)-(3 1 0 0 1 2
~ 0 1 1 —2 1 0 ~ 0 1 1 —2 1 0 ~ 0 1 0 1 1 1 .
0 0 —1 3 0 1 0 0 1 —3 0 —1 0 0 1 —3 0 —1
1 2 2
Tehat az A métrix inverze A~ = 1T 1 1 Ellendrzésként kiszamolhatjuk az A - A~! és A~1 . A
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szorzatokat:
-1 2 0 1 2 2 1 0
-2 5 1 . 1T 1 1 =1 0 1
3 -6 -1 -3 0 -1 0 0
1 2 2 -1 2 0 1 0
1T 1 1 -l =2 5 1 =| 0 1
-3 0 -1 3 -6 -1 0 0

— OO —= OO
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9. Vektortér, HLER, sajatérték, sajatvektor

Video: ‘Vektortér, lin. fliggetlenség, generatorrendszer

9.1. Vektorterek

9.1. Definicié. Legyen n természetes szam. Az R™ halmaz elemeit valos szam-n-eseknek nevezziik:

a= (ah"'aan))
ahol ay,...,a, valés szamok; a; az a valos szdm-n-es i-edik komponense.
Az (a1y...,an) és (by,...,by) valos szam-n-esek pontosan akkor egyenlSk, ha a megfelel6 komponenseik

egyenldk, azaz a; =b; (1=1,...,n).

9.2. Definicié. Az R™ halmaz elemein definidljuk az 6sszeadast és a valds szamokkal torténé szorzast a

kovetkezé modon. Ha (aq,...,an), (b1,...,by) € R™ és « € R, akkor
def.
(ary...yan) + (b1,...,by) = (a1 +b1,...,an +by)
def.
a-(ary...,an) = (xag,...,xan).

9.3. Definicié. Legyen V nemiires halmaz, amin értelmezett az Osszeadas (+) és a valos szdmmal vald szorzas
(A- (A € R)). Ekkor V-t valés vektortérnek nevezziik, ha tetszdleges u,v,w € V-re és «, € R skalarra
érvényesek a kovetkezdk:
1. u+v=v+u (az tsszeadasa kommutativ),
. (u+v)+w=u+ (v+w) (az Gsszeadésa asszociativ),
. van olyan 0 € V elem, amelyre 0 +u = u,
(=) -u+u=0,
o (Bru)=(af) u,
a-(u+v)=a-ut+a-v,
c(a+B)u=o0-u+pu,
8. o-u =0 akkor és csak akkor, ha o« =0 vagy u =0.
V elemeit vektoroknak, a valés szamokat pedig — hagyomanyosan — skalaroknak nevezziik.

N oo o

9.4. Példa. Valos vektorterek: R™, R™*™,

9.5. Definicio. A V vektortér vq,...,v, vektorainak az «1,...,x, € R skalarokkal képzett linearis kombina-
cidjaaz &1 -vi + -+ on - vp € V vektor. Ha a1 = ... = o = 0, akkor trivialis linearis kombinaciorol
beszéliink.

9.6. Példa. A vi = (1,1,—1),v2 = (0,1,1),v3 = (0,1,1) vektorok ot = 2, xa = —3, oz = 5 skalarokkal képzett
linearis kombinacidja:
®y -V + o2 -v2toz vz =2- (1»1)_1) + (_3) : (0»1)1)"_5(0»1)1)
= (2)4)_10)»

vagyis a (2,4, —10) vektor eléall az (1,1,—1),(0,1,1),(0,1,1) vektorok linearis kombinaciéjaként.

9.2. Linedris filiggetlenség

9.7. Definici6é. A V valos vektortérbeli vyq,...,v, vektorrendszer linearisan fiiggetlen, ha pontosan akkor
teljesiil, hogy o1 -vi + -+ an - vy =0, ha oy =... = &, = 0. Kiilonben a vektorrendszer linearisan fiiggé.

9.8. Példa. (a) Az (1,1,1) vektorrendszer linearisan fiiggetlen, hiszen ha o - (1,1,1) = (0,0,0), akkor sziikség-
képpen o = 0.
(b) Az (1,—1,0),(0,1,1) vektorrendszer linearisan fiiggetlen, hiszen ha

X - (1)_]>O) + [5 : (O)])]) = (030)0))
(ot,—a+B,B)



https://youtu.be/mBiDGtYlaJg

9.3. Generarorrenpszer 9. VEKTORTER, HLER, SAJATERTEK, SAJATVEKTOR >51 <

akkor az elsé komponens miatt &« = 0, a harmadik miatt pedig 3 = 0.
(¢) Ha vy # 0, akkor R™-ben a vi,v, vektorrendszer pontosan akkor linearisan fiiggetlen, ha nincs olyan o
skalar, amelyre vi = o - v, teljesiil. Azaz, a két vektor nem esik egy egyenesbe.

9.9. Példa. A térben (R3-ban) a vi1,Vy,v3 helyvektorok altal alkotott vektorrendszer pontosan akkor linearisan
fiiggetlen, ha az &altaluk meghatarozott paralelepipedon térfogata nem 0, azaz nem esnek egy sikba. Az R3
valos vektortérben a vi,vz,v3 vektorok altal kifeszitett paralelepipedon V térfogata kiszamithato a vektorok
komponenseibdl kialakitott (3 x 3)-as méatrix determinansanak abszolut értékeként. A V # 0 pontosan akkor
teljestil, ha a vy,v,,v3 vektorrendszer linearisan fliggetlen.

9.10. Példa. Altalanosan az R™-beli v, ..., Vv, vektorrendszer linearisan fiiggetlen, ha a vektorok komponense-
ibél alkotott (n x m)-es matrix determinénsa nem 0.

9.11. Tétel (Linearis fiiggsség — elegendd feltétel). Egy vektorrendszer linearisan fiiggs, ha az alabbiak valame-
lyike teljestil

e ha tartalmazza a 0 vektort,

e ha két vektora aranyos,

e ha valamelyik vektora elgall a tobbi linedris kombinaciojaként.

9.12. Példa. (a) Az (1,1,1),(0,0,0) vektorrendszer linearisan fiiggs ugyanis 0- (1,1,1)+1-(0,0,0) = (0,0,0)
(b) A (3,3,3),(—5,—5,—5) vektorrendszer linearisan fiiggé ugyanis 5 - (3,3,3) + 3 - (—=5,—5,—5) = (0,0, 0).

(c) A (2,0,1,8),(0,4,0,4), (—6,16,—3,—8) vektorrendszer linearisan fiiggs ugyanis
(_3) : (Za 0» 1 ) 8) +4- (0a4> 0)4) = (_6) ]6) _33 _8)

9.13. Tétel. Egy lépcsSs alaktt méatrix zérusvektortol kiilonbozé sorvektorai linearisan fliggetlen vektorrendszert
alkotnak.

9.14. Tétel. Legyen vy,..., vy vektorrendszer R™-ben. Tekintsiik azt a matrixot, amelynek sorvektorrendszere
Viy...,Vk. Hozzuk a méatrixot Gauss-eliminacio segitségével 1épcsds alakra. Pontosan akkor lesz a vy,...,vi

vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, ha a matrix lépcsés alakja nem tartalmaz olyan sort, amelynek minden
eleme 0.

9.15. Példa. Tekintsiik az R3 vektortérben az alabbi vektorrendszereket. Déntsiik el, hogy linearisan fiiggetle-
nek-e.

® Vi :(130)2)7\)2:(3)_])8);‘)3:(O)Z)_3):
1 0 2 1 0 2 10 2
3 -1 8|~(0 -1 2 ]~10 1 =2],
0 2 3 0o 2 =3 0 0 1
a vektorrendszer linearisan fiiggetlen.
e vi =(1,0,2),v2 =(3,-1,8), va = (0,2, -4):
1 0 2 1 0 2 10 2
3 -1 8|~(0 =1 2]~|0 1 =2],
0o 2 —4 0o 2 -4 0 0 0

a vektorrendszer linearisan fiigg6.

e vi = (1,0,2), v2 = (3,-1,8), v3 = (0,2,-3), vs = (2,1,5): a vektorrendszer mindenképp linearisan
fliggd, mert R3 vektortérben 4 vektor esetén a lépcsGs alakban mindenképpen lesz legalabb egy csak 0-kat
tartalmazo sor.

9.3. Generatorrendszer

9.16. Definici6é. A vi,..., v € V vektorok altal generalt vektorok halmaza:
Wiy eeoyvid ={o - vy 4+ 4 - Vi gy ..., 0 € RY
9.17. Definici6é. A vq,...,vi € V vektorrendszer generatorrendszer a V vektortérben, ha
V= [vi,...,vl.
9.18. Tétel. Legyen vq,...,Vvi vektorrendszer R™-ben. Tekintsiik azt a matrixot, amelynek sorvektorrendszere
Vi,...,Vk. Hozzuk a matrixot Gauss-eliminéci6 segitségével 1épcsds alakra. Pontosan akkor lesz az vi,...,Vix

vektorrendszer generatorrendszer R™-ben, ha a méatrix 1épcs6s alakja n darab nemnulla sort tartalmaz.
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9.19. Példa. Tekintsiik az el6z6 példaban szereplé R3-beli vektorrendszereket. Dontsiik el, hogy generatorrend-
szert alkotnak-e R3-ban.

1 0 2 1 0 2
e vi =(1,0,2),v2 =(3,-1,8),v3 =(0,2,-3): |3 =1 8 |~---~|0 1 2],
0o 2 =3 0 0 1
héarom nemnulla sor van, a vektorrendszer generatorrendszer.
1 0 2 1 0 2
e vi =(1,0,2), v =(3,—-1,8),v4 =(0,2,—4): |3 -1 8 | ~---~|0 1 =21,
0 2 -4 0 0 O
Két nem nulla sor van, a vektorrendszer nem generatorrendszer.
e vi =(1,0,2),v2 =(3,-1,8), v3 =(0,2,-3), vs = (2, 1,5):
1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2
3 -1 8 0o -1 2 0o -1 2 0o -1 2
0 2 3] 10 2 3] 1o o 1] o o 1
2 1 5 0 1 1 o 0 3 0O 0 0

harom nemnulla sor van, a vektorrendszer generatorrendszer.

9.20. Megjegyzés. Tekintsiik az R™-beli vq,...,v¢ vektorrendszert. Ekkor teljesiilnek a kovetkezok:
e ha k > n, akkor a vektorrendszer linearisan fiiggs,
e ha k < n, akkor vektorrendszer nem generatorrendszer.

9.4. Bazis, dimenzi6, koordinatasor

9.21. Definici6. Legyen V valos vektortér. A vektortér linedrisan fiiggetlen generatorrendszerét V bazisanak
nevezziik.

9.22. Példa. A kovetkezd vektorrendszerek bazist alkotnak a megadott vektorterekben.
e Aze; =(1,0,...,0),e2 =(0,1,...,0),...,en = (0,0,...,1) vektorrendszer a V = R™ vektortérben (e bazis
a standard bazis R™-ben).
e Bérmely harom nem egy sikba esé vektor a térben.
e Avy =(1,0,2),v2 =(3,-1,8), v3 = (0,2, —3) vektorrendszer R3-ban.

9.23. Példa. Az R™ vektortér véges dimenzids, mivel az eq,..., e, standard béazis generatorrendszere.
9.24. Tétel. Véges dimenziés vektortér barmely két bazisa azonos elemszami.

9.25. Definicié. A V véges dimenzios vektortér dimenziojan, bazisanak kozos elemszamat értjiik. (Az el6zd
tétel alapjan ez a szam egyértelmiien meghatarozott, és nem fiigg a bazis valasztasatol.) A V valoés vektortér
dimenziojat dim(V) jeloli.

9.26. Példa. Az R™ (n € N) vektortér n-dimenzios, az eq,..., e, standard bazis a vektortér bazisat adja, tehat
dim(R™) =n.

9.27. Tétel. Ha a V vektortér dimenzi6ja n, akkor
e barmely n-elemt linearisan fiiggetlen vektorrendszere béazisa V-nek;
e barmely n-elemid generatorrendszere bazisa V-nek.

9.28. Tétel. Legyen vq,...,v, bazisa a V valos vektortérnek. Ekkor tetszdleges v € V vektorhoz pontosan egy
olyan (A1,...,An) valos szam-n-es létezik, amelyre

V=A1-Vi+-+AyVn
teljestl.

9.29. Definici6. Az el6z6 tételben szerepls (A1, ..., A ) valos szam-n-est a v vektor vy, ..., v, bézisra vonatkozo
koordinatasoranak nevezziik.

9.30. Példa. A V = R™ valos vektortérben a v = (aj,..., an) vektor koordinitasora a standard béazisra vonat-
kozoan (aj,...,an), mivel

V= aj-ey + -+ an - en
—— ~—

(a1,0,...,0) (0,...,0,axn)
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9.31. Példa. Meghatarozzuk a v = (1,1, 1) vektor koordinatasorat az
E: Vi = (1)_]»2)) V2 = (2>_1)7)) V3 = “)_2)0)

béazisban.

Olyan «, 3,y valos szamokat keresiink, melyekre
(],],]):O(~(],—],2)+B~ +Y'(]>_2»O)-

teljesiil. Az egyenl6ség a kovetkezd linearis egyenletrendszer megoldasara vezet:

T + B+ 1.y = 1,
(1) + B+ Dy = 1,
2o+ B+ Oy = 1L
1 1 |1 1 0 0|18
A LER bdévitett métrixa és annak 1épcsés alakja: —1 2|1 | ~--~1 0 1 0|5 |. Az egyen-
2 0|1 0 0 1|—7
letrendszer egyetlen megoldasa: o« = 18, B = —5, vy = —7, tehat a v vektor koordinatasora az £ bazisban:

(18,5, 7).

Videé: | Altér, HLER, sajatérték, sajatvektor

9.5. Altér

9.32. Definicié. A V vektortér U nemiires részhalmaza altere V-nek, ha zart az dsszeadasra és a valés szammal
torténd szorzasra nézve, azaz barmely két U-beli vektor Gsszege U-ban van (ha u,v € U, akkor u+v € U) és
tetszoleges valos szammal szorozva barmely U-beli vektort ismét U-beli vektort kapunk (ha u € U és o € R,
akkor oc-u € U). Jeloles: U < V.

9.33. Tétel. Ha 0 ¢ U, akkor U nem altér.

9.34. Megjegyzés. Az alterek maguk is (valés) vektorterek, igy barmi, amit vektorterekrsl mondtunk, vonat-
kozik azok altereire is.

9.35. Példa. (a) Tetszbleges V vektortérben {0} és V alterek, ezek az un. trivialis alterek.

(b) AV = R? vektortérben az U = {(x1,xz) €ER? | x1,%x2 = O} részhalmaz nem altér, mert (2,3) € U, —1 € R,
de (—1)-(2,3) = (=2,—-3) ¢ U (azaz U nem zart a skalarokkal valo szorzasra). Az R? vektortér azonosithato a
sikkal, ekkor U éppen a pozitiv siknegyed.

(¢) AV =R? vektortérben az U = {(x1,%x2) € R? | x1x2 > 0} részhalmaz nem altér, mert (2,4), (—3,-2) € U,
de (2,4) + (—3,-2) = (—1,2) ¢ U (azaz U nem zart a vektorok &sszeadasara vonatkozoan).

9.36. Példa. A 2-dimenzios sikon, azaz R?-ben az alterek a kiovetkezok:
e a sik maga egy 2-dimenzios altér;
e az origon (0-on) atmend egyenesek 1-dimenzios alterek;
e a {0} egy 0-dimenzids altér.

9.37. Megjegyzés. Altér megadhato:

e generatorrendszer segitségével,

e linearis egyenletrendszer segitségével.
Mivel 0 mindig eleme az altérnek, igy olyan linearis egyenletrendszerrel adhatjuk meg a vektorokat, ahol a jobb
oldali konstansok mind 0-&k.

9.38. Példa. (a) Az R* vektortér U = [(—1,0,1,0),(2,—1,0,1)] altere 2-dimenzi6s, mert a generatorrendszere
linearisan fliggetlen is, igy a vektorok U egy bazisat is adjak.

(b) Az R* vektortérnek U = {(x1,X2,%X3,X4): X1 + X3 — 2x4 = 0, X2 + X4 = 0} altere. Hogyan lehet megadni
egy bazisat és a dimenzi6jat?
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>54 < 9. VEKTORTER, HLER, SAJATERTEK oSAJATVEKRGORy exLETRENDSZEREK (HLER)

9.6. Homogén linearis egyenletrendszerek (HLER)

9.39. Definicié. Legyen A = (a;;) € R™™ b € R™™ és x = (x1,...,%n). Az Ax" = b' linedris egyenlet-
rendszer homogén LER, hab=0=(0,...,0). Azaz, ha a linearis egyenletrendszer

arnr-x1 + ... + an-xn = 0

Qmi1 X1 + ... + amn-xXn = 0
alaka. Jelolje Ua a fenti homogén lineéris egyenletrendszer (HLER) megoldasainak halmazat.

9.40. Megjegyzés. Ekkor Ua az alabbi tulajdonsagokkal bir:
1. 0 € Ua (0 a trivialis megoldasa a HLER-nek),
2. ha vi,v2 € Ua, akkor Av;T = 0f &s Av,T = QT, aminek kovetkeztében 07 = 07 + 07 = Av1T + Av} =
AWV +vI) = A(vi +v2)T, igy vi +v2 € Ua (Ua zart az Ssszeaddsra),
3. hav € Ua és A € R, akkor AvT = 0", aminek kovetkeztében 0T = A-07 = A~ (AvT) = A(A- V)T, fgy
A-velUp (Ua zart a skalarokkal valo szorzésra).

9.41. Tétel. Ha a homogén lineéris egyenletrendszer n ismeretlent tartalmaz, akkor megoldasai alteret alkot-
nak R™-ben. Tovabba egy linearis egyenletrendszer megoldésai pontosan akkor alkotnak alteret, ha a linearis
egyenletrendszer homogén.

9.42. Példa. Tekintsiik az

\
o

X1 + 2xo + 3x3 + 4x4
X1 + 2x2 4+ x3 + 2x4

HLER-t. Meghatarozzuk a HLER U megoldésalterét.
A HLER bévitett matrixa és redukalt 1épcsés alakja:

T2 3 4)/0\ (1.2 3 4|0\ (1 2 3 410\ (1 2 0 1|0
12 1 210 0 0 =2 =210 0O 0 1 110 0o 0 1 110 )"

A redukalt lépcsss alakbol leolvashato: két kotott (xq és x3) és két szabad (x2 és x4) valtozo van, tovabba

|
o

Ua = {(—2x2 — x4,%2, —X4,X4) | X2,x4 € R}.

Az Upa altér egy bazisat adjak a kovetkezs vi, v, vektorok, igy Ua 2-dimenzios:
® X) = 1, X4 =0 V] = (—2,1,0,0),
® X = 0, xg=1: v, = (7],0,71,1).

Korédbban megadtunk egy alteret R*-ben HLER segitségével, most meghatarozzuk a dimenzi6jat és egy ba-
ziséat.

9.43. Példa. Legyen U = {(x1,%2,X3,X4) | X1 +x3 —2x4 =0, x2 + x4 =0} < R*. Ekkor a HLER bévitett
matrixa méar redukalt 1épcsds alaku:
1T 0 1 =210
< 0O 1 0 1 1|0 )

A megoldas leolvashato: x1 = —x3 + 2x4 és x2 = —x4 (Xx3,X4), tehat két szabad ismeretlen van: x3 és x4, igy az
altér 2-dimenzios. Egy bazisa megkaphato, ha a szabad valtozoknak az x3 =1 és x4 =0, majd x3 =0 és x4 =1
értéket adjuk:

V1:(_1)0>])0)) Vz:(2,—],0,1).

Tehat a 9.38. Példaban a kétféle megadas ugyanazt az alteret adta.

9.7. Sajatértékek

Matrixok sajatértékeirdl roviden mar korabban is volt sz6 (1d. 7.6. fejezet), de most precizebben definialjuk, és
Osszekapcsoljuk a sajatvektor fogalméaval.

A v € R™ vektorokat tekinthetjiik v € R'*™ matrixoknak is, igy tetszéleges A € R™*™ matrix esetén létezik
av-A € R"™™ szorzat.
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9.44. Definici6é. Az A € R™ ™ matrixnak a A valés szdm sajatértéke, ha van olyan v € R™, v # 0 vektor,
melyre v- A = A - v teljesiil.

4 —4 5
9.45. Példa. Legyen A= |1 3 1], ekkor a A = 2 valds szam sajatértéke A-nak, mivel a v = (1,—2,3) #£0
0o 2 1
4 -4 5
vektorra (1,—2,3)- |1 3 1| =(2,—-4,6)=2-(1,-2,3).
0 2 1

9.46. Definicié. Legyen A € R™*™. A pa = |A —x - E; | polinomot az A métrix karakterisztikus polinom-
janak nevezziik.

9.47. Tétel. Az A € R™*™ maétrixnak a A valos szam pontosan akkor sajatértéke, ha A gyoke A karakterisztikus
polinomjanak.

4 -5
1 -2

4 -5 1 0\|_[4-x -5
pA:|A_X'E2|:'<1 2)""(0 1)’:‘ 1 2-x

Az x? — 2x — 3 = 0 egyenlet megoldasai: 3 és —1. Igy A sajatértékei: Ay =3 és A, = —1.

0 1
-1 0

9.48. Példa. Meghatarozzuk az A = ( ) € R?2*2 matrix sajatértékeit. A méatrix karakterisztikus poli-

nomja:

=x? —2x—3.

9.49. Példa. Nem minden valés matrixnak van sajatértéke. Az A = ( > € R?*2 matrix karakterisztikus

=x? 4 1, amelynek nincs valos gyoke. Igy az A matrixnak nincs valos sajatértéke.

polinomja pa = ’_] x

9.8. Sajatvektorok

A sajatérték definiciojaban (1d. 9.44. Definicid) szerepel§ vektorok szorosan kapcsolodnak a sajatértékhez, ezek
lesznek az alabbi definici6 szerint a sajatvektorok.

9.50. Definici6é. Az A (n x n)-es valos matrixnak sajatvektora a v € R™ \ {0} vektor, ha van olyan A valds
szam, melyre v- A = A - v teljesiil.

Miért a pa = |A —xE| karakterisztikus polinom gyokei lesznek A sajatértékei? Tegyiik fel, hogy a v € R™\ {0}
vektor sajatvektora az A € R™*™ matrixnak, mégpedig a A € R sajatértékhez tartozo sajatvektora. Ekkor

V- A=A vEE VA=A B <= Vv(A—A-Ey) =0.

Ez azt jelenti, hogy v nemtrivialis megoldasa az (A — A - E,)T - xT = 0" HLER-nek. Ha |JA —A-Epn| # 0
teljesiilne, akkor ennek a HLER-nek pontosan egy megoldasa lenne, a trivialis (v = 0). Igy az A — A - E, matrix
determinansa 0, ami a kévetkezd tételt adja.

9.51. Tétel. Az A matrixnak a A valos szam pontosan akkor sajatértéke, ha |A —A-En| =0.

9.52. Definicié. Matrix adott sajatértékhez tartozé sajatvektorai a zérusvektorral egyiitt alteret alkotnak. Ezen
altér az adott sajatértékhez tartozo sajataltér. A A sajatértékhez tartozo sajatalteret U, jeloli.

9.53. Tétel. Az (A—A-E)Tx" =0" HLER megoldasterének bazisa egyben az A matrix A sajatértékéhez tartozo
sajatalterének is bazisa.

2 5 5
9.54. Példa. Megadjuk az A = [0 3 1 | matrix sajatértékeit, és az egyik sajatértékéhez tartozo sajatalte-
0 -2 0

rét. Az A maétrix karakterisztikus polinomja:

2—-\ 5 5
PA=IA=A-Bl=| 0 3-A T |=2-=MNB=AN(A)—(=2)
0 -2 0-A

=2-ANA*=3A+2)=2-ANA—=2x)A—=1)=—A—=2)*)(A—1).
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Az A matrix sajatértékei: Ay = 1 és Ay = 2. Az U,, sajataltér meghatarozasihoz meg kell oldanunk az
(A—A;-E3)T-x" = 0" HLER-t, melynek bévitett matrixa és redukalt lépesds alakja:

1 0 00 1 0 0|0 1 0 0|0
5 2 2|0 ])]~|0 2 2|0 |~ 01 =110
51 —-11]0 01 —110 0 0 010

A megoldasok altere a A7 = 1 sajatértékhez tartozo sajataltér. Mivel a redukalt 1épcsés alakrol leolvashato, hogy
x1 =0, x2 = x3, ahol x3 szabad ismeretlen, igy:

Ux, ={(0,x3,%3) | x3 € R},
melynek egy bazisa a (0,1,1) vektor.

VIGYAZAT: 0 € U,,, de 0 nem sajatvektor!
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Itéletkalkulus: logikai ekvivalencia, tautolégia, TDNF

Predikatumkalkulus
Predikatumkalkulus

Halmazok

Teljes indukcio, rekurziv definicio
Halmazmitiveletek
Descartes-szorzat, Hatvanyhalmaz, Osztalyozas

Relaciok

Alapfogalmak, miiveletek
Relaciétulajdonsagok
Ekvivalenciarelaciok
Részbenrendezett halmaz, lezart

Leképezések, szamossagok

Leképezések
Szamossagok

Komplex szamok, polinomok

Szamolas kanonikus alakban
Trigonometrikus, exponencialis alak
Hatvanyozas, gy6kvonas, egységgyokok
Polinomok

Matrixok, determinansok

Miiveletek matrixokkal
Determinansok
Matrix sajatértéke, inverze

Linearis egyenletrendszerek

Linearis egyenletrendszerek

Vektortér, HLER, sajatérték, sajatvektor

Vektortér, linearis fiiggetlenség, generatorrendszer
Altér, HLER, sajatvektor
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