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Vektorok

Definicié.
Legyen n természetes szam. Az R” halmaz elemeit valés szam-n-eseknek

nevezzik:

a=(a1,...,an),
ahol ai,..., a, val6és szamok; a; az a valés szam-n-es i-edik komponense.
Az (a1,...,ap) és (b1,..., bp) val6s szam-n-esek pontosan akkor

egyenl6k, ha a megfelels komponenseik egyenlék, azaz
a,-:b,- (i=1,...,n).
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Definicid.

Az R" halmaz elemein definialjuk az 6sszeadast és a valés szamokkal
torténd szorzast a kdvetkezé médon. Ha (ay,...,an), (b1,...,by) € R"
és a € R, akkor

def.
(al,...,a,,)+(b1,...,b,,) = (al+b1,...,a,,+b,,)

a-(a,...,an) = (aa1,...,aap).

(ol
)
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Definicid.

Legyen V' nemiires halmaz, amin értelmezett az &sszeadas (+) és a valés
szammal val6 szorzas (A - (A € R)). Ekkor V-t valés vektortérnek
nevezziik, ha tetszéleges u, v, w € V-re és «, 5 € R skalarra érvényesek a
kovetkezék:

Q u+ v =v+ u (az dsszeadasa kommutativ),
Q@ (u+v)+w=u+(v+ w) (az Ssszeadasa asszociativ),
© van olyan 0 € V elem, amelyre 0 + u = u,
QO (-1) - ut+u=0,
Q a- (B-u)=(af)-u,
Qo (u+v)=a-uta-v,
Q (a+p) u=a-u+p-u,
Q « - u =0 akkor és csak akkor, ha « = 0 vagy u = 0.
A V vektortér elemeit vektoroknak nevezziik.
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Példa.
Valés vektorterek: R", R™<M.

Definicid.

A V vektortér vi, ..., v, vektorainak az aq,...,a, € R skalarokkal képzett
linearis kombinaciéja az ay - vy + -+ + a, - v, € V vektor. Ha
a1 =...=a, =0, akkor trivialis linearis kombinaciérdl beszéliink.

Példa.
Avi=(1,1,-1),vo =(0,1,1),v3 = (0,1,1) vektorok a; =2, ap = -3,
a3 = 5 skalarokkal képzett linearis kombinacidja:

Oél'V1+062'V2+Oé3'V3:2'(1,1,—1)+(_3)‘(0,1,1)+5'(0,1,1)
= (2,4, -10),

vagyis a (2,4, —10) vektor eléall az (1,1,—1),(0,1,1),(0,1,1) vektorok
linearis kombinaciéjaként.
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Fliggbség és Fiiggetlenség

Definicié.

A V valés vektortérbeli vy, ..., v, vektorrendszer linearisan fiiggetlen, ha
pontosan akkor teljesiil, hogy a1 - vi + -+ apn - v, =0, ha

a1 =...=a, = 0. Kilénben a vektorrendszer linearisan fiiggd.
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° Az (1, , 1) vektorrendszer linearisan fiiggetlen, hiszen ha
a-(1,1,1) = (0,0,0), akkor sziikségképpen o = 0.

e Az (1,—1,0),(0,1,1) vektorrendszer linearisan fliggetlen, hiszen ha

a-(1,-1,0)+3-(0,1,1) = (0,0,0),
(a,—a+8,8)

akkor az elsé komponens miatt o« = 0, a harmadik miatt pedig 5 = 0.

@ Ha vy # 0, akkor R"-ben a vy, v vektorrendszer pontosan akkor
linearisan fliggetlen, ha nincs olyan « skalar, amelyre vi = o - v»
teljesiil. Azaz, a két vektor nem esik egy egyenesbe.
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A térben (R3-ban) a vy, vo, v3 helyvektorok altal alkotott vektorrendszer
pontosan akkor linearisan fiiggetlen, ha az altaluk meghatarozott
paralelepipedon térfogata nem 0, azaz nem esnek egy sikba.

Az R3 valés vektortérben a vq, v, v3 vektorok altal kifeszitett
paralelepipedon V térfogata kiszamithat6 a vektorok komponenseibdl
kialakitott (3 x 3)-as matrix determinansanak abszolut értékeként. A

V' £ 0 egyenl6tlenség pontosan akkor teljesiil, ha a vi, v», v3 vektorrendszer
linearisan fliggetlen.

V
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Altalanosan az R"-beli v1, ..., v, vektorrendszer linearisan fiiggetlen, ha a
vektorok komponenseibdl alkotott (n x n)-es matrix determinansa nem 0.
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Egy vektorrendszer linearisan fliggs,
o ha tartalmazza a 0 vektort,
o ha két vektora aranyos,

@ ha valamelyik vektora el6all a tobbi linearis kombinaciéjaként.

.

Példa.
e Az (1,1,1),(0,0,0) vektorrendszer linearisan fliggs ugyanis
0-(1,1,1)+1-(0,0,0) = (0,0,0).
e A (3,3,3),(—5,—5,—5) vektorrendszer linearisan fiigg6 ugyanis
5.(3,3,3)+3-(=5,-5,-5) = (0,0,0).
e A(2,0,1,8),(0,4,0,4),(—6,16, —3, —8) vektorrendszer linearisan
fliggs ugyanis (—3) - (2,0,1,8) +4-(0,4,0,4) = (—6,16,—3,—8).

v
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Egy lépcsés alaki matrix zérusvektortdl kiilonboz6 sorvektorai linearisan
fliggetlen vektorrendszert alkotnak.

Legyen vi, ..., vk vektorrendszer R"-ben. Tekintsiik azt a matrixot,
amelynek sorvektorrendszere vy, ..., vx. Hozzuk a matrixot
Gauss-eliminacié segitségével lépcsés alakra. Pontosan akkor lesz a

Vi, ..., vk vektorrendszer linearisan fliggetlen, ha a matrix lépcsés alakja
nem tartalmaz olyan sort, amelynek minden eleme 0.
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Tekintsiik az R3 vektortérben az alabbi vektorrendszereket. Dontsiik el
hogy linearisan fiiggetlenek-e.
o vi =(1,0,2), v» =(3,-1,8), v3 = (0,2, -3):
1 0 2 1 1 0 2
3 -1 8 |~10 01 -2],
0 2 -3 0 0 0 1
a vektorrendszer Iinearlsan fuggetlen
o vi =(1,0,2), v» = (3,—1,8), va = (0,2, —4):
1 0 2 1 0 2 1 0 2
3 -1 8] ~1]0 -1 2 |~|0 1 —-2],
0 2 -4 0 2 -4 0 0 O
a vektorrendszer linearisan fiiggé.
o vi =(1,0,2), v»=(3,-1,8), s =(0,2,-3), vs = (2,1,5):
a vektorrendszer mindenképp linearisan fiiggd, mert R3 vektortérben
4 vektor esetén a lépcsés alakban mindenképpen lesz legalabb egy csak
0-kat tartalmazo sor.

V.
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Definicid.

A vy, ..., v, € V altal generalt vektorok halmaza:
[vl,...,vk]:{al-v1+---+ak-vk: a1, ...,0k GR}. )
Definicié.
A vi,...,vk € V vektorrendszer generatorrendszer a V vektortérben, ha
V=[vi,..., vl )

Legyen vi, ..., vk vektorrendszer R"-ben. Tekintsiik azt a matrixot,
amelynek sorvektorrendszere vy, ..., vx. Hozzuk a matrixot
Gauss-eliminacio segitségével lépcsés alakra. Pontosan akkor lesz az

Vi, ..., vk vektorrendszer generatorrendszer R"-ben, ha a matrix Iépcsés
alakja n darab nemnulla sort tartalmaz.
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Tekintsiik az el6z6 példaban szereplé R3-beli vektorrendszereket. Dontsiik
el, hogy generatorrendszert alkotnak-e R3-ban.

o vi =(1,0,2), v» = (3,—1,8), vz = (0,2, —3):

1 0 2 1 0 2
3 -1 8 |~---~|0 1 2],
0 2 -3 0 0 1

harom nemnulla sor van, a vektorrendszer generatorrendszer.
o v = (1707 2)! Vo = (37 _178)1 V4 = (0727 _4)

1 0 2 1 0 2
3 -1 8|~---~|0 1 2],
0 2 -4 0 0 O

Két nem nulla sor van, a vektorrendszer nem generatorrendszer.
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Példa. (folyt.)

o v = (1507 2)' Vo = (35 _158)1 V3 = (072a_3)v Vs = (27 175):

1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2
3 -1 8 0 -1 2 0 -1 2 0 -1 2
0 2 -3]71o 2 =3]7lo 0o 1] 7]0o o0 1
2 1 5 01 1 0 0 3 0 0 0

harom nemnulla sor van, a vektorrendszer generatorrendszer.

.

Megjegyzés.

Tekintsiik az R"-beli v1, ..., v, vektorrendszert. Ekkor teljesiilnek a
kovetkezok:

@ ha k > n, akkor a vektorrendszer linearisan fiiggé,

@ ha k < n, akkor vektorrendszer nem generatorrendszer.

e
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Definicio.
Legyen V valés vektortér. A vektortér linearisan fiiggetlen
generatorrendszerét V' bazisanak nevezziik.

Példa.
A kovetkez6 vektorrendszerek bazist alkotnak a megadott vektorterekben.
o Az ey = (1,0,...,0),e,=(0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1)
vektorrendszer a V = R" vektortérben (e bazis a standard bazis
R"-ben).
@ Barmely harom nem egy sikba es6 vektor a térben.
e Avi =(1,0,2), v» = (3,-1,8), v3 = (0,2, —3) vektorrendszer
R3-ban.

.
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Definicié.
A V vektorteret véges dimenziésnak nevezziik, ha van véges
generatorrendszere.

Példa.
Az R" vektortér véges dimenziés, mivel az ey, ..., e, standard bazis
generatorrendszere.
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Véges dimenzids vektortér barmely két bazisa azonos elemszami.

A V véges dimenzi6s vektortér dimenzidjan, bazisanak kézos elemszamat
értjiik. (Az el6z6 tétel alapjan ez a szam egyértelmiien meghatarozott, és

nem fiigg a bazis valasztasatél.) A V valés vektortér dimenzigjat dim(V)

jeloli.

Példa.

Az R" (n € N) vektortér n-dimenziés, az ey, ..., e, standard bazis a
vektortér bazisat adja, tehat dim(R") = n.
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Feladat.

Déntsiik el, hogy az alabbi vektorrendszerek linearisan fiiggetlenek-e, illetve
generatorrendszert, bazist alkotnak-e a megfelel6 R” vektortérben.

(a) vi =(1,-2),va = (2,—4);

(b) v1 = (1,—-4,5),v» = (-1,3,4);

(c) i =(1,-1,0),v2 =(0,2,6),v3 = (2,—2,—1),va = (—1, -1, —4);
(d) (1,-1,0), v = (0,2,6), v = (2, ~2, —1).

Megoldas: Id. el6adason.

Vi =
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Ha a V vektortér dimenzi6ja n, akkor
o barmely n-elemi linearisan fiiggetlen vektorrendszere bazisa V-nek;

o barmely n-elem( generatorrendszere bazisa V-nek.

Legyen v1,...,v, bazisa a V val6s vektortérnek. Ekkor tetszéleges v € V
vektorhoz pontosan egy olyan (A1,...,\,) valés szam-n-es létezik, amelyre

V=A1-Vi+ -+ Ay Vy

teljesiil.
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Definicid.

Az el6z6 tételben szerepls (A1, ..., A,) valés szam-n-est a v vektor
Vi,...,Vy bazisra vonatkozé koordinatasoranak nevezziik.

Példa.

A V = R" valés vektortérben a v = (ay, ..., a,) vektor koordinatasora a
standard bazisra vonatkozéan (ai, ..., a,), mivel

v= ai-€e +---+ a,-én
—— ——
(a1,0,...,0) (0,...,0,an)
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Példa.

Meghatarozzuk a v = (1,1, 1) vektor koordinatasorat az

E:nn=(1,-1,2), »=(2,-1,7), 3 =(1,-2,0)

bazisban.
Olyan «, 3,7 valés szamokat keresiink, melyekre

(1,1,1)=a-(1,-1,2)+8-(2,—-1,7) +v- (1,-2,0).

teljesiil. Az egyenlGség a kovetkez§ linearis egyenletrendszer megoldasara
vezet:

l-a + 2-8 + l-y = 1,
(1) + (-1):8 + (-2):v = L
2-a + 7-8 + 0-v = L
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Példa. (folyt.)

A LER bdvitett matrixa és annak |épcsés alakja:

1 2 11 1 0 018
-1 -1 -2|1 |~---~| 0O 1 0|5
2 7 0|1 0 0 1|-7

Az egyenletrendszer egyetlen megoldasa: @ = 18, § = —5, v = —7, tehat a
v vektor koordinatasora az £ bazisban: (18, —5, 7).

y
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Alterek

Definicié.

A V vektortér U nemiires részhalmaza altere V-nek, ha zart az
Osszeadasra és a valés szammal torténd szorzasra nézve, azaz barmely két
U-beli vektor 6sszege U-ban van (ha u,v € U, akkor u+ v € U) és
tetszbleges valés szammal szorozva barmely U-beli vektort ismét U-beli
vektort kapunk (ha u € U és a € R, akkor a - u € U). Jeldlés: U < V.

Ha 0 ¢ U, akkor U nem altér.

Megjegyzés.
Az alterek maguk is (val6s) vektorterek, igy barmi, amit vektorterekrdl
mondtunk, vonatkozik azok altereire is.
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Példa.

o Tetsz6leges V vektortérben {0} és V alterek, ezek az an. trivialis
alterek.

o A V =R? vektortérben az U = {(x1,%) € R? : x;,x >0}
részhalmaz nem altér, mert (2,3) € U, —1 € R, de
(—1)-(2,3) = (—2,—3) ¢ U (azaz U nem zart a skalarokkal val6
szorzasra).

o Az R? vektortér azonosithaté a sikkal, ekkor U éppen a pozitiv
siknegyed.
e A V = R? vektortérben az U = {(X]_,XQ) eR?: xyx0 > O} részhalmaz
nem altér, mert (2,4),(—3,—-2) € U, de
(2,4) + (—3,-2) = (—1,2) € U (azaz U nem zart a vektorok
Gsszeadasara vonatkozéan).
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A 2-dimenziés sikon, azaz R2-ben az alterek a kdvetkezék:

@ a sik maga egy 2-dimenzids altér;
@ az origén (0-on) atmend egyenesek 1-dimenziés alterek;

@ a {0} egy O-dimenziés altér.
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Alterek megadasa
Megjegyzés.

Altér megadhato:
@ generatorrendszer segitségével,
o linearis egyenletrendszer segitségével.

Mivel 0 mindig eleme az altérnek, igy olyan linearis egyenletrendszerrel
adhatjuk meg a vektorokat, ahol a jobb oldali konstansok mind 0-ak.

Példa.

o Az R* vektortér U = [(—1,0,1,0),(2,—1,0,1)] altere 2-dimenziés,
mert a generatorrendszere linearisan fiiggetlen is, igy a vektorok U egy
bazisat is adjak.

o Az R* vektortérnek
U= {(x1,x2,x3,xa): x1 +x3 —2xa = 0, x2 + x4 = 0} altere. Hogyan
lehet megadni egy bazisat és a dimenzi6jat?
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omogén inearis gyenlet endszerek

Legyen A = (a;) € R™" b e R™™M és x = (x1,...,x,). Az AxT =bT
linearis egyenletrendszer homogén LER, ha b=0=(0,...,0). Azaz, ha

a linearis egyenletrendszer

ar-x1 + ... + amp-xp, = 0

ami-x1 + ... + amn-Xxn = 0

alaka. Jeldlje Ux a fenti homogeén linearis egyenletrendszer (HLER)
megoldasainak halmazat.
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Megjegyzés.
Ekkor U, az alabbi tulajdonsagokkal bir:
Q 0 € Ua (0 a trivialis megoldasa a HLER-nek),
Q ha vi, v € Uy, akkor AvyT =07 és AvoaT =07, aminek
kovetkeztében
0T =07 +0" = Ay + AV = A(v] +v)) = A(vi + w) T, igy
vi + vo € Ua (Ua zart az Gsszeadasra),

Q haveUyés ) eR, akkor AvT =07, aminek kdvetkeztében
0T =X-0"T=X-(AvT) =AW\ -v)T,igy A- v € Uy (Up zart a
skalarokkal valé szorzasra).

Ha a homogén linearis egyenletrendszer n ismeretlent tartalmaz, akkor
megoldasai alteret alkotnak R"-ben. Tovabba egy linearis egyenletrendszer
megoldasai pontosan akkor alkotnak alteret, ha a linearis egyenletrendszer
homogeén.
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Tekintsiik az

xx + 2% + 3x3 + 4x4 = O
xx1 + 20 + x3 4+ 2x4 = 0

HLER-t. Meghatarozzuk a HLER Up megoldasalterét.
A HLER bévitett matrixa:

1 2 3 4]0 1 2 3 4|0

1 2 1 2|0 0 0 -2 -2]|0
1 2 3 4]0
0 01 1|0
1 2 0 10
0 01 1]0)°
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Példa. (folyt.)

1 2 0 1
o 0 01 1|0 /)"
A redukalt 1épcsés alakbol leolvashaté: két kotott (x; és x3) és két szabad
(x2 és xa) valtozé van, tovabba

Ua = {(—2x2 — xa, x2, —xa, Xa) : x2,x4 € R} .

Az U, altér egy bazisat adjak a kdvetkezd vi, vo vektorok, igy Ua
2-dimenziés:

e xx=1x=0 v =(-2,1,0,0),

e xx=0x=1 v=(-1,0,-1,1).
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Korabban megadtunk egy alteret R*-ben HLER segitségével, most
meghatarozzuk a dimenzi¢jat és egy bazisat. J

Legyen U = {(x1,x2,X3,x3) : x1 +x3 —2x4 = 0, x2 + x4 = 0} < R*.
Ekkor a HLER bé&vitett matrixa mar redukalt lépcsés alaki:

1 01 -2|0

010 1|0 )
A megoldas leolvashaté: x; = —x3 + 2xz és xp = —x4 (x3,xa), tehat két
szabad ismeretlen van: x3 és x4, igy az altér 2-dimenziés. Egy bazisa

megkaphaté, ha a szabad valtozéknak az x3 = 1 és x4 = 0, majd x3 = 0 és
x4 = 1 értéket adjuk:

VI = (_1707 170)7 V2 = (2, _1,0, 1)

Tehat a korabbi példaban a kétféle megadas ugyanazt az alteret adta. J
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Matrixok sajatvektorai

Az eléz6 el6adason szerepelt a kovetkezé definicié. )

Definicid.

Az A € R"™" matrixnak a A valés szam sajatértéke, ha van olyan
v € R", v # 0 vektor, melyre v- A=\ - v teljesiil.

Definialhaté a sajatvektor fogalma is. J

Definicid.

Az A € R"™" matrixnak sajatvektora a v € R" \ {0} vektor, ha van olyan
A valés szam, melyre v - A= X\ - v teljesiil.
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Miért a pa = |A — xE| karakterisztikus polinom gydkei lesznek A
sajatértékei?

Tegyiik fel, hogy a v € R"\ {0} vektor sajatvektora az A € R"*"
matrixnak, mégpedig a A € R sajatértékhez tartozé sajatvektora. Ekkor

v-A=A.v<=v-A=v- -\ E,
— v(A-X-E,) =0

Ez azt jelenti, hogy v nemtrivialis megoldasa az (A — \-E,)7 -xT =07
HLER-nek. Ha |A — X - E,| # 0 teljesiilne, akkor ennek a HLER-nek
pontosan egy megoldasa lenne, a trivialis (v = 0). Igy az A — \ - E,, métrix

determinansa 0, ami a kdvetkezd tételt adja. )

Az A matrixnak a \ valés szam pontosan akkor sajatértéke, ha
|[A—X-E,| =0.

.
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Sajataltér meghatarozasa

Matrix adott sajatértékhez tartozé sajatvektorai a zérusvektorral egyiitt
alteret alkotnak. Ezen altér az adott sajatértékhez tartozé sajataltér. A \

sajatértékhez tartozé sajatalteret Uy jeloli.

Az A matrix \ sajatértékéhez tartozé sajatalterének egy bazisa éppen az
(A—X-E)Tx™ =07 HLER megoldasterének egy bazisa.
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2 5 5
Megadjuk az A= [ 0 3 1| matrix sajatértékeit, és az egyik
0 -2 0

sajatértékéhez tartozo sajatalterét.
@ Az A matrix karakterisztikus polinomja:
2— A 5 5

pA:|A—)\~E3’: 0 3—A 1
0 -2 0-2A

= (2= VB =N~ (-2)] = (2~ )\ -31+2)
— (2N 20— 1= APy — bk

@ Az A matrix sajatértékei: Ay =1 és \p = A3 = 2.
@ Az U,, = U; sajataltér meghatarozasa (kovetkezs dia).
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Példa. (folyt.)

Az Uy, = U, sajataltér meghatarozasa:
Meg kell oldani az (A — A1 - E3)7 - xT = 07 HLER-t, melynek bdvitett
matrixa és annak lépcs6s alakja:

10 0|0 1 0 0|0 1 0 010
5 2 2|0 ~ 0 2 =210 ~ 0 1 —-1]0
5 1 -1|0 0 1 —-1|0 0 0 0O

A megoldasok altere a \; = 1 sajatértékhez tartozé sajataltér. Mivel a
redukalt [épcsés alakrdl leolvashaté, hogy x; = 0, xo = x3, ahol x3 szabad
ismeretlen, igy:

Uy, = {(0,x3,x3) : x3 € R},

melynek egy bazisa a (0, 1,1) vektorrendszer.

VIGYAZAT: 0 € Uy,, de 0 nem sajatvektor! J
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