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Matrix sajatértéke

A v € R" vektorokat tekinthetjitk v € R1*" matrixoknak is, igy tetszéleges A € R"*"
matrix esetén létezik a v - A € R*" szorzat. A 0 = (0,...,0) € R" vektort
zérusvektornak (vagy nullvektornak) nevezziik.

Definicid.

Az A € R™" matrixnak a \ val6s szam sajatértéke, ha van olyan
v € R" v # 0 vektor, melyre v- A= X\ - v teljesiil.

v

Legyen A = (g _34
V= (1’_273) #Q

, ekkor a A = 2 val6s szam sajatértéke A-nak, mivel a

< HHO
N—

ektorra

4 5
(1,-2,3) (1 3 1] =(2-46)=2-(1,-2,3).
0 2 1
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Sajatérték meghatarozasa

Definicid.

Legyen A € R™". Az f4 = |A — x - E,| polinomot az A matrix
karakterisztikus polinomjanak nevezziik.

Az A € R™" matrixnak a A val6s szam pontosan akkor sajatértéke, ha A
gyoke A karakterisztikus polinomjanak.
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Példa.

4 -5
1 -2
A matrix karakterisztikus polinomja:

4 -5 10
5

_'4—X — (4— x){—2— x)— 1(~5) = x2 — 2x — 3.

Meghatarozzuk az A = ( ) € R?*2 matrix sajatértékeit.

fa

1 —2—x

Az x?> — 2x — 3 = 0 egyenlet megoldasai: 3 és —1. Igy A sajatértékei: \; = 3 és
A2 = —1.

.

Példa.

0 1

Nem minden valés matrixnak van sajatértéke. Az A = (_1 0

) € R2%2 matrix

—x 1
-1 —x
Tehat az A matrixnak nincs valés sajatértéke.

karakterisztikus polinomja fa4 = = x? 4 1, amelynek nincs valés gydke.

.
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Matrix inverze

Definicid.

Legyen A négyzetes matrix, A € R"*". Azt mondjuk, hogy a B € R"*"
matrix inverze A-nak, ha

AB = BA=E,.

Megjegyzés.

Nem minden négyzetes matrixnak van inverze. Ha az A matrixnak inverze
a B matrix, akkor 1 = |E,| = |AB| = |A| - |B|, igy |A| # 0.

Definicié.
Ha az A matrix determinansa nem nulla, akkor a matrixot nemelfajulénak
nevezziik. Ha az A matrixnak létezik inverze, azt mondjuk, hogy az A
matrix invertalhato.
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Az A négyzetes matrixnak pontosan akkor létezik inverze, ha determinansa
nem 0. Azaz az A négyzetes matrix pontosan akkor invertalhato, ha
nemelfajulé.

Ha egy matrixnak létezik inverze, akkor az egyértelmii. Jeldlés: AL,

Ha az A € R™*" négyzetes matrixnak létezik inverze, akkor

T
A1 ... Ain

_ 1 .
Anr .. Am

A—l

ahol Aj; az A matrix aj; eleméhez tartozé adjungalt aldeterminansa.
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-1 2 0
Legyen A= | —2 5 1 |. Ekkor |A] =1 # 0 kdvetkeztében A
3 —6 -1

invertalhato:
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Megjegyzés.

Matrixok inverze masként is meghatarozhaté, pl. az an. Gauss-eliminacié
segitségével. Ezt megoldasi médot a linearis egyenletrendszerek utan
ismertetjiik.
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A matrixinverz azonossagai

Legyen A és B tetszéleges (n x n)-es invertalhaté matrix, ekkor
(@) (A=A
(b) (AB)~! =B1A7L.

Definicié.
Ha A invertalhaté matrix, akkor az inverz létezését felhasznalva
definialhatok A negativ egész kitevés hatvanyai:

Ak— (A1) =al. Al Al (keN).
k db
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A hatvanyozas azonossagai

Definicid.

Tetsz6éleges A (n x n)-es matrix esetén A® = E,,.

Legyen A tetszleges invertalhaté matrix, és m, k € 7Z, ekkor
(a) AmAk = Amtk
(b) (Am)< = Amk.
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Linearis egyenletrendszerek

Definicid.

Linearis egyenletrendszernek nevezziik az alabbi objektumot:

ain-x1 + ap-xe + -+ am-Xm = b,
ani X1 + am-x + -+ + am-Xm = by,
ahol
X1, X2, . .., Xm az ismeretlenek (vagy valtozok),

az ajj (1< i< n, 1<j< m)valés szamok az egyiitthatok,
a by,..., b, valés szamok a jobb oldali konstansok.
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Az el6z6 linearis egyenletrendszer egyiitthaté matrixa az alabbi
(n x m)-es val6s matrix:

dil1 d12 ... daim
dp1 d22 ... aim

9
dnl dn2 ... dnm

amely az egyenletrendszer egyiitthatéit tartalmazza.
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Definicié.
A linearis egyenletrendszer bGvitett matrixa (vagy kiegészitett matrixa) az
alabbi (n x (m + 1))-es valés matrix:

a1l dai2 Cen dlm b1
ani doo 0oo aozm b2

)
ant an2 ... anm | bn

amely az egyenletrendszer egyiitthatdit és a jobb oldali konstansokat
tartalmazza. |
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LER megadasa matrixokkal

ail-x1 + aw'xe + -+ 4+ am-XxXm = by,

anl-x1 + am-x2 4+ - + amm-Xm = bp,

A linearis egyenletrendszer matrixszorzas segitségével is felirhaté. Jeldlje az
egylitthaté matrixot A € R™ ™ a valtozdk altal alkotott vektort
x = (x1,...Xm), és a jobb oldali konstansokat tartalmazé vektort pedig

b= (b1,...,bs) € R". Ekkor a linearis egyenletrendszer felirasa
matrixokkal:
a1l ... dim X1 b1
danl dnm Xm bn
A-xT =pT
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Cramer-szabaly

Definicid.

Azt mondjuk, hogy egy linearis egyenletrendszer szabalyos, ha a benne
szerepld egyenletek és ismeretlen szama megegyezik, azaz egyiitthato
matrixa négyzetes, tovabba egyiitthaté matrixanak determinansa nem 0.

Tétel (Cramer-szabaly).

Ha az

air-Xx1 + ap-xXe + - 4+ aim-Xm = by,

am-x1 + am-x + - 4+ am-Xm = by,

egyenletrendszer szabalyos, akkor pontosan egy megoldasa van, amely ...

y
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Tétel (Cramer-szabaly). (folyt.)

..., amely a kovetkezé:

air ... ay-1 b1 Ay .- an
a1 ... axi-1) b2 ayiy1) .- a2

anl ... dp(i-1) by an(i+1) -+ @nn

a1 ... adi(i-1) 91 41(i41) --- 9ln
a1 ... dy(j-1) 92 4(i41) --- 92n

dnl  --. dp(i—1) @ni 4dn(i+1) --- 9dnn
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Tehat a fenti tétel (Cramer-szabaly) azt mondja ki, hogy pontosan egy
megoldas létezik, azaz az xi, .. ., x, ismeretleneknek csak egyféleképpen
lehet gy értéket adni, hogy az egyenletrendszer egyenletei teljesiiljenek.

Sét, a tétel meg is hatarozza, hogy mik ezek az értékek:

x; értékét egy tort adja meg, amelynek nevezdje az egyenletrendszer
matrixanak determinansa (amely nem 0, mert az egyenletrendszer
szabalyos!), a szamlaléban pedig az i-edik oszlopot kicseréljiik a jobb oldali
konstansok b’ oszlopaval.
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Megoldjuk a
2X2 — X3 = 1,
-1 + 20 + 23 = 2,
2x1  + X2 = -1

LER-t Cramer-szaballyal, ha lehetséges.

A LER matrixa négyzetes, determinansa:

0 2 -1
—1 2 2|=13#0,
2 1 0

a LER szabalyos, igy alkalmazhat6é a Cramer-szabaly.
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Példa. (folyt.)

1 2 -1
2 2 2
11 0] -10
L= 13 - 13
0 1 -1 0 2 1
1 2 2 ~1 2
2 —1 0| 7 2 1 -1 1
2= 13 =g 9 13 13
A A velaer sleldere (10 71
mego asS VEKTOor ala an ( 13,13,13) |
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A Cramer-szabaly NEM alkalmazhat6 olyan esetben, ha az
egyenletrendszer

@ nem ugyanannyi egyenletet és ismeretlent tartalmaz,

@ ugyanannyi egyenletet és ismeretlent tartalmaz, azonban az egyiitthaté
matrix determinansa 0.
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Gauss-eliminacié

Cramer-szaballyal csak a szabalyos linearis egyenletrendszerek oldhatok
meg. Olyan médszert keresiink, amellyel tetszéleges linearis

egyenletrendszer megoldhaté. A bdvitett matrixon a kovetkezé an. elemi
atalakitasokat hajthatjuk végre.
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Definicid.
A bévitett matrix elemi atalakitasai a kovetkezsk:

o két sor felcserélése,
@ egy sorhoz masik sor tetszéleges szamszorosanak hozzaadasa,
@ sor szorzasa 0-t6l kilonbozé valés szammal.

Ha a B matrix elemi atalakitasokkal keletkezik az A matrixbdl, akkor az
A ~ B jeldlést hasznaljuk.

LER-ek ,,(elemi) ekvivalens atalakitasai” a kovetkezdk:
@ a LER két egyenletének cseréje,

@ a LER valamelyik egyenletéhez egy masik egyenletének tetszéleges
szamszorosanak hozzaadasa,

@ a LER valamelyik egyenletének megszorzasa 0-t6l kiilénb6z6 valés szammal. )
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Az elemi atalakitasok soran a LER megoldasainak halmaza nem valtozik.
Ceélunk az, hogy elemi atalakitasok sorozataval minél t6bb ismeretlent
kikiisz6boljiink az egyenletekbél.

Példa.
Megoldjuk az alabbi LER-t Gauss-eliminaciéval.

3X1 + 3X2 + X3 = 1
x1 + X + x3 = 1
X1 + xx — x3 = -1

El6szor felirjuk az egyenletrendszer b&vitett matrixat:

3 3 1 1
11 1 1
11 —-1|-1

Diszkrét matematika I. (10. el8adas) Matrix sajatértéke, inverze, LER



Példa. (folyt.)

Mivel elemi atalakitasokkal szeretnénk kikiiszobdlni az egyenletekbdl az
ismeretleneket, célszeri olyan sorral nullazni, ami 1-gyel kezdédik, igy
felcseréljiik az els6 és masodik sort. Ezutan mindig a sor elsé nemnulla
elemével nullazzuk a felette és alatta Iévé elemeket.

33 1|1 - 1|1
11 11 e 1)1
11 —-1|-1 —1| -1

(21+(=3)-[1], [8]+(=1)-[1]

(-1/2)[2

[1+(=2)-[2], [381+2:[2]

OO OO OO F WK
OO R OO OOKFF WK
—

—
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Példa. (folyt.)

1 10]0
0 0 11
0 000
A 2. sor alapjan x3 = 1, mig az 1. sorbdl x; = —x» adddik.

Definicié.

Azokat az ismeretleneket, amelyek tetszéleges valés szamot felvehetnek
értékként szabad ismeretleneknek nevezziik, kiildnben pedig a kotott
ismeretlen elnevezést hasznaljuk.

V.
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Példa. (folyt.)

Az el6z6 linearis egyenletrendszer esetén
@ szabad ismeretlen: xo,
o kotott ismeretlenek: x1, x3.

Ha linearis egyenletrendszer megoldasait vektorokként adjuk meg, akkor a
megoldasok halmaza: {(—x2,x2,1) : x2 € R}.
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Matrixok lépcs6s alakja

A kdvetkezé definicioban megadjuk, hogy a Gauss-eliminacié

végrehajtasaval milyen formara lehet alakitani a b&vitett matrixot, hogy a
LER megoldas kdnnyen leolvashaté legyen.
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Matrixok lépcsGs alakja

Definicié.
A zérusmatrix lépcsés alaka. Egy valés, nem-zérus matrixot lépcsGs
alakanak nevezunk, ha

@ a matrix azon sorai, amelyek csak 0-kat tartalmaznak, azon sorok alatt
helyezkednek el, amelyek tartalmaznak 0-tdl kiilonb6z6 elemet,

o ha a matrix i;-edik és ir-edik sora tartalmaz 0-tdl kiilénbozs elemet
(i < k), és aj,j;, illetve aj,j, ezen sorok elsé 0-tdl kiilonboz6 elemei,
akkor

° apyjy = A = 1,
e j1 < ja, azaz minden sorban az els6 nem nulla elem ,,hatrébb” van, mint
a megel6z6 sor elsé nem nulla eleme.

o Redukalt IépcsGs alakii matrix: lépcsés alaka matrix, tovabba a
nem csak 0-kat tartalmazé sorok kezdé 1-ese feletti elemek 0-ak.
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Redukalt lépcsés alaki matrix

0 ... 0 1 0 1 0 mm (0 o
0 ... 0 1 0 = | =
0 ... 0 m 0 =
0 0

0 0 -
0 .0
0o ... 0

A se| jeldlt elemek a vezéregyesek.
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Gauss-eliminacié

Elemi atalakitasokkal (Gauss-eliminaciéval)
barmely matrix lépcs6s alakra hozhaté.

Megjegyzés.

A Gauss-eliminacié nagyon hasonlé a
determinansok szamolasanal alkalmazhaté
,kinullazashoz". Azonban Gauss-eliminacié
soran CSAK a SOROKON végezhetsk elemi
atalakitasok, az OSZLOPOKON NEM.
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Tétel (LER megoldhatésaga).

Linearis egyenletrendszernek pontosan akkor nincs megoldasa, ha bévitett
matrixa |épcsés alakjanak utolsé nem csupa 0-at tartalmazé sora
ellentmondd, azaz a kdvetkez6 alaka:

0 ... 0[1]
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LER altalanos megoldasa.

o A linearis egyenletrendszer bévitett matrixat lépcsés alakra hozzuk
Gauss-eliminacio segitségével.

o A lépcs6s alak ismeretében eldontjiik, hogy van-e megoldas (Id. el6z6
tétel).

o Ha van megoldas, akkor egy altalanos megoldas leolvashaté a [épcs6s
alakrol.

@ Ha van megoldas, akkor a vezéregyeseknek megfelels ismeretlenek
lesznek a kotdtt ismeretelnek. Ha van szabad ismeretlen, akkor
végtelen sok megoldas van, kiilonben pontosan egy megoldas van.
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LER megoldasainak szamaral

x1+x+x3=1 x1—x+x3=1 x1+x+x3=1
3x1 +3x2+x3 =1 3x1 +3x2+x3 =1 3x1 +3x2+x3 =1
x1+x—x3 =2 x1+x2—x3=3 x1+x2—x3=-1
1 1 1 1 -1 1 |1 1 1 1 1
33 1|1 3 3 1 |1 3 3 1 1
1 1 —-1|2 1 1 -113 1 1 -1]| -1
1 1 010 1 0 0] 2 1 1 010
0 0|11 01 0] -1 0 0|11
0 0 0|1 0 01| -2 0 0 0|0
Nincs megoldas. Egy megoldas van. Végtelen sok mo. van.
Nincs szabad valtozé. Van szabad valtozé (x2).
Mo.: X1 = 2, X2 = —1, X1 = —X2, X3 = 1 (X2 S ]R)
x3 = —2 Vektor alakban:

Vektor alakban: (2,—1,—2) {(—x2,x2,1): x2 € R}
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Feladat.

Oldjuk meg a kovetkezé LER-t Gauss-eliminacié segitségével.

x1+3x+x3+2x4 = 8
2xp +2x3+4x4 = 6

—2x1 —b6x0 —x3 — x4 = —15

Megoldas: Id. eléadason.
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Matrixinverz Gauss-eliminacidéval

Legyen A € R™" olyan matrix, amelynek determinansa nem 0. Ekkor az A
matrixnak van inverze, ez éppen az AX = E, matrixegyenlet megoldasa.
Legyen e; az az n-komponensii vektor, amelynek i-edik komponense 1 a
tobbi pedig 0. Az e/ oszlopvektortokat beirva egy matrixba épp az E,
egységmatrixot kapjuk.

Ha megoldjuk az Ax" = e,-T (1 < i< n) LER-eket, akkor minden
egyenletnek pontosan egy megoldasa van (ld. Cramer-szabaly), ezeket a
megoldasokat egy matrix oszlopaiba beirva éppen az A inverzét kapjuk
meg. Mivel az egyiitthatématrix minden egyenletnél A, igy az dsszes
egyenletet egyszerre is megoldhatjuk Gauss-eliminacié segitségével.

(A[E)~- -~ (EJAT).
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Meghatarozzuk Gauss-eliminaciéval az

-1 2 0
A=|[-2 5 1
3 -6 -1
matrix inverzét.
Megoldas.
-1 2 0|10 0
-2 5 1|01 0
3 -6 -1|0 0 1
o 1 -2 0[-10 0
~ —2 5 1[0 10
3 -6 -1{0 0 1
21, [3+(-3) {1 S
~ 0 1 1[|-210
0 0 -1|3 0 1
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Példa. (folyt.)

1 -2 0|-1 00
0O 0 —-1|3 01

10 2[-520

422 01 1|-210

00 -1]3 01

102|-52 0

(~1).13 01 1|-21 0

00 1(-30 -1

1001 2 2

[1]+(,2)A[3];\‘[2]+(*1)'[3] 01 0 1 1 1

00 1[-30 -1

.
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Példa. (folyt.)

Tehat az

-1 2 0
A= -2 5 1
3 -6 -1
matrix inverze:
1 2 2
Al = 1 1 1
-3 0 -1

-1 2 0 1 2 2 1 00
-2 5 1 1 1 1 =010
3 -6 -1 -3 0 -1 0 01

Matrix sajatértéke, inverze, LER
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E-teszt: Determinans, sajatérték, inverz (2. fel.)

Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak! (A kovetkezs
tipust feladatokbdl szerepel harom a tesztben.)

o Az A= (_2 _03) matrix egy sajatértéke a A = —1.

3
-6 7 0
@ A | —2 3 0] matrix legnagyobb és legkisebb sajatértékének
9 4 2
kiilonbsége 6.
1 1 =2
@ Az | -6 —6 3 | matrixnak létezik inverze.
3 3 3

o A (_65 _11> matrix inverzében az elemek Gsszege 7.
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=2 . .
o Az A= ( 3 _03) matrix egy sajatértéke a A = —1.
Megoldas. Megvizsgaljuk, hogy A = —1 gydke-e a karakterisztikus polinomnak:
2= (1) o | _|-1 o] _ )
|A—(-1)E| = 3 _3_(_1)’— ‘ 3 _2‘ =20, igy A nem

sajatértéke A-nak, hamis az allitas.
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-6 7 0
@ A | —2 3 0| matrix legnagyobb és legkisebb sajatértékének
9 4 2

kiilénbsége 6.

Megoldas. Meghatarozzuk a karakterisztikus polinom gydkeit, a determinanst az
utolsé oszlopa szerint fejtjiik ki:

—6 — x 7 0
|A—XE3|I —2 3—x 0 :(2—)().(_]_)6.
9 4 2—x
(2= X)[(=6—x)(3—x) +14] = (2 — x)(x*> +3x — 4)
=2-x)(x+4)(x—-1)=0.

—6 — x 7
-2 3—x

A karakterisztikus polinom gyokei, azaz a matrix sajatértékei: —4, 1, 2. A
legnagyobb és a legkisebb sajatérték kiilonbsége: 2 — (—4) = 6, igy igaz az allitas.
v
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1 1 -2
e Az | -6 -6 3 matrixnak létezik inverze.
3 3 3

Megoldas. Négyzetes matrixnak pontosan akkor létezik inverze, ha a
determinansa nem 0. Mivel a matrixnak van két azonos oszlopa, a megfelelé
determinanselméleti tétel kdvetkeztében a determinansa 0, igy nem létezik

inverze, az allitds hamis. )
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o A <_65 _11> matrix inverzének elemeinek az &sszege 7.

Megoldas. A matrix inverze meghatarozhaté Gauss-eliminacidval, vagy adjungalt
aldeterminansok segitségével. A (2 x 2)-es esetben adjungaltak segitségével sem

bonyolult a szamolas. A matrix determinansa: ‘_65 _11 =5—-6=—-1+#0,

ezért létezik az inverze.

) -50 -G -6

Az elemek Gsszege: 13, hamis az allitas. )

Diszkrét matematika I. (10. el8adas) Matrix sajatértéke, inverze, LER



(2 x 2)-es matrix inverze

Erdemes altalanosan is felirni a 2 x 2-es matrix inverzét adjungalt
aldeterminansok segitségével.

Ha az A € R?%2 matrixnak létezik az inverze, akkor

ar_(a b\ _1(d =\ _1(d -b
~\c d Al \-b a JA|\—¢c a )’
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