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Diszkrét matematika I. (9. el8adas) Matrixok & Determinansok



Matrixok




Definicié és legfontosabb ismérvek

Definicid.
Az (n x m)-es valés matrix egy , tablazat”, melynek n sora és m oszlopa
van. Elemei R elemei, azaz valés szamok. A tablazat elemeit kerek

zaréjelek kozé irjuk.
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o A matrixokat altalaban latin nagybetiikkel jeldljik (A, B, C,...). Az
A € R>*0 matrix egy 5 sorbdl és 6 oszlopbél allé valés szamokat
tartalmazé matrix.

o Matrix elemei: a B matrix j-edik soranak j-edik elemére hasznalhatjuk
a bjj jelolést, de ugyanezt az elemet Bjj-vel is szokas jelolni. Az
elemeket az oszlopokban fentrél lefelé, mig a sorokban balrél jobbra
szamozzuk.

R™™ (n,m € N) il... bj
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Miveletek matrixokkal: osszeadas

Definicié.

Ha A és B azonos méretii, (n x m)-es, matrixok, akkor 6sszeadhatok (csak
azonos méret(i matrixok adhatok dssze). Az Gsszegiik is (n x m)-es matrix
lesz.

Az A+ B Osszegmatrix i-edik soranak j-edik eleme az A matrix i-edik sora
j-edik elemének és a B matrix j-edik sora j-edik elemének az Gsszege, azaz
a matrixokat elemenként adjuk Gssze:

(A+ B);j = Aj + Bj.
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1 =2 2 -1 142 (-2)+(-1) 3 -3
3 4 |+]0 1 =13+0 411 — 13 5
2 1 2 4 242 1+4 4 5
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Miveletek matrixokkal: szorzas skalarral

Definicié.

Tetszbleges A € R™*" és \ € R skalar (szam) esetén elvégezhet6 a
skalarral (szammal) val6 szorzas. Az A matrixot gy szorozzuk a A
skalarral, hogy A minden elemét megszorozzuk A-val:

(M) = MAj.
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Miiveletek matrixokkal: transzponalas

Definicié: transzponalt.

Matrix transzponaltja mindig létezik: (m X n)-es matrix transzponaltja
(n x m)-es. Az eredeti matrix sorait beirjuk az oszlopaiba:

(A7) = Aji.

-
Lol 2 1 1 -1 2
1 0 O

_111:—1013
5 & 4 2 0 1 4
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Miiveletek matrixokkal: transzponalas

Definicié: transzponalt.

Matrix transzponaltja mindig létezik: (m X n)-es matrix transzponaltja
(n x m)-es. Az eredeti matrix sorait beirjuk az oszlopaiba:

(A7) = Aji.

-
Lol 2 1 1 -1 2
1 0 O

=(-10 1 3
L1 2 0 1 4
2 3 4
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Miiveletek matrixokkal: transzponalas

Definicié: transzponalt.

Matrix transzponaltja mindig létezik: (m X n)-es matrix transzponaltja
(n x m)-es. Az eredeti matrix sorait beirjuk az oszlopaiba:

(A7) = Aji.

-
Lol 2 1 1 -1 2
1 0 O

7111:—1013
5 & 4 2 0 1 4
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Miiveletek matrixokkal: transzponalas

Definicié: transzponalt.

Matrix transzponaltja mindig létezik: (m X n)-es matrix transzponaltja
(n x m)-es. Az eredeti matrix sorait beirjuk az oszlopaiba:

(A7) = Aji.

-
Lol 2 1 1 -1 2
1 0 O

_111:—1013
5 o 2 0 1 4
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Miveletek matrixokkal: szorzas

0 1 2 ) (1) _21 (G111 Ci2 - —4 5
-1 2 3 9 3 _C21 C22_—757

C11:0'1+1'0+2'(—2):—4,
c2=0:2+1-(-1)+2-3=5,
C21:(—1)‘1+2'0+3'(—2)=—7,
C22:(—1)-2+2-(—1)+3'3:5.

ahol

| \

Definicio.
Ha A (k x m)-es, B pedig (m x n)-es matrix, akkor létezik az A - B szorzatuk,
amely (k x n)-es matrix. Mas esetben a szorzat nem létezik.

Ha létezik az A - B szorzatmatrix, akkor az i-edik soranak j-edik elemét a
kovetkezképpen kapjuk: Gsszeszorozzuk A i-edik soranak elemeit B j-edik
oszlopanak megfelels elemeivel majd az igy kapott szorzatokat ésszeadjuk.
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Definicid.

Legyen A (k x m)-es, B pedig (m x n)-es matrix:

dil di12 ... dim
i b11 blj bln
: b21 sz b2,,
A=|a1 an aim |, B=1 . . .
bmi ... bmj ... bmn
dkl dk2 ... dkm

Ekkor az A - B matrix (k x n)-es, i-edik soranak j-edik eleme:

m
(A-B)j = ainby + aiobaj+ -+ dimbmj = ) aie - by.
t=1
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Hatarozzuk meg az A - B matrixot, ha
1 2
(1) s

Megoldas: Id. eléadason.

[l

|
S
—= N
| =
N
~__
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Matrixok szorzasa nem kommutativ! }

o A. B létezik, de B - A nem létezik:

(1 —1)-<_11 (1)> = (-2 -1),de <_11 ‘1))-(1 —1) nem

létezik.

@ A. B és B Ais létezik, de kulonboz8 méretiiek:

(;).(—1 2)=<:; i>,de (-1 2).(;):(3)_

@ A- B és B Ais létezik, egyforma méretiiek, de mégsem egyenlék:

G2) QD=0 «0 D) 6Y)-63)
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Miyiveleti tulajdonsagok

o (A+B)+ C=A+(B+O),

o A+ B=B+A,

e (A-B)-C=A-(B-0),

0 A-(B+C)=A-B+A-Cé(B+C)-A=B-A+C-A

o (AT = A,

o (A-B)T =BT .AT.
Valahanyszor az adott egyenl6ség egyik oldala értelmezett, mindannyiszor a
masik oldal is, és ekkor a kapott két matrix megegyezik.

’

nxn g k—_A. A...
Legyen A € R™" és k € N, ekkor A* = A Adb A.
k
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Szimmetrikus matrixok

Definicid.

Az A matrix szimmetrikus, ha megegyezik a transzponaltjaval, azaz
AT = A

Megjegyzés.

Természetesen minden szimmetrikus matrix
négyzetes, azaz (n x n)-es. Az A = (ajj)nxn
négyzetes matrix féatléjat az aj1,...,ann
elemek alkotjak.

(%)
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Triangularis matrixok

Definicid.

Egy (n x n)-es matrixot triangularisnak neveziink, ha a f6atlgja alatt
(vagy felett) minden elem 0.

(felsé triangularis matrix),

(als6 triangularis matrix).

H AR W OO O0OW

N © 01 O OO 01—
W o1 OO O o1 v s
1 O OO O1wN K+~
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Diagonalis matrix

Definicid.

Az (n x n)-es A matrixot diagonalisnak neveziink, ha a féatléjan kiviili
elemek mind 0-ak (a f6atlojaban tetszéleges elemek lehetnek).
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Egységmatrix

Definicié.
Az (n x n)-es egységmatrix az a diagonalis matrix, amelynek féatléjaban
minden elem 1. Jele: E,.

L o 100
£ =(1), E2=<0 1), Es=(0 1 0
001

Az egységmatrix a matrixszorzasra nézve gy viselkedik, mint az 1 valés
szam a val6s szamok szorzasara nézve: barmely A € R™" matrix esetén

E,-A=A-E,=A
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Zéromatrix

Definicié.
Az (n x n)-es zéromatrix (vagy nullmatrix) az a matrix, amelynek minden
eleme 0. (Jel.: Z, vagy 0,.)

0
zi = (0), 22:(8 8) Z= |0
0

00
00
00

A zérématrix a szorzasra nézve gy viselkedik, mint a 0 valés szam a val6s
szamok szorzasara nézve: barmely A € R"*" matrix esetén

Zy-A=A-Z,=72,.
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Paralelogramma teriilete

Tekintsiik a sikon az (a, b) és (c, d) koordinataju helyvektorokat. Ez a két vektor
egy paralelogrammat feszit ki. Koordinatageometria segitségével belathats, hogy
ennek a paralelogrammanak a teriilete éppen |ad — bc|.

(c.d) , )
Tehat a paralelogramma teriilete a
determinans abszolutértékeként kaphaté
meg.

(0,0) (a, b)

Definicid.

a b . . e e
A (2 x 2)-es <c d) valés matrix determinansa az ad — bc valés szam.
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Determinansok

Csak négyzetes matrixoknak van determinansa. )

Az A = (ajj) € R"™" négyzetes matrix determinansa valds szam. Ennek a
szamnak a jele: det(A) vagy |A| vagy

d11 ... din

dnl ... dnpn

Az n természetes szamot a det(A) determinans rendjének nevezziik.
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Definicid.

Az (1 x 1)-es A = (a) matrix determinansa: |A| = a.

Nagyobb matrixokra a determinans definicidja rekurziv: egy (n x n)-es matrix
determinansahoz n darab ((n — 1) x (n — 1))-es matrix determinansat kell

kiszamolni.
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Aldeterminans

Definicid.

Legyen A € R"*" tetsz6leges matrix. Az |A| determinans i-edik soranak
Jj-edik eleméhez tartozé aldeterminans agy keletkezik, hogy a
determinansbdl elhagyjuk annak i-edik sorat és j-edik oszlopat. A kapott
determinans jele: Mj;.
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Definicid.

Legyen A € R"*" tetsz6leges matrix. Az

dil1 ... din
dnl ... dnpn
determinans i-edik soranak j-edik eleméhez tartozé adjungalt

aldeterminans agy keletkezik, hogy az Mj; aldeterminanst ellatjuk a
(—1)"* elsjellel:

Aj = (-1)"H M.
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Determinans els6 sora szerinti kifejtése

Definicid.

Legyen n > 2 természetes szam.
Ekkor az

a1 d12 ... din
a1 d22 ... aosp
dnl an2 ann

determinans elsd sora szerinti
kifejtése:

n n
doay (D) My =) ay Ay
=1 T =

Ayj
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Paralelepipedon térfogata

(0,0,0) (a, b, )

A paralelogramma teriiletét a sikon (2 x 2)-es matrix determinansanak
abszolutértékeként kaptuk meg. A térben az (a, b, c), (d,e,f), (g, h,i)
vektorok és az orig6 altal meghatarozott test (paralelepipedon) térfogatat
3-ad rendii determinans abszolutértéke adja meg.
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(0,0,0) (a, b, )

A determinanst agy kapjuk, hogy soraiban az origébdl kiindulé élek végponjainak
koordinatai szerepelnek. A determinans rekurziv definicigjat felhasznalva kifejtjiik
az elsé sora szerint:

e f
h i

d f
g i

d e

=3 (_1)1+1 . p "

-0

)+b.(—1)1+2.‘

+c- (-1)t3. ‘

R Q o
> o o

= aei — afth — bdi + bfg + cdh — ceg.

A paralelepipedon térfogata: V = |aei — afh — bdi + bfg + cdh — ceg|.
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Megjegyzés.

A determinans rekurziv definiciéja alapjan az (n x n)-es determinans n!
darab szorzat Gsszegeként szamithaté ki.

Vegyiik észre ugyanakkor, hogy ha a determinans elsé soraban sok a 0,
akkor az Gsszegzés joval egyszeriibb lesz.

.

.

Ezt az észerevételt felhasznalva mar egy sokkal gyorsabb médszer adédik
determinansok kiszamitasara. Ehhez azonban sziikség lesz a determinansok
néhany elemi tulajdonsagara.

.
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Determinanselméleti tételek

Determinans barmelyik sora, vagy oszlopa szerint kifejthetd

. A determinans
i-edik sora szerint kifejtése:

n n
Al =Y ay- (-1 M=) a;- Ay
j=1 j=1

A determinans j-edik oszlop szerinti kifejtése:

n
Al = Zau )My =" a;- Ay
i=1

Megjegyzés.

A két formula ,,csak” az 6sszegzés indexében kiilonbozik egymastél.
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Determinans & transzponalas

Legyen A négyzetes matrix. Ekkor

Al =]AT].

Azaz négyzetes matrixnak és transzponaltjanak a determinansa megegyezik.

1 -2

|
N
= O
N = N
I
|
—_
o
I
|
[
= O

1
1.
2

Tétel (Dualitasi elv).

Ha egy determinansokra vonatkozé igaz allitasban az ,,oszlop” és ,,sor"
szavakat kovetkezetesen felcseréljiik, akkor szintén igaz allitast kapunk.

Diszkrét matematika I. (9. el8adas) Matrixok & Determinansok



Ha egy determinans valamely soranak minden elemét megszorozzuk egy ¢
valés szammal, akkor a determinans értéke c-szeresére valtozik.

V.

2 3 5 2 3 5
7 —11 13 |=6-|7 -—11 13| =6-780.
6-17 6-19 6-23 17 19 23
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Ha egy determinans féatléja felett (alatt) minden elem nulla, azaz egy
triangularis matrix determinansa, akkor a determinans értéke a f6atljaban

év8 elemek szorzata.

V.

2 -1 2
0 7 0|=2-7-11=154.
0 0 11
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Determinans & Sorcsere

Ha egy determinans két sorat felcseréljiik, akkor értéke (—1)-szeresére
valtozik.
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Determinans = 0 — elegendé feltételek

Ha a kovetkezd feltételek koziil valamelyik teljesiil, akkor a determinans
értéke nulla:

o valamely soranak [oszlopanak] minden eleme nulla;
o valamely két sora [oszlopa] azonos;

o valamely két sora [oszlopa] aranyos.

’

0 00 3 1 4 3 1 4
31 4=314=|-9 -3 -12/=0
1 59 1 59 1 5 9
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,,Nullazas”

A determinans értéke nem valtozik, ha valamely sorahoz egy masik sor
c-szeresét hozzaadjuk.

A Dualitasi elv értelmében a fenti tétel oszlopokra is igaz. Az el6z8 tételt
felhasznalva barmely determinans barmely sora, vagy oszlopa ,,kinullazhats”
vagyis elérhetd, hogy benne legfeljebb egy 0-t6l kiilonb6z6 elem maradjon.

4

Példa.

Nullazzuk ki a determinans 3. oszlopat a 3. eleme, az 1 segitségével, majd
fejtsiik ki a determinanst:

1 -1 2
2 -1 3
1 1 1
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Példa. (folyt.)

El8szor vonjuk ki a 2. sorbél a 3. sor 3-szorosat:

1 -1 2 1 -1 2
2 -1 3|=|-1 -4 0,
1 1 1 1 1 1

majd az 1. sorbél vonjuk ki a 3. sor 2-szeresét:

1 -1 2 |-1 =30
~1 —4 0|=|-1 -4 0.

Ezutan a determinanst kifejthetjiik az utolsé oszlopa szerint:

-1 -3 0 s
-1 -4 0 :0+0+1-(—1):“+3-‘_1 _4‘:1.
1 1 1
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Determinansok szorzastétele

Tétel.

Ha A és B azonos méretii négyzetes matrixok, akkor:

|AB| = |A[ - B,

azaz azonos méretii négyzetes matrixok szorzatanak determinansa a
determinansaik szorzataval egyezik meg.
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Feladat.
Hatarozzuk meg az alabbi determinans értékét.

1
0 —2|.
1

N = N

Megoldas: Id. el6adason.
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E-teszt: Polinomok, Matrixok (2. fel.)

Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak, ha
-1 3 -1 2 1 3 2
A‘(z —2)’ B‘(—z —2)’ C_(s 5 3)'
o A CT - A matrix elemeinek sszege 13.
—7

15 9
CT-A=[3 5 (_21 _32): 7 -1
2 3 4 0

Az elemek Gsszege 12, igy az allitas hamis.
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Déntse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak, ha

-1 3 -1 2 13 2
A‘(z —2)’B_<—2 —2>’C_(5 5 3)'

o Az A? matrixnak eleme a 7.

GG S G

igy igaz az allitas.

10

).

Diszkrét matematika I. (9. el8adas) Matrixok & Determinansok



Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak, ha
-1 3 -1 2 1 3 2
A‘(z —2)’ B‘(—z —2)’ C_(5 5 3)'
o A 2B + AT matrix elemeinek 6sszege —3.

r (2 4 1 2\ (-3 6
28+ A _(—4 4) T3 2/ (1 =6

elemeinek Gsszege —4, az allitas hamis.

Diszkrét matematika I. (9. el8adas) Matrixok & Determinansok



E-teszt: Determinans, sajatérték, inverz (1. fel.)

Dontse el, hogy a determinansokra vonatkozé alabbi allitasok kéziil melyek
az igazak, illetve hamisak.

0 -2 -1
o0 3 0]|< ‘
1 -3 0

o Av; =(2,6,4), o =(—1,0,4), v3 =(0,0,4) helyvektorok altal
meghatarozott paralelepipedon térfogata 23.

4 -2
5 3/

3 0 -7
e |—2 —6 —5|>-23.
0 -5 -7
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0 -2 -1
e |0 3 0
1 -3 0
@ Az elsé oszlo
0 -2 -1
0 3 0
1 -3 0
4
5 3

b ‘

4
5

3

pa szerint kifejtve

=0+0+1-(-1)31. |,

_2’ = 22, igy igaz az allitas.
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o Av; =(2,6,4), v» =(—1,0,4), v3 = (0,0,4) helyvektorok altal
meghatarozott paralelepipedon térfogata 23.
@ A paralelepipedon térfogata a vektorokbél eléallitott 3-ad rendi

determinans abszolatértéke. A determinanst az utolsé sora szerint
2 6 4 5 6

kifejtve: |[—1 0 4| =040+4-(—1)3+3. S
0 0 4
hamis az allitas.

= 24, tehat
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3 0 -7
e |—2 —6 —5|>-23.
0 -5 -7
3 0 -7
@ A determinans az els6 sora szerint kifejtve: |—2 —6 —5| =
0 -5 —7
-6 -5 -2 -6
(1141, 7). (_1)1+3. — 10> _
3-(-1) 5 _7'—1—0—1—( 7)-(-1) 0 _5‘ 19 > —23,
igy igaz az allitas. )
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