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Komplex szamok hatvanyozasa

Az el6z6 el6adas soran lattuk, hogy a trigonometrikus alakban megadott
z =r(cosp + i sinp) és u = s(costy + i sinp) nemnulla komplex szamok esetén
a szorzat:

zu = rs(cos(p + ) + i sin(p + ),

tovabba

z7t= % = %(cos(—go) + isin(—)).

Igy adédik a hatvanyozasra a kdvetkezé tétel.

Tétel (Moivre-képlet).

Ha n egész szam és z = r(cos ¢ + i sin @) trigonometrikus alakban
megadott nemnulla komplex szam, akkor

z" = r"(cos np + i sin ny).
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Példa

Kiszamoljuk a z = —1 + i komplex szam 30-adik hatvanyat.
A z komplex szam trigonometrikus alakjahoz meg kell hataroznunk z
abszolut értékét (r) és az argumentumat (). Az abszolut értéke:

|z| = r = /(-1)2 + 12 = \/2. A z komplex szam a 2. siknegyedben
helyezkedik el a komplex szamsikon, a valés és képzetes rész abszolit
értéke megegyezik, igy ¢ = 37“. Tehat z = /2 (cos 2Tt fsin 3—”) és

(-1 + )30 = (\@ <cos ?ij + isin 37r>>30

4

_/2® <cos (30 3t ) + isin <30-3Z>>
_ls (cos (2277 + 5) + isin (227T + %))

=215 (cosg + isin g) =215,

|

FONTOS, hogy 227 azért hagyhaté el, mert m-nek PAROS t&bbszorose.
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Hatarozzuk meg a z = —/3 — i komplex szam 10. hatvanyat kanonikus
alakban.

Megoldas: Id. el6adason.
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Gyokvonas komplex szamokbdl

Definicid.

Tetsz6leges n pozitiv egész szam és u € C esetén azt mondjuk, hogy a z
komplex szam n-edik gyoke u-nak, ha z" = u.

Minden nemnulla komplex szamnak pontosan n kiilonbdz8 n-edik gyoke
van. Az u = r(cos + isin ¢) trigonometrikus alakban megadott komplex
szam n-edik gyodkei:

2k 2k
{VTJz{/F(COSLnW+isinLnW> (k=0,1,...,n—1).
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Keressiik az u komplex szam n-edik gyokeit z = s (cos + isin)) alakban.
A Moivre-képlet szerint

r(cosp +ising) =u=2z"=s"(cosmp + isinmp).

Az abszolat értékeket dsszehasonlitva: s = /r (ami most egy pozitiv valés
szamot jelol!). Az argumentumok egybevetésébdl: ny) = ¢ + 2k, azaz
@ = £t _ @ 4 2kn () ¢ 7). Ez azonban pontosan n kiilonb6z6

n
forgasszoget (argumentumot) ad k = 0,1,...,n — 1 esetén. O
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Meghatarozzuk /i értékeit. Az i komplex szam a képzetes egység,
abszolut értéke r = 1, és a képzetes tengely pozitiv felén talalhato, igy
argumentuma ¢ = 7. A trigonometrikus alak i = cos 5 + isin 7, tehat az
r=1,¢ =75 és n= 3 szereposztassal alkalmazhatjuk a fenti képletet.

T4+0 Z+0 1
k=0: coszzﬂ—l—isinz—gﬂ :cos%—kisin% :?—kii
T4+2 T+2 1
k=1: cos=2 7T+isin2—;7r :cost%r+isin5?7r :—\/75+§i
T4 T4
k=2 cos 2 + isin 22 T :cos%r—i—isin%r = —i
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Feladat.
Hatarozzuk meg a z = —27 komplex szam 3. gydkeit kanonikus alakban.

Megoldas: Id. eléadason.
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Gyokvonas kanonikus alakban

Az el6z6 el6adason belattuk, hogy a z? = u egyenlet tetszélegesen adott u

komplex szam esetén megoldhaté, azaz /u kanonikus alakban szamolva is
meghatarozhaté.

o A z? = —5 egyenlet megoldasaval az el6z6 el6adason megkaptuk,
hogy v/—5 = +/5i.

o A z? = —9 4 12/ egyenletet megoldottuk az el6z6 elsadason tgy, hogy
egy masodfokira visszavezethetd negyedfoki egyenletet oldottunk
meg a valés szamok halmazan, és megkaptuk, hogy

V=9 + 12/ = +/3 + 2V/3i.

Ha a négyzetgydkvonasra hasznalt eljarast kétszer egymas utan
alkalmazzuk, akkor +/u is meghatarozhat6 kanonikus alakban szamolva.
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Megjegyzés.

A z komplex szam n-edik gyokei egy szabalyos n-széget alkotnak, amelynek
kozéppontja az origé. Példaul, a z =1 + 2/ komplex szam 6tédik gydkei
(uo, - -, ua):

2] z=1+2i=+/5(cosp + isiny)

u1
RS arg(uo) = £
e o
\ ) —» U
\\ /ll
\ /
\ /
/
wd LNy,
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Egységgyokok és primitiv egységgyokok

Definicié.
Az ¢ komplex szamot n-edik egységgyoknek nevezziik, ha " = 1.

Az n-edik egységgydkok (n € N) éppen az

2km

n 2k ..
5£):cosTﬂ—|—/sm (k=0,1,...,n—1)

komplex szamok. Ezek paronként kiilonbdznek, azaz pontosan n darab van
bel&liik.

Definicid.

| A\

A tételben szerepl6 5&") pozitiv egész kitevés hatvanyaiként akkor és csak
akkor kapjuk meg az 6sszes n-edik egységgyokot, ha k és n relativ prim. Az
ilyen n-edik egységgyckoket primitiv n-edik egységgyokoknek nevezziik.
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Példa.

Meghatarozzuk a harmadik komplex egységgyokoket. A fenti képletet
n = 3 esetén alkalmazva:

k=0: 55)3)—coso?—i—/sm0?7r =1

R TR S S SE Y
k=1: g —cos3-i-/sm3 = 2+ 5!
o @ A A 1 VB
k=2: & —c053+15|n3 = 3 21

Mivel 1 és 3, illetve 2 és 3 is relativ primek, ezért a primitiv 3-adik

() = %—i—éi, 5&3) :—1—\/—§i.

kok:
egységgyokok: ] > > >
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Megjegyzés.
Az n-edik egységgyokok egy szabalyos n-szdget alkotnak a komplex
szamsikon, amelynek koriilirt kore az origé kdzéppontia egységkor, és egyik

csicsa sg") = 1,

Komplex szamok (2.), Polinomok
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Példa.

A negyedik és a hatodik egységgyokok:

[ . p
' —3+ Pip— }i i
0
-1 1 /
_1 | &1 V3
¥ | 27 2

Az 1 és 4, illetve a 3 és 4 egészek relativ primek, igy a primitiv negyedik
egységgyokok &‘(14) =1iés 5&4) = —I.
Az 1 és 6, illetve az 5 és 6 egészek relativ primek, igy a primitiv hatodik

egységgyokok: 656) = % + i‘/Tg és el — % — i‘/Tg.
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Egy nemnulla komplex szdm 6sszes n-edik gyokét megkapjuk, ha egy
rogzitett n-edik gyokét megszorozzuk sorra az n-edik egységgyokokkel. Ha
ug = z # 0, akkor a z komplex szam n-edik gyckei:

\’VE:uoeg(") (k=0,1,...,n—1).

.

3 1
Lattuk, hogy v/i = —i, :l:% + Ei' A harom kobgydk koziil a ,,legszebb”
up = —i (erre akar szamolas nélkiil is ra is lehetett volna érezni). Ebbdl
megkaphatjuk a tobbit a harmadik egységgydkok ismeretében:
—i- 603 = —i-1 = —i,
1 3 1
2 2 2 2
e <_l _ ﬁ,-) _ V31
2 2" 2') T "2 3"

\.
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Példa.

Abrazoljuk /—27 értékeit a Gauss-sikon.
A z = —27 komplex szam abszolut értéke r = | — 27| = 27, és /27 = /3.
A —27 komplex szam a Gauss-sikon a valds tengely negativ felén talalhato,
igy argumentuma ¢ = 7. Egyik hatodik gyoke

up =3 (cosT +isinf) = \/§(‘/7§ +3n=3+ i?. Ezt megszorozva a
6-odik egységgyokokkel adodnak —27 hatodik gyokei:

V3i
—2 4y / oy
U
1
_3 _ V3, 3 _ V3
2 2 2 2
—\3i
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Polinomok

Definicié.
Legyen T szamtest és x hatarozatlan. Tetsz6leges n nemnegativ egész
szam és ag, a1, ...,an € T elemek esetén az

anx" 4+ ap_1x" 1+ +aix+ ag (1)

(formalis) Gsszeget (T feletti x hatarozatlana) polinomnak nevezziik, ha
an#0vagyn=0¢és a,=0. Az ag,a1,...,a, € T elemek az (1) polinom
egyiitthatéi. Ha a, # 0, akkor n-et a polinom fokszamanak nevezziik.
Ha n =0 és a, = 0, akkor nullapolinomrél/zéruspolinomrél beszéliink,
amelynek nem tulajdonitunk fokszamot.

A T szamtest feletti x hatarozatlana polinomok halmazat T[x] jeldli. Az x
hatarozatlan helyett mas hatarozatlant is hasznalhatunk, pl. C[z].
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Definicid.

Legyen f = a,x" + ap_1x" 14 .. 4 a1x+aga T szamtest feletti
polinom. Tetszéleges ¢ € T esetén az f polinom c helyen vett

helyettesitési értékén az f(c) def. G @0 A g @0 b e e e gy
(T-beli) értéket értjikk. Az f polinomhoz tartozé polinomfiiggvény a

T—T, c— f(c)

leképezés.

Definicié.
A c € T elem gyGke (mas széval zérushelye) az f € T[x] polinomnak, ha
f(c)=0.

Tétel (Bézout-tétel).
Az f € T[x] polinomnak pontosan akkor gydke a ¢ € T elem, ha
f = (x — ¢)g teljesiil, valamely g € T[x] polinomra.
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Polinomok t6bbsz6ros gyokei

Példa.

Az f = x3 — 3x + 2 € R[x] polinom gydke az 1, mert

f(1) =13—3-14+2=0. Tovabba, f = x> —3x+2 = (x—1)(x> +x —2).
Sot, f=x3—-3x+2=(x—1)(x*+x—2),de12+1-2=0, azaz 1
gydke az x? + x — 2 polinomnak is: x2 +x —2 = (x — 1)(x +2). Igy
kapjuk, hogy f = x3 — 3x + 2 = (x — 1)?(x + 2). Ekkor azt szoktuk
mondani, hogy az 1 szam kétszeres gyoke f-nek.

Definicid.

Az f € T[x] polinomnak a ¢ € T szam k-szoros gyoke, ha
f = (x — c)kg, és c nem gydke g-nek. A k € N szamot a c gydk
multiplicitasanak nevezziik.
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Definicio.
Az f = apx" + -+ + a1x + ag € T[x] polinom gyoktényezgs felbontasan
az f = ap(x — a)(x — &) ...(x — ¢cp) szorzatot értjiik, ahol a ¢; € T
(i=1,...,n) elemek az f polinom gyokei.

Megjegyzés.
Az f € R[x] polinomoknak nem mindig létezik gydktényezés felbontasa a
valés szamtest felett, példaul az f = x?> + x + 1 € R[x] polinomnak nincsen
valés gyoke, igy nem bonthaté elséfoki valés egyiitthatés polinomok
szorzatara. (A diszkriminans negativ: D =12 —4.1.1= -3))
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A korabbi példaban szerepls f = x> — 3x + 2(= (x — 1)?(x + 2)) € R[x]
polinom gyoktényzss felbontasa:

F= Bt 2= (e Dx— D(x— (-2).

Az f polinomnak 1 kétszeres gyoke, —2 pedig egyszeres gyoke.

Mindig igaz, hogy az (x — ¢) tényezd pontosan annyiszor lép fel az f
polinom gydktényezss felbontasaban, ahanyszoros gyoke ¢ az f polinomnak.)
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A Klasszikus Algebra Alaptétele

Tétel (A Klasszikus Algebra Alaptétele).

Minden legalabb elséfoki, komplex szamtest feletti polinomnak van gyoke a
komplex szamtestben.

| A\

Kovetkezmény.
Ha f = apx" 4 -+ + a1x + ap € C[x] (a, # 0), akkor multiplicitassal
szamolva, n darab gydke van. Ha f komplex gydkei ci,...,c, € C, akkor f

gyoktényezds felbontasa: f = ap(x —c1)...(x — cp).

Megjegyzés.

| A\

Mivel R C C, igy természetesen az n-edfokd valés egylitthatés polinomokra
is teljesiil, hogy n gyokiik van C-ben.
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Meghatarozzuk az f = z% + (=1 + 2i)z + 1 + 5i € C[z] masodfoka
polinom gydkeit, és megadjuk a gydktényezds febontasat.

A gyokok meghatarozasahoz az z2 + (—1 + 2i)z + 1 + 5i = 0 masodfoka
egyenletet kell megoldani. Hasznalhaté a jél ismert megoldoképlet. A
diszkriminans:

D=(-1+2i)2—4(1+5i)=(1—4i—4)—4—20i =—7—24i. (A
diszkriminans négyzetgydke hasonléan szamolhat6 kanonikus alakban, mint
a 7. el6adas 12-13. dijan.)

Az f polinom gyokei (a megoldoképlet segitségével):

 —(—142) /T —28i  1-2i+(3—4)

212 = 2 2 )

tehat z; =2 — 3/ és zo = —1 + i. A gyoktényezés felbontasa f-nek:

F=1-(z—(2-3))(z—(~1+1)).
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Mig valés szamtest feletti polinomhoz tartozé polinomfiiggvény grafikonjat abrazolni
tudjuk a (kézonséges) sikon, Descartes-féle koordinatarendszerben, addig a komplex
szamok feletti polinomok esetén ezt (még) nem tudjuk megtenni. Mivel a komplex
szamokat a komplex szadmsikon abrazoljuk, az f € C[z] polinomhoz tartozé

polinomfiiggvény abrazolasanal a sik pontjaihoz kell a sik pontjait hozzarendelni. (Ez

pedig mar tdbb, mint harom dimenzié.) A polinomfiiggvény szerencsére szemléltethets.

Komplex polinom
(p=iz® + (4 +2i)2* +322 + 2+ i)
szemléltetése:
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Szemléltessiik a p = z3 — 1 € C[z] polinomhoz tartozé polinomfiiggvényt.

2

-2 -1 0 1 2

A p polinom gydkei (azaz a z3 — 1 = 0 egyenlet megoldasai), a v/1 értékei,

tehat a harmadik komplex egységgyokok: 1, —% + ?i, —% — @i.

Diszkrét matematika I. (8. el8adas) Komplex szamok (2.), Polinomok



Abrazoljuk a szinkép segitségével az f = 28 — 1 € C[z] polinomhoz tartozé
polinomfiiggvényt.

2

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Ennek a polinomnak a gydkei (azaz a z% — 1 = 0 egyenlet megoldasai), a
/1 értékei, tehat a 6-odik komplex egységgydksk: +1, 3 +¥3j, —1+ 3]
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Polinomok, melyek gyokeit meg tudjuk hatarozni

o Tetszélegesen adott u € C komplex szam esetén meg tudjuk adni az
v/u értékeit a gydkvonasra adott képlet segitségével, igy az f = z" — u
polinom gyodkeit meg tudjuk hatarozni.

o Tovabba, ha a polinomunk masodfokd, vagy masodfokira
visszavezethets, akkor alkalmazhatjuk a masodfoki egyenlet
megoldoképletét.
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o Megadjuk az f = x3 — i polinom gyoktényezés felbontasat,
felhasznalva azt, hogy korabban meghataroztuk /i értékeit:

el (P9)(-(4:1)

o Az f = x> + x + 1 polinomnak a valés szamok felett nincs
gyoktényezds felbontasa, mert az f(x) = 0 egyenlet diszkriminansa
—3, de komplex gydkei vannak: +/—3 = £+/3i, igy a gydktényezés
felbontasa C felett:

(-2 2)
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Feladat

Hatarozzuk meg az f = 3x° 4 3x3 — 18x polinom gydktényezés felbontasat
C felett.

|

Megoldas: Szorzatta alakitjuk a polinomot

f=3x5+3x3—18x
= 3x(x* + x*> — 6) = 3x(x? — 2)(x*> +3)
= 3x(x — V2)(x + V2)(x — V3i)(x + V/3i).

Tehat £ gyokei: 0, /2 és ++/3i.
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Valés egyiitthatés polinomok komplex gyokei

Ha f € R[x] és ¢ komplex szam gydke az f valds egyiitthatés polinomnak,
akkor € is gyoke a polinomnak.

Az el6z6 eléadason lattuk, hogy tetszéleges u, v € C szamok esetén
U+ v=TU+Véstu-v==u-V, valamint azt, hogy a valés egyiitthaték
konjugaltja Gnmaga, azt kapjuk, hogy f(€) = f(c) =0 = 0, azaz, ha ¢
gyoke a polinomnak, akkor € is gyoke f-nek. O
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Az alabbi képen lathaté az

1, 1, 245 2, 16
52+3z 3z—|—32—|—32
komplex polinom szinképe, a polinom

egylitthatéi valésak. Jél
megfigyelheték a konjugalt
gyokparok.

Kovetkezmény.

Ha az f € R[x] polinom foka paratlan, akkor az el6z& tétel kdvetkeztében
f-nek van valés gyodke.
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A dolgozatban NEM fognak szerepelni szinképekkel kapcsolatos feladatok,
a szinképek csak a szemléltetést szolgaljak, és a megértést segitik.

o

@ Hogyan nézhet ki a z3 szinképe? A s
0-bdl hany iranyba , sugaroznak” a
szinek? 2

@ Mit jelenthet az, hogy a szinképen
vannak olyan zérushelyek, ahonnan 0
a szinek tobb iranyba ,,sugaroznak’?

@ Hanyadfokd lehet a szinképhez
tartozé polinom?

@ Valés egyiitthatés ez a polinom?
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Lagrange-féle interpolaciés polinom

Tétel (Lagrange-féle interpolacio).

Legyen T szamtest, cg, c1, ..., C, paronként kiilonbdzs T-beli elemek,
valamint dp, d1,...,d, € T. Ekkor létezik egy és csakis egy legfeljebb
n-edfokid L € T|[x] polinom, amelyre

L(co) = do, L(c1) =dh, ..., L(cn) = dn.

Ez az L polinom a kdvetkezé:

n

L:Z((X_C0)~~(X_Ci—1)(X—Ci+1)...(X—C,,)

P Ci — Co) e (C,' — C,'_1)(C,' — C,'+1) e (C,' — Cn) ek
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Megjegyzés.

Az L polinomot a ¢, ..., c, alappontokhoz tartozé Lagrange-féle
interpolaciés polinomnak nevezzitk. Ha T = R, akkor az L altal
meghatarozott polinomfiiggvény grafikonja atmegy a

(co, do), (c1,d1),- .., (cn,dn) pontokon.
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A Lagrange-féle interpolaciés tétel bizonyitasa

(Csak a létezést bizonyitjuk.) Legyen Ly (0 < k < n) az a T|[x]-beli
polinom, amelyre Ly (cx) =1 és Li(cj) =0 (j # k). llyen polinom
megadhato:

L= (x—co)...(x —ck—1)(Xx — ckt1) - .- (x — cn)
K (ck —co)---(ck —cko1)(ck — cka1)---(ck — cn)

Most mar L is adédik:

L=dy-Lo+...+d,- Ly,

és latszik, hogy ez a polinom legfeljebb n-edfoka. O

A Lagrange-féle interpolaciés polinom meghatarozasa szerepel az elektronikus
tesztekben, igy az el6adasban az , Elektronikus teszt” résznél talalhat6 példa.
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E-teszt: Komplex szamok (2. fel.)

Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak
(1 pont jar, ha mind a harom valasz helyes).

o Ha z = —2 + 5i, akkor |z| = v/29.

- +%i:c051200+isin 120°.
-5
° (—%-I-\/Tgi) :—%"'\/Tgi'
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@ Ha z = —2 + 5/, akkor |z| = v/29. Az allitas igaz, mert
|z| = /(—2)? + 5% = v/29.

° —‘/75 + %i = c0s 120° + isin 120°. Mivel a valds rész negativ, a
képzetes pedig pozitiv, igy a a komplex szdm a 2. negyedben van a
Gauss-sikon, de cos 120° = ——, |gy hamis az allitas. A 2. negyedben

cos 150° = —\/75, tehat —i + 2/ = cos 150° + /sin 150°.
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° (—5 % ) = —% + \/Tgi. A —% ‘2[/ komplex szam abszolat

értéke 1, argumentuma ¢ = 2—“, tehat

-5
. -5
(—%—i—‘/?g/) = (cos 27r+/sm 23”) = cos 1O”Jr/sm 10” =

2r _ 1 V3 o —10r __ —12x 2_7r__ 27
cosT—l—lsm3 —2+21,m|vel—3 ==5"+9 =—-4r+ 5.
Tehat az allitas igaz.

1 V3

Masodik megoldas: ¢ = —5 + 5%/ harmadik komplex egységgyok,
igy e3=1. Tehat e ® =% = (3) 2% =e.
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E-teszt: Polinomok, matrixok (1. fel.)

A (—1,1),(—2,4),(—3,—7) pontokra illeszkeds L Lagrange-polinom esetén
L(—=5) = —

A Lagrange-féle interpolaciés polinom a kdvetkezd tagokbdl all:

(=) _1 o,

SR ) I AR
= (D)= (-3) o
S ey e B A G )
(D=2 _1 .,

S ) [ ) B G

Tehat LZl-L0+4~L1+(—7)~L2: —7X2—24X—16, igy
L(—5) = —71, tehat az allitas igaz.
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