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Régi banatunk, hogy a negativ szamokbdl nem tudunk négyzetgyokot
vonni. Hasonlé ,banatok” vezettek a szamfogalom fejl8déséhez.

A természetes szamok N esetén nem lehetett osztani — bevezették a
pozitiv racionalis szamokat. Nem lehetett kivonni — Q.
Nem lehetett mérni (pl. az egységnégyzet atlgjat) — R.

Ez mindig a permanencia elv szerint tortént, ez azt jelenti, hogy pl.
Q C R, és két racionalis szdmra a miveleteket ugyanugy kell végrehajtani
Q-ban, mint R-ben.

Az, hogy nem lehet egy miiveletet elvégezni, példaul az egyenletek
megoldasakor okozhat nehézséget. Lehetséges, hogy a megoldas (mint
érték) a sziikebb szamkérben van, de a megoldasi folyamat kivezet onnan.
Példaul attdl, hogy menet koézben tortek lépnek fel, a végeredmény lehet
természetes szam.
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A Komplex szamok

A val6s szamokat a szamegyenes pontjaival szemléltetjiilk. A most
bevezetend komplex szamokat, amelyek halmazat C fogja jeldlni, pedig a
sik pontjaival fogjuk szemléltetni. (Ez az an. komplex szamsik vagy
Gauss-féle szamsik. )

Definicid.

A komplex szamok halmaza C =R x R. De a z = (a, b) € C helyett azt
irjuk, hogy z = a+ bi. Tehat az a + bi lényegében egy rendezett part jeldl,
amelynek elsé komponense a z komplex szam an. valds része. Az i
egyiitthat6ja a masodik komponens, amelyet a komplex szam képzetes
részének neveziink. Az i egyel6re csak egy szimbélum, a képzetes egység. )

A z komplex szam valds részét Re (z), képzetes részét Im (z) jeldli. Ha
z = a+ bi, akkor Re(z) = a és Im(z) = b.
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Kanonikus alak

Definicié: kanonikus alak.

Az a + bi jeldlés a komplex szam kanonikus alakja. Mivel ez az (a, b)-t
jeldli, a koordinatasikon (amelyet mostantél a komplex szamsiknak
neveziink) ez a komplex szam az (a, b) koordinatakkal megadott pontnak
felel meg.

o Két komplex szam pontosan akkor egyenld, ha val6s és képzetes
részeik is megegyeznek, azaz

a1+ bii=a+byi<= a;=aés by = b

(31, ax, b1, by € R).
o A z komplex szam pontosan akkor valés, ha Im (z) = 0.
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Definicid.

o A valés szamok a valés tengelyen helyezkednek el.

o A z komplex szam tisztan képzetes, ha Re(z) = 0. A tisztan
képzetes komplex szamok a képzetes tengelyen helyezkednek el.

@ Az j komplex szdm a képzetes egység vagy imaginarius egység.

Im 1

bi

\_— képzetes tengely

(a,b) =a+ bi

valds tengely
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Definicié: (komplex) konjugalt.

A z = a+ bi komplex szam konjugaltjan a
Z=a+ bi = a+ (—b)i = a— bi komplex szamot értjiik, tehat a
konjugalas nem mas, mint a valds tengelyre valé tiikrozés.

Im A
. z=1(a,b) =a+bi
bit+-— .
l.”
i a Rg
—Bi e . ) ]
Z=(a,—b)=a+ (—b)i=a—bi
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Szamolas kanonikus alakban (1.)

Megjegyzés.

A kifejezésekkel valé szokasos szamolasi szabalyok (asszociativités
kommutativitas és disztributivitas) mellett még az i> = —1 szabalyt fogjuk
alkalmazni.

Osszeadas:

(a1 + b1i) + (a2 + bai) = (a1 + a2) + (b1 + b2)i,

Szorzas:

(a1 + b1i) - (a2 + boi) = a1ar + arboi + aobii + biby _i°
1
= (a1a2 — b1by) + (a1ba + a2b1)i.
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Szamolas kanonikus alakban (2.)

Mivel az i a —1 négyzetgydke, az osztasnal a gydktelenitésnél is hasznalt lépést hajtjuk végre.

Megjegyzés.
Reciprok: Legyen z = a+ bi #0 (a, b € R). Ekkor

1
z

z a— bi a— bi a— bi

z-z (a+bi)a—bi) a?—b22 22+ p?

243/ 2+43i 1—-4i 2-1272-8i+3/ 14-5 14 5

1+4i 1+4i 1—4i 12 + 42 T 17 17 17"
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Komplex szamtest

Megjegyzés.

Azokat a szamhalmazokat, ahol elvégezhets a négy alapmiivelet
(Gsszeadas, kivonas, szorzas, osztas), és érvényesek ra a szokasos
tulajdonsagok (Gsszeadas, szorzas: asszociativ, kommutativ, szorzas
disztributiv az dsszeadasra vonatkozéan) szamtesteknek nevezziik.
Szamtest példaul Q és R, valamint C is szamtest. (Az egész szamok
halmaza nem szamtest, mert az osztas kivezet a halmazbdl.)
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Definicié.
A z=a+ bi (a, b € R) komplex szam abszolat értékén a

|z| = Va2 + b?

nemnegativ val6s szamot értjitk. Ez a komplex szamsikon z origétél valé
tavolsaga.

v

Legyen u,v,z € C, z # 0. Ekkor

(1) u+v=1+V, 2 uv=u-v

(3) T=u (4) T <~ uG]R,
(5) u+u=2Re(u), (6) [@ I | E

(7) |ul = x/_, (8) [uv] = lul-|v],

(9) 1/z=2/lz]%, (10) u+ v| < uf +|v].
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Tetsz6legesen adott u = a+ bi (a, b € R) komplex szam esetén a z° = u

egyenlet mindig megoldhaté a komplex szamok kdrében.

A z komplex szamot kanonikus alakban keressiik, legyen z = x + yi
(x,y € R). Ekkor

(x +yi)? = a+ bi <= (x> = y?) + (2xy)i = a+ bi
— x> —y?=a&2xy =b.

x == ”—V‘;erbZE]Résy:%eR. O
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Megadjuk a z2 = —9 + 12/ egyenlet megoldasat kanonikus alakban. Legyen
z=x+yi (x,y € R). Az elbbiek szerint

X2 —y? =9 & 2xy = 12.

Mivel x, y # 0, ezért y = 8 Visszahelyettesitve az 1. egyenletbe:
x? — 36 = —9, majd x>-tel beszorozva és atrendezve:
(x?)? -|—9x —36 = 0. Ekkor

o 9+ VB4 36 _ 9+ V225 _ —9+15

2 - 2 == =3

gy x =43 ésy = j:\% = %g = +2+/3. Az egyenlet megoldasai:

71 = V34 2V3i és zp = —/3 — 2V/3i.

Ha z2 = —5, akkor z = /=5, igy z = +/5i.
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2— i)
Adjuk meg a ﬁ tortet kanonikus alakban.
(2 —i)? 4—4i—1 34

1+ 1+3i+3°2+P3 1+3i—3—i
3—4i  (3—4i)(—2—2i)
—2+2i  (=2+2i)(-2-2i)
—6—6i+8 -8 —14+2i

22 422 8

7. L
= —=+ -1
44
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Komplex szam trigonometrikus alakja

Definicié: argumentum.

A z #£ 0 komplex szdm argumentuma az a forgasszog, amelyet a valds
tengely pozitiv részével a helyvektora bezar. Az abran . (Ez 27 egész
szam( tobbszoroseinek erejéig egyértelmiien meghatarozott.)

Im4  képzetes tengely

z=1(a,b) =a+bi

bit L
pozitiv
valds tengely
Lt *
\(p \“ ¥ N
1 a Re
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Im4 — képzetes tengely

z=1(a,b) =a+bi

bit 2
yi)ozmv //\'l»\
valos tengely ( b
T *
\(p v A
1 a Re a

Az abrardl leolvashaté, hogy z = a+ bi = rcos p + (rsing)i.
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Definicié: trigonometrikus alak.

Ha a z # 0 komplex szam argumentuma ¢ és az abszolat értéke r(= |z|),
akkor z = r(cos ¢ + i siny) a komplex szam trigonometrikus alakja.

Megjegyzés.

A 0 komplex szamnak nincs trigonometrikus alakja.

Megjegyzés.
Ha z=a+ bi € C és z # 0, melynek trigonometrikus alakja
z = r(cos ¢ + isin ¢) akkor

o z ( a N b i)
z=lz|- = =r i,
2| vaZ+ b2 a2+ b2

_ a Ac o _ b
aZaz CoS Y = W €s sin p = Vi
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Trigonometrikus alak meghatérozasa

CUER
o Legyen z=1+i. Ekkor r = |z] = V12 + 12 = /2 &s

Y ——

Tehat z = /2 <cos% + isin %)

s
2 .

o Legyen z =1 ++/3i. Ekkor r = |z| = /12 + (v/3)2 = 2, és

1 3
z:2-(§+§i> =2(cosp + isinp) = gpz%.

Tehat z =2 <cos% + /sin %)
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Komplex szam exponencialis alakja

Definicié: komplex szam exponencialis alakja.

Ha a z # 0 komplex szdm argumentuma ¢ és abszolut értéke r, akkor
z = re®" a z komplex szam exponencialis alakja.

Példa

Az el6z6 példaban meghataroztuk a 1+ i és a 1 + /3i komplex szamok
trigonometrikus alakjat (tehat ismerjik az abszolit értékeiket és az
argumentumaikat), igy az exponencialis alak kdnnyen felirhaté:

° 1+i:\/§<cos—+lsm—) \/_e4

o 1+3i—2 (cos§+isin §) — 2¢5i,

N
| A\

Diszkrét matematika I. (7. el8adas) Komplex szamok (1.) 20/29



Megjegyzés.

Mivel a trigonometrikus és az exponencialis alakot is a komplex szam
argumentuma és abszolat értéke hatarozza meg, igy azok az allitasok,
amelyeket az egyik alakra megfogalmazunk, a masikra is érvényesek.
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Szamolas trig. és exp. alakban

Ha z = r(cos ¢ + isin ) és w = s(cos ) + i sin1) nemnulla komplex
szamok (r,s > 0 valds szamok, és ¢, 1) € R), akkor

Z = r(cos(—p) + isin(—yp)) =re
z-w = rs(cos(p + ¥) + isin(¢ + ) — rsellP+¥)
= = Lcos(—) + isin(-v) e,

2 — L{cos(ip — ) + isin(y — ), = Leitew),
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(Csak a trig. alakbeli szorzasra vonatkozé formulat bizonyitjuk.) Az
addiciés tételeket lehet felhasznalni:

z-w = r(cosg + isinp) - s(costp + isin))
= (rs)((cos p costp — sinpsin) + (cos psin ) + sin pcos)) - i)
= (rs)(cos(p + 1) + isin(p + ).
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Megjegyzés (A trigonometrikus alak és a geometria).

A szorzat trigonometrikus alakjara vonatkozé képletbdl adédik, hogy
rogzitett v = cos) + isin) egységnyi abszolat értéki komplex szam
esetén a z — z - v leképezés nem mas, mint az origd korili 1) szdgii

forgatas a komplex szamsikon.

z=r(cos@ +ising)

v = costP + isiny
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Példa.

Kiszamitjuk ugyanazt a tortet trigonometrikus és kanonikus alakban is.
Felhasznaljuk, hogy a szamlalé és a nevezd trigonometrikus alakjat egy
korabbi példaban megadtuk.

1+/3i 2(cos i sin T o
VI A Eriang) 2 (oos(5— ) +isin (5 3)) =

P

= V2 (cos & + i sin 75)

1+V3i  1++/3i 1—i_1+\/§—i+\/§i_\/§+1+\/§—ll_
1+i 147 1-i 12+12 2 2

A két alakot Gsszehasonlitva kapjuk, hogy

7r_\/§—|—1 ) 7T V3-1

-— —F— €S SiIN — = ———.
12 2.2 12 2V/2

COSs
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E-tesz: Komplex szamok (1. feladat)

Dontse el, hogy az alabbi allitasok igazak-e, ha
z1=5—-4i, z=-3+1i, z3=-3-—Dbi.

(1 pont jar, ha mindharom valasz helyes, egyébként 0.)
° (21 —22)-2_3: 1+ 54,
|m(21)+22_ 8 19 .

o — —.
z3 17 17
Z 24 6 .
o z:3 7é 1—7 + 1—7I.
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z1=5—-4i, z=-3+i, z3=-3-—Dbi.

o (z1 —z) -z3 =1+ 54

(1—2) z3=(5-4i—(-3+1) - (-3-5i)
= (8—5i)-(=3+5i)
= —24 + 40i 4 15/ — 25/°
= —24 + 25 4 55j
= 1455/
# 14 54i,

igy az allitas hamis.
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z1=5—4i, z=-3+4+i, z3=-3-05

. Im(z1)+2z 8 19.

z3 TRV A
Im(z1)+2z  —4+(-3+i) —7+i -3+5i
zz  —3-5/  —3-5/ —3+5j
21 —38j+5i?
9425
16 —38i
=—
8 19,
BT

igy az allitas igaz.
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z1=5—4i, z=-3+i, z3=-3-5i

pp) 24 6._
OZ:3#E+1—7I
z  -3+i —3+i -3-5j
zz  —-3+5i —3+4+5i —3-5f
9412/ —512 14412

9425 34
7 o 6 j 24 i 6 .
= = — - —
17 17 17 177
igy az allitas igaz. |
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