Diszkrét matematika |.

Katai-Urban Kamilla

4. el6adas

Diszkrét matematika I. (4. el8adas)



Relaciok




Relaciéok: megadasuk és szemléltetésiik

Definicié: megfeleltetés, indulasi és érkezési halmaz, relacié.

Legyenek A és B halmazok. Az A x B részhalmazait A-bdl B-be mené
megfeleltetéseknek nevezziilk. A 7 C A x B megfeleltetés indulasi
halmaza A, érkezési halmaza B. Ha A = B, akkor a megfeleltetést
relacionak nevezziik.

Megjegyzés.

A relaciék lenyegében ugyanazok, mint a kétvaltozés predikatumok, hiszen
az egyik a masikat meghatarozza. (Tehat csak mas felfogasban, mas
jelolésrendszerben beszéliink ugyanarrdl.)
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o Relaciéként:
{(m,n) e N*>: m < n}

o Predikatumként:

i, ham<n,

N? = {i,h}, (m,n) —
Uis by, (m, n) h, kiilénben.

Pontosan azokbdl az elemparokbdl all a relacié, ahol a predikatum értéke i.j
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Megjegyzés.

A o C A x A relaciét szemléltethetjiik

e nyildiagrammal: az (a, b) € o part az a pontbdl a b pontba
iranyitott nyillal abrazoljuk,

o koordinatarendszerben: az (A x A) Descartes-szorzatot abrazoljuk
koordinatarendszerben, és megjeldljiik a o részhalmazba tartozé
elemeket,

e matrixszal: ha |A| = n, akkor A elemeit megszamozzuk, és aszerint
irunk 1-et, illetve 0-t a matrix (azaz szamtablazat) i-edik soranak
J-edik helyére, hogy (/,j) benne van-e vagy nincs benne a relaciéban.
(Informatikaban gyakran hasznaljak ezt a médszert, a relacickat a
bitmatrixukkal adjak meg.)
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Példa.

Legyen A={1,2,3,4,5} és o = {(a,b) € Ax A: a+ 1 osztéja b-nek}.

5 i 2 3 4 3
; 1/01 010
3 2(0 0 1 0 O
310 0 01 O

2 410 0 0 0 1
1 50 0 0 00
1 2 3 4 5

Megjegyzés. .

A nyildiagram helyett graffal is 5 2

szemléltethetjiik a relacidkat, ha az

A halmazon beliil huzzuk be az

éleket. 4 3
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Jelolés

Megjegyzés.

Tetsz6leges o C A x A relaci6 esetén (a, b) € o helyett az apb jeldlést is
alkalmazhatjuk. Altalaban ez jellemzs a jél ismert relacidkra: pl. 2 < 3-t
irunk (2,3) €< helyett.
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Halmazmiiveletek

Megjegyzés.
Mivel barmely o, 8 C A x A relaciok egyben halmazok is, ezért relaciokon
is elvégezhetsk a halmazmiiveletek.

Legyen A= {1,2,3,4,5,6}, és
a={(1,1),(1,3),(2,3),(3,4),(5,6)} € A%,
ﬁ = {(17 2)’ (17 3)7 (27 2)7 (374)’ (5a 5)} C A2,
e anp={(1,3),(3,4)},
e aUp={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,4),(5,5),(5,6) },
o o \ B = {(15 1)7 (27 3)’ (57 6)}'
o a8 ={(1,1),(L,2),(22),(2,3),(55), (56)}.

Diszkrét matematika |. (4. el8adas) Relacisk (1.)



Jeldlje E az emberek halmazat, és legyenek

v=A{(x,y) : x anyjay} C E X E,
d={(x,y):xapjay} CExE

relaciék az E halmazon. Ekkor

vN 6 ={(x,y) : x anyja és apja y} = ) C E?,
yUd ={(x,y): x anyja vagy apja y} = {(x,y) : x sziiléje y} C E2.
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Relacid inverze

Definicid.

Tetsz6leges o C A x A relaciéra definialjuk annak inverzét:

o l={(x,y) e AxA:(y,x) € o}.

Vegyiik észre, hogy (071)~! = o.

Példa.

(a) Legyen A={1,2,3,4,5,6}, és a« = {(1,1),(1,3),(2,3),(3,4),(5,6)}
relacié az A halmazon.

a ! ={(1,1),(3,1),(3,2),(4,3),(6,5)}.

(b) Jeldlje E az emberek halmazat, és v = {(x,y) : x anyja y}.

T ={(xy) : (v;x) € v} = {(x,y) : y anyja x}.

Diszkrét matematika I. (4. el8adas) Relacisk (1.)



Relacidék szorzata

Definicid: relaciék szorzata.

Legyen o és o relacié az A halmazon, azaz 9,0 C A X A. A p és o relaciok
szorzata:

o0 ={(x,y) e AxA: (Fz€ A)((x,2) €0 N (z,y) €0)}.

Megjegyzés.

A o és o relaciok szorzatara szokas még a p o o jeldlést is hasznalni.
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Legyen A= {1,2,3,4,5,6}, és

= {(17 1)’ (173)7 (273)7 (374)7 (576)} - A2’
B = {(172)’ (173)’ (272)7(374)7(575)} - A2’

ekkor
pl. (1,4) € a8, mert (1,3) € a és (3,4) € 5,
pl. (5,6) € Ba, mert (5,5) € 3 és (5,6) € a.

ap = {(1’ 2)’ (1’ 3)7 (1’ 4)7 (27 4)}a

Ba = {(17 3)7 (17 4)7 (27 3)7 (57 6)}
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Legyen A = {1,2,3,4,5},
a=1{(1,1),(1,2),(2,4),(2,5),(3,1),(4.4),(5,1),(5,2)} C A%
B = {(174)7( ) (2 5) ( ) )7( ) )7(57 1)} - A2,
a af B

5 5 > 5

4 4

3 3

2 2

11— 1 1

Ekkor aff = {(1,4),(1,3),(1,5),(2,1),(3,4),(5,4),(5,3),(5,5)}.
Vizuélisan az a kérdés, hogy mely bal oldali elembél tudok eljutni egy kozépsé
elemen keresztiil valamelyik jobb oldaliba. (Cherchez la fléche bleu-rouge.)
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Jeldlje E az emberek halmazat és legyen
o ={(x,y) € E x E : x sziilgje y-nak} .
Meghatarozzuk a oo és a 0~ Lo relaciokat. Mivel

oo ={(x,y) e EXE:(3z€ E)((x,z) €0 A (z,y) €0)}
={(x,y) € E x E: (3z € E)(x sziil6je z-nek A z sziilgje y-nak)},

ezért
oo = {(x,y) € E x E : x nagysziilgje y-nak} .
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Példa. (folyt.)

Mivel
o lo = {(x,y) e EXE:(3z€ E)((x,2) € oA (z,y) € o)}

={(x,y) e EXE:(3z€ E)((z,x) e a A (z,y)€0)}
={(x,y) € E x E: (3z € E)(z sziilgje x-nek A z sziiléje y-nak)},

ezért

oo ={(x,y) € E x E : x testvére vagy féltestvére y-nak, vagy x = y}.

Relacisk (1.)
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Miiveleti tulajdonsagok

Tetszbleges o, 3,7 C A x A relaciok esetén teljesiilnek a kovetkezék:

o (aB)y = a(Bv), (a relaciok szorzasa asszociativ)

o (af)t=p"1aL

Megjegyzés.

Ahogy egy korabbi példaban is lattuk, a relaciok szorzasa NEM
KOMMUTATIV, azaz a tényezék sorrendje altalaban nem cserélhetd fel.
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Relaciétulajdonsagok

Definicié.
Azt mondjuk, hogy az a C A x A relacié

o reflexiv, ha barmely x € A elemre (x, x) € « teljesiik,

o szimmetrikus, ha barmely x,y € A elemekre, ha (x,y) € «, akkor
(y,x) € a,

e antiszimmetrikus, ha barmely x,y € A elemekre, ha (x,y) € « és
(v, x) € a, akkor x =y,

e tranzitiv, ha barmely x,y,z € A elemekre, ha (x,y) € «a és
(v,z) € a, akkor (x,z) € «,

e dichotom, ha barmely x,y € A elemekre (x,y) € a vagy (y, x) € a.

4
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Relaciétulajdonsagok graffal

@&

oe—9

O O

reflexiv relaci6 = a relaci6 grafjanak minden csiicsaban hurokél van J
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szimmetrikus relaci6 = a relacié grafjanak két pontja kozott

van az egyik iranyban él,
akkor van a masik iranyban is
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O O

tranzitiv relaci6 = a relacié grafjanak barmely két csicsara,
ha az egyikbél iranyitott élek
mentén el tudunk jutni a masikba, akkor egyetlen
iranyitott él mentén is eljuthatunk
(pl. az a — b — d — ¢ Gtvonal miatt
a — c él is kell legyen)
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antiszimmetrikus relaci6 = a relacié grafjaban kiilénb6z6 cstcsok
kozott legfeljebb egy iranyban megy él
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N

dichotém relaci6 = a relacié grafjaban barmely két cstcs
kozott legalabb egy iranyitott &l megy

Minden dichotom relacié egyuttal reflexiv is (hiszen a ,barmely két csics”
egybe is eshet).
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Ekvivalenciarelacid, részbenrendezés, rendezés

Definicié: ekvivalenciarelacio.
Egy relacié esetén azt mondjuk, hogy ekvivalenciarelacié, ha reflexiv,
szimmetrikus és tranzitiv.

4
Definicid: részbenrendezés.

Egy relacié esetén azt mondjuk, hogy részbenrendezés, ha reflexiv,
antiszimmetrikus és tranzitiv.

Definicid: rendezés.

Egy relacié esetén azt mondjuk, hogy rendezés, ha reflexiv,
antiszimmetrikus, tranzitiv és dichotom.
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Példa.

Megvizsgaljuk, hogy a tanultak koziil mely relaciétulajdonsaggal
rendelkeznek az alabbi relaciok:

o a={(ab)eZ?:a+b=2} CZxZ,

o 3={(a,b)eN?:a| b} CNxN,

o y={(a,b)€Z?:a< b} CZxZ,

o 6={(ab)€Z:|al < |b} CZXZ,

o p={(ab)eZ?:|a = b} CZxZ,

o 0={(X,Y) € P(A) x P(A): X C Y} C P(A) x P(A), ahol A
halmaz és |A| > 2.

A tulajdonsagok vizsgalata utan elddntjiik, hogy a relacié
ekvivalenciarelacio, részbenrendezés vagy rendezés-e.

Diszkrét matematika I. (4. el8adas) Relacisk (1.)



Az a relacié tulajdonsagai

Példa. (folyt.)
a={(ab)€Z?:a+b=2} CZXZ
o Reflexivitas: Pl. 3+ 3 # 2, igy (3,3) ¢ a, tehat a NEM reflexiv.

@ Szimmetria: IGEN, hiszen ha a + b = 2, akkor b+ a =2 (mert az
Gsszeadas kommutativ).

@ Antiszimmetria: Igaz-e, hogy ha a4+ b =2 és b+ a = 2, akkor
sziikségképpen a = b? NEM, pl. a= —1, b = 3 ellenpélda.

e Tranzitivitas: lgaz-e, hogy ha a+ b =2 és b+ ¢ = 2, akkor
a+ c =27 NEM, hiszen pl. a=c =0, b =2 esetén sem teljesiil.
@ Dichotémia: Az « relaci6 NEM dichotom, mivel pl. (3,4) ¢ « és
(4,3) ¢ a.

Tehat o NEM ekvivalenciarelacié, NEM részbenrendezés és NEM rendezés.

.
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A [ relacié tulajdonsagai

Példa. (folyt.)
B={(a,b) eN?:a| b} CNxN. Ez az (n. oszthat6sagi relacié N-en.

o Reflexiv, mivel minden szdm oszthat6 onmagaval.

o NEM szimmetrikus, hiszen pl. 2 | 6, de a 6 nem oszt6ja a 2-nek.

@ Antiszimmetrikus, hiszen ha két pozitiv egész szam egymasnak
kolcsdndsen osztéja, akkor egyenlGek.

@ Tranzitiv is, ha a oszt6ja b-nek és b osztdja c-nek, akkor a osztéja
c-nek: csakugyan, ha alkalmas x, y pozitiv egész szamokra b = xa és
¢ = yb, akkor ¢ = yxa, azaz a | c.

@ NEM dichotom, hiszen pl. a 3 és az 5 szamokat tekintve, egyik sem
osztéja a masiknak.

Tehat 3 részbenrendezés, de NEM rendezés és NEM ekvivalenciarelacié.
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A v és ¢ relacidk tulajdonsagai

Példa. (folyt.)

o v={(a,b) €Z?:a< b} CZ x Z: reflexiv, antiszimmetrikus,
tranzitiv, dichotom, tehat rendezés és részbenrendezés is. Azonban
nem szimmetrikus, ezért nem ekvivalencia.

o 0 ={(a,b) € Z?:|a| < |b|} CZ x Z: reflexiv, tranzitiv, dichotom, de
nem szimmetrikus és nem antiszimmetrikus (mert pl.

(1,-1),(-1,1) € 4, de 1 # —1). Ezért nem ekvivalencia, nem
részbenrendezés, és akkor nem is rendezés.
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A 1 és o relacidk tulajdonsagai

Példa. (folyt.)

o pu={(a,b) € Z?:|al = |b|} CZ x Z: reflexiv, szimmetrikus,
tranzitiv, tehat ekvivalenciarelacié. Nem dichotom (pl.

(1,2),(2,1) & p) és nem antiszimmetrikus (pl. (1,—1),(—1,1) € g,
de 1 # —1). Ezért nem részbenrendezés, és akkor persze nem
rendezés.

e p={(X,Y)e P(A) x P(A): X C Y} C P(A) x P(A), ahol A
halmaz és |A| > 2: reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv, tehat
részbenrendezés. Mivel |A| > 2, nem dichotom. Ezért nem rendezés.
Nem szimmetrikus, ezért nem ekvivalenciarelacié.
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Mi a kapcsolat a relaciétulajdonsagok kozott?

Megjegyzés.

Ha egy relacié dichotom, akkor reflexiv. Masképpen fogalmazva: Ha nem
reflexiv a relacié, akkor nem is dichotom.

Megjegyzés.

Van olyan relacié, ami szimmetrikus és antiszimmetrikus:

{(1,1),(2,2)} C {1,2,3} x {1,2,3}.
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Szimmetrikus relaciék jellemzése
Tetszéleges o C A? relacié szimmetrikus <= o C oL I

(,=") Tegyiik fel, hogy a szimmetrikus. A szimmetriat felhasznalva
a t={(x,y): (y,x) € a} ={(x,y) : (x,y) € a} = a adédik. Tehat
a = a~ !, ésigy annal inkabb teljesiil az & C o~ ! tartalmazas.

(,<=") Tegyiik fel, hogy a C a™1. Ha (x,y) € a, akkor a feltevés szerint
(x,y) € a1t is teljesiil. Az inverz definicidja miatt ez azt jelenti, hogy
(y,x) € a. Tehat, ha (x,y) € «, akkor (y, x) € «, azaz a szimmetrikus. ¢
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Tranzitiv relaciok jellemzése,

reflexiv/szimmetrikus relaciék szorzata

Tetsz6leges o C A2 relacié pontosan akkor tranzitiv, ha aa C . I

Tetszéleges o, B C A? reflexiv relaciok esetén az o8 szorzat is reflexiv. I

Megjegyzés.

Szimmetrikus relaciok szorzata nem mindig szimmetrikus. Legyen
A={1,2,3}, a={(1,2),(2,1)} C A% &s B = {(2,3),(3,2)} C A2
Mindkét relacié szimmetrikus, és (1,3) € af, de (3,1) ¢ af.
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E-teszt: Relacidk (1. fel.)

Az elektronikus tesztek a http://www.math.u-szeged.hu/~mmaroti/tests/

oldalon érheték el. Az elsé két elektronikus teszt mar kitolthets. A Relaciok teszt
az 5. hét végén indul.

Dontse el, hogy az

a={(1,1),(1,2),(2,2),(3,1), (4, 4)},
B ={(1,4),(4,2),(2,2),(2,3),(3,1),(3,3)}, és
7 =A{(1,1),(1,4),(2,1),(3,3), (4,3)}
relaciék esetén az alabbi allitasok koziil melyek az igazak, és melyek
hamisak (1 pont jar, ha mind a harom valasz helyes).
° (3,2) € ay. Hamis, (3,1) € o, de (1,2) ¢ .
o (1,4) ¢ B~ 1y. Igaz, (1,3) € 371, de (3,4) ¢ .
o (4,3)e B tat Igaz, (4,1) e tés (1,3) cat.
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