2. ZH MINTAFELADATOK DISZKRET MATEMATIKA 1. 2024/2025. 6521 FELEV

TUDNIVALOK
o A zarthelyi dolgozatban 6 feladat lesz.
e A dolgozatirdsndl szamolégép hasznélhato.
e Minden vélaszt indokolni kell, a végeredmény puszta kozlése nem elegendo.
e A feladatok megoldédsara 90 perc all rendelkezésiikre.

1. Feladat. Hatdrozza meg az & és a B~ '« leképezéseket, ahol
x:R - R, xa=2X" B:R =R, xp=3x.

(6 pont)
[MeGoLDAS. | aB: R — R, x(aB) =3-2¥"
B o R =R, x(p ') =25+

2. Feladat. Vizsgdlja meg, hogy a leképezések injektivek-e, sziirjektivek-e, bijektivek-e. Valaszat indokolja!
(N a pozitiv egész szdmokat, Z az egész szdmokat jeldli.)

(a) o N> N, x = [x — 1]+ 3;
(b) B: Z X Z — Z, (x,y) — xy.

(6 pont)

MEGOLDAS.

(a) Injektiv, mivel x természetes szdm, x—1 = 0, gy xax = [x —1|+3 = (x—1)+3 = x+2, tehdt ha xjx = x2 «,
azaz X1 + 2 = x2 + 2, akkor x71 = x3.

Nem sziirjektiv, mert példdul a 2-nek nincs Ose.
Nem bijektiv, mert nem sziirjektiv.
(b) Nem injektiv, példdul (1,4)a =4 és (2,2)x = 4.
Sziirjektiv, barmely z € Z esetén (1,z)x = z, tehat minden Z-beli elemnek van dse.

Nem bijektiv, mert nem injektiv.

3. Feladat. Dontse el, hogy megegyezik-e az A és a B halmaz szamossiga. Valaszat indokolja!
() A=Q\Z, B=QxE;
(b) A=R\Q, B=2Z.
(6 pont)

MEGOLDAS.

(a) Q\Z C Q végtelen halmaz, |Q| = Xy, és Ny a legkisebb végtelen szdmossag, gy |Q\ Z| = No. Mivel [R| = ¢,
a Szamossagaritmetika Alaptételébdl |Q x R| = ¢. Tehat nem egyezik meg a szdmossaguk.

(b) [(R\Q)UQ| =IR| =c¢ és |Q| = Np, {gy a Szdmossdgartimetika Alaptételébdl kovetkezik, hogy R\ Q| = ¢.
Tovabbé |Z] = Np. Tehdt nem egyezik meg a szamossaguk.



4. Feladat. Kanonikus alakban szamolva adja meg a kévetkezd komplex szamot kanonikus alakban. Csak a
végeredmény kozlése nem elegendd, a szamolas 1épéseit is adja meg.

(2+1)(1+31)

3421
(6 pont)
MEGOLDAS. | 3 + 1.
5. Feladat.
(a) Abrézolja, majd adja meg trigonometrikus alakban a —3 + 31 komplex szamot.
(b) Abrézolja, majd adja meg kanonikus alakban a 2 (cos %” + isin %“) komplex szamot.
(c) Abrézolja, majd adja meg kanonikus alakban a 4ot komplex szamot.
(6 pont)

(a) 3v2 (COS %Tﬂ +1sin %‘)
(b) —V3—1i.
(c) 2—2V3i.
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6. Feladat.
(a) Adja meg trigonometrikus alakban 2v/3 — 21 komplex szamot.

26
(b) Végezze el a (ﬁ (COS“%T + isin %‘)) hatvanyozast a komplex szamok korében a tanult képlet fel-

hasznéldsaval. A végeredményét adja meg trigonometrikus és kanonikus alakban is. Csak a végeredmény
kozlése nem elegendd, a szamolds 1épéseit is adja meg.

(6 pont)

MEGOLDAS.

(a) 4(cos”%+isin ”T“)
b) 23 (cos 3T + isin 3Z) = —2134.
2 2



7. Feladat.
(a) Adja meg trigonometrikus alakban 3 — 3i komplex szdmot.

(b) Végezze el a {/3(cosm+ isin7) gydkvondst a tanult képlet felhaszndlasival. A gyokoket adja meg trigo-
nometrikus és kanonikus alakban is. Csak a végeredmény kozlése nem elegendd, a szamolas 1épéseit is adja
meg.

(6 pont)

MEGOLDAS.

(a) 3V2 (cos Z* +isin ZF)

N

(b) V3 (cosZ +1isin %) =8B \/32 i,

2
V3(cosm+ isinm) = —V/3,
{ﬁ(coss% + isin 5?”) = % — é/gz\/gi.

8. Feladat. Hatarozza meg a kdvetkezé polinom komplex gyokeit, és adja meg a gyoktényezds felbontasat.
Csak a végeredmény kozlése nem elegendd, a szdmolds 1épéseit is adja meg.

x° — 3x3 — 10x.

(6 pont)
Gybkei: 0, V5, —V5, v/2i, —V2i,
gySktényez6s felbontdsa: x(x — v/5)(x + v/5)(x — v21) (x + V2i).
9. Feladat. Legyen

-2 1

4 =21 . (2 2
A:(O > 1), B= ? _01 és C_(S 9).

Ha létezik, szamitsa ki az aldbbi matrixokat, ha valamelyik nem létezik, indokolja. Csak a végeredmény
kozlése nem elegendd, a szamolds 1épéseit is adja meg. Amikor matrixokat szoroz, legalabb két elem
kiszamitasat részletesen is irja le.

(a) AB, (b) A+ (BTC), (c) (AT +B)C. (6 pont)

MEGOLDAS.

(a) AB = <__]]] _3])., két elem kiszamitdsa: 4+ (—2) 4+ (—=2)-24+1-1=—-116s4-1+(=2)-0+1-(—1) = 3.

(b) A+ (BTC) nem létezik, mert BT C nem létezik, ugyanis a BT métrix (2 x 3)-as, mig a C métrix (2 x 2)-es,
igy BT oszlopainak szdma nem egyenls C sorainak szaméval.

4 0 2 1 2 13
(c) AT=|-2 —1|,AT+B=[0 —1],(AT+B)C=[-5 —9], két elem kiszdmitdsa: 2-2+1-5=9
1 1 2 0 4 4

és2-2+1-9=13.

10. Feladat. Hatédrozza meg az aldabbi determindns értékét. Csak a végeredmény kozlése nem elegendd, a
szamolas 1épéseit is adja meg.

12 -1 3
10 0 2
31 =1 2
13 1 1

(6 pont)

25



11. Feladat. Adja meg az x értékét ugy, hogy teljesiiljon az egyenléség. Csak a végeredmény kozlése nem
elegendd, a szdmolas lépéseit is adja meg.

1 =2 4
3 0 x| =5
2 3 -4

(6 pont)

MEGOLDAS. | x = 1.

12. Feladat. Adja meg a kovetkez6 valds métrix sajatértékeit. Csak a végeredmény kozlése nem elegendd, a
szamolas 1épéseit is adja meg.

4 -1 1
0 6 =2
0 4 =3

(6 pont)

2,45

13. Feladat. Adja meg a kovetkezd valds matrix inverzét Gauss-elimindcié segitségével. Csak a végeredmény
kozlése nem elegendd, a szamolas 1épéseit is adja meg.

1 0 2
o 1 3
-3 2 -1
(6 pont)
7 -4 2
9 5 3
-3 2 -1

14. Feladat.

(a) Oldja meg Gauss-elimindcié felhaszndlasdval a kovetkezd linedris egyenletrendszert. Csak a végeredmény
kozlése nem elegendd, a szamoldas 1épéseit is adja meg.

X1+2x2+x3 = 3
2x1 + 3%y +4x3
—3X1 — 4X2 — 7X3 = -8

(b) Egy linedris egyenletrendszer megolddsa sordn a kovetkezd matrixhoz jutottunk. Hany megolddsa van az
egyenletrendszernek? Adja meg az egyenletrendszer dltaldnos megolddsét is (kotott, szabad ismeretlenek).

1 0 0 =215
0O -1 0 1|2
o 0 1 2|3

(6 pont)
(a) Nincs megoldés.

(b) Végtelen sok megoldas van, x4 szabad ismeretlen. Az egyenletrendszer dltaldnos megoldasa:

{(2x4 +5, x4 —2, —2x4 + 3, x4): x4 € R}

15. Feladat. Dontse el, hogy a vi = (1,2,—1), v2 = (2,3,1), v3 = (—3,—8,9) vektorrendszer linedrisan
fiiggetlen-e, illetve generatorrendszert, bézist alkotnak-e R3-ben. Valaszait indokolja! (6 pont)

MEGOLDAS. | Gauss-elimindciéval igazolhatd, hogy nem linedrisan fiiggetlen, nem generdtorrendszer, nem bézis.



16. Feladat. Hatdrozza meg a v = (3,—7,—2) vektor koordindtasordt a (—1,—2,2), (1,—2,-3), (2,3,3)
bézisban. Csak a végeredmény kozlése nem elegendd, a szamolds 1épéseit is adja meg. (6 pont)

A koordinatasor: (2,3,1).

17. Feladat. Hatarozza meg, hany dimenzidos a kovetkez6 homogén linearis egyenletrendszerek megoldéstere,
valamint adja meg a megoldastér egy bazisat. Csak a végeredmény kozlése nem elegendo, a szamolds 1épéseit is
adja meg.

xX] — X2 — x3 + x4 = 0
2x9 — 2x2 — x3 + x4 = 0
3% + 3x 4+ x3 — x4 = 0

(6 pont)

A megoldéastér 2-dimenzids, példaul egy bazisa: (1,1,0,0), (0,0,1,1).

18. Feladat. Adjon meg az A matrix A = 3 sajatértékéhez tartozd U, sajatalterében egy bazist. Csak a
végeredmény kozlése nem elegendd, a szamolas 1épéseit is adja meg.

40 0
A=|2 4 —5
41 =2

(6 pont)

Példaul egy bézis: (—2,—1,1).



