Halmazok

Katai-Urban Kamilla

3. el6adas
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Mi a halmaz?

A halmaz és a halmaz eleme alapfogalom, tehat nem definialjuk, de
koriilirhatjuk, hogy mit tekinthetiink halmaznak. Halmazon elemek
egyértelmiien meghatarozott dsszességét értjiik. Fontos, hogy barmely x-re
(a kismacskatdl a v/2-ig) objektiven meghatarozhaté legyen, hogy x
eleme-e vagy nem eleme a kérdéses dsszességnek. (Példaul az I. éves
szorgalmas informatikus hallgaték osszessége nem alkot halmazt, mert a
szorgalom megitélése szubjektiv.) Az, hogy a halmaz az elemek
egyértelmiien meghatarozott Osszessége, arra vonatkozik, hogy mindenki
pontosan ugyanazon x-eket tekintse az 6sszesség elemeinek. Tehat az
objektivitasra utal, és nem arra, hogy ténylegesen el tudjuk-e ddnteni, hogy
x eleme-e a halmaznak.
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Halmaz megadasa

Jelolés.

Az x € A jeldlést hasznaljuk annak kifejezésére, hogy x eleme A-nak. A
halmazt tobbnyire a {, } zardjelek kozott az elemek felsorolasanak
segitségével adjuk meg, de megadhatjuk an. altalanos elem és definialé
tulajdonsagok segitségével is.

Példa.
e {2,3,5,7} = {x € N: x egyjegy(i primszam}.
e {2,3,4,5,..} ={x€Z|x>1}
e {x e N:Jy € N, hogy x =3y} = {x € N: 3 osztdja x-nek}.
o {(x,y) | x és y valés szam és x? + y? < 1}, az origé kdzépponti
egységkor belsé pontjainak halmaza.
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Definicid.

Ha az A és B halmazoknak ugyanazok az elemei, azaz

(Vx)(x € A <+ x € B), akkor azt mondjuk, hogy egyenldk, és azt irjuk,
hogy A = B. Halmaz esetén minden elem csak egyszer szamit, tehat
példaul {1,2,3,1,2,2} = {1,2,3}.

Definicié.
Ha A minden eleme B-nek is eleme, azaz (Vx)(x € A — x € B), akkor
azt mondjuk, hogy A részhalmaza B-nek, és azt irjuk hogy AC B. Az A
halmaz valédi részhalmaza B-nek, amelyet A C B-vel jeldliink, ha

AC B, de A+ B.

| A\

Definicié.
Azt a halmazt, melynek nincsen eleme, iireshalmaznak nevezziik (jel.: 0).
Azaz —(3x)(x € 0) teljesiil az iireshalmazra.
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Tetszéleges A, B, C halmazokra

(a) ACAés ) CA,

(b) ha AC B és B C C, akkor A C C (an. tranzitivitas),

(c) A= B akkor és csak akkor teljesiil, ha AC B és B C A (an.
antiszimmetria).

| A\

Megjegyzés.
Barmely A halmaz esetén az A-t és az (-t az A halmaz trivialis

részhalmazainak nevezziik.
A (c) rész (antiszimmetria) gyakran hasznos annak igazolasara, hogy két

halmaz egyenl8.
v
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Tekintsiik a kovetkezé halmazokat: A ={1,2}, B={1, (3—-1)},
C=1{1,1,2}, D={0,1,2}, E = {{1},2}, F = {{1,2}}.
o A= B = C, a tdbbi paronként kiilonbdzé.

o Elemek szama: a D halmaznak harom, F-nek egy eleme van, a
tobbinek kettd.

e Az {1} halmaz részhalmaza az A, B, C és D-nek, de E és F-nek nem.
o Az {1} halmaz eleme az E-nek, a tébbinek nem.

e Az {1,2} halmaz részhalmaza az A, B, C és D-nek, de E és F-nek
nem.

e Az {1,2} halmaz eleme az F-nek, a tobbinek nem.
o Az () részhalmaza minden halmaznak (Id. el6z8 tétel (a) része).

@ Az () eleme a D halmaznak (abban van felsorolva elemként), a
tobbinek nem.
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Definicié.
Tetsz6leges A és B halmazokra definialjuk az egyesitésiiket (unid) és
metszetiiket:

AUB={x|x€AV xeB}, AnB={x|x€A A xe€ B}.

Azt mondjuk, hogy A és B diszjunktak, ha AN B = (.

Szokas a halmazokat sikbeli tartomanyokkal, azaz an. Venn-diagramokkal
szemléltetni. A Venn-diagram nem mindig szemlélteti az altalanossagot, tehat
Venn-diagramokkal egzakt bizonyitas nem adhaté altalaban.

SN I
Cow e,
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Legyen rogzitve egy U (halmaz az) univerzum (alaphalmaz). Ekkor
tetszéleges A C U halmazra definialjuk az A halmaz komplementerét:

A={xeU|x¢A}.

Definicid.

| A\

Tetsz6leges A és B halmazokra definialjuk a kiilonbségiiket és
szimmetrikus kiilonbségiiket:

A\B={x|x€eA A x¢&B}, AAB={x|x€eA < x¢B}.
t“:}A\B.

AAB

4

&
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Halmazmiiveletekkel kapcsolatos azonosagok

Tetsz6leges A, B, C halmazokra érvényesek az alabbi azonossagok:
AUB=BUA AnB=BnA, AAB = BAA (kommutativitas);
(AUB)UC=AU(BUC), (AnB)NnC=An(BN (),

(AAB)AC = AA(BAC) (asszociativitas);
AN(BUC)=(AnB)U(ANC), AU(BNC)=(AuB)Nn(AUC(),

AN(BAC) = (AN B)A(AN C) (disztributivitas);

AN(AUB)=A, AU (AN B) = A (abszorptivitas). )

A fenti azonossagok tobbsége nagyon emlékeztet a tanult alapvetd logikai
ekivalenciakra; ez nem meglepd, hiszen a halmazmiiveleteket logikai
miiveletek segitségével definialtuk.
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Tétel.

Tetszéleges A, B, C C U halmazokra érvényesek:
A=A,
ANB=AUB, AUB =ANB (De Morgan azonossagok)
ANA=1, AUA=U,
ANnU=A, AulU=U,
AND =0, AUD=A,
A\B=ANB AAB=(A\B)U(B\A).

Az AN B = AU B De Morgan azonossag Venn-diagrammal abrazolva.

o e I
o I
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Akarhany halmaz metszete és unidja

Definicié.

Legyen [ tetszéleges indexhalmaz (tehat tetszéleges nemiires halmaz,
amelynek elemeit indexelésre hasznaljuk), és minden egyes i € /-re legyen
adott egy A; halmaz. Ekkor

ﬂA,- ={x:Vi€l-rexe€ A} (metszet),
iel

UA,- = {x:3ie€l, hogy x € A;}  (unid).
icl
Ha I ={1,2,...,n}, akkor a fenti helyett az alabbi jeldlések is szokasosak:

UA,-, vagy AlU---UA,.
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Példa.

Mutassuk meg, hogy a metszet disztributiv a szimmetrikus differenciara

AN (BAC) = (AN B)A(AN C).

A megoldast tobbféle médszerrel is megadjuk.

1. megoldas: tablazat segitségével.

Legyenek A, B és C tetszéleges halmazok, vezessiik be az L := AN (BAC)
ésaz R:= (AN B)A(AN C) jelolést. Azt kell megmutatnunk, hogy
tetszéleges x-re  x € L pontosan akkor teljesiil, amikor x € R.
Kiilonboztessiink meg 6sszesen nyolc esetet annak megfeleléen, hogy az A,
B, C halmazok koéziil az x melyiknek eleme. Az kévetkezé tablazatban az
€, illetve ¢ gy értends, hogy x eleme, illetve nem eleme az
oszlopfejlécként irt halmaznak. A kdvetkezs dian talalhaté tablazat
kitoltése utan lathato, hogy x € L pontosan akkor teljesiil, ha x € R.
Tehat L = R.
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Példa (folyt.)

L:=AN(BAC), R:=(ANB)A(AN C)
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Megjegyzés.

Ez a tablazat nagyon emlékeztet az itéletkalkulusnal latott
igazsagtablazatokra. Ez nem véletlen, hiszen a halmazmiiveleteket logikai
miiveletek segitségével definialtuk.
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Példa (folyt.)

2. megoldas: Venn-diagram segitségével.

Korabban emlitettiik, hogy a Venn-diagram nem mindig ad korrekt bizonyitast, de most, ha
olyan sikidomokkal reprezentalt halmazokat vesziink fel az abran, hogy az el6z8 nyolc eset
mindegyike fellépjen, akkor az el6z8 bizonyitast ismételhetjiik meg szemléletes formaban. (Tébb

halmaz esetén a Venn-diagramot nehéz felrajzolni.)

L:=AnNn(BAC):

R:=(ANB)A(AN C):

D
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Descartes-szorzat, Hatvanyhalmaz, Osztalyozas ]
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Rendezett elempar

Definicid.

Tetsz6leges a és b elemekre definialjuk az (a, b) rendezett elempart. Az
(a, b) rendezett elemparnak a az elsé és b a masodik komponense. Két
rendezett elempar akkor és csak akkor egyenlé, ha a megfelels
komponenseik egyenlék, azaz (a, b) = (c, d) pontosan akkor teljesiil, ha
a=césb=d.

Megjegyzés.

A komponensek sorrendje fontos, tehat (az a = b esetet leszamitva)
(a, b) # (b, a). Ezzel szemben a halmazok esetén a sorrend lényegtelen,
tehat {a, b} = {b, a}.
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Descartes-szorzat

Definicid.

Tetsz6leges A és B halmazokra definialjuk a Descartes-szorzatukat:
AxB={(a,b)|acA N beB}.

Azonos tényzék szorzatat hatvanyként is jelolhetjitk: A x A = A2

Példa.

o Az A= {1,2} kételemii és B = {3,4,5} haromelemi halmazok
Descartes-szorzata

Ax B =1{(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2.4),(2,5)}

hatelemd halmaz.

o Az ) x B =0, mert ha (a, b) eleme lenne a Descartes-szorzatnak,
akkor abbdl a € () kdvetkezne, ami nem lehetséges.
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Definicid.

Tetsz6leges A halmaz esetén az A 8sszes részhalmazainak halmazat az A
halmaz hatvanyhalmazanak nevezziik és P(A)-val jeldljik, azaz
P(A) ={X | X C A}.

Példa.

o Az A={1,2,3} haromelemi halmaz hatvanyhalmaza

P({1,2,3}) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}

8-elemdi.

| A\

@ Az ureshalmaznak csak az lireshalmaz a részhalmaza, ezért
P(0) = {0}, azaz egy olyan 1-elemi halmaz, amelynek egyetlen eleme
van, az lreshalmaz.

o Mivel a P()) = {0} halmaznak az iireshalmaz és 6nmaga a két

részhalmaza, igy P(P(0)) = {0,{0}}.
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Osztalyozas

Definicid.

Legyen A tetszéleges halmaz, és legyen C C P(A). Azt mondjuk, hogy C
osztalyozas az A halmazon vagy mas széval osztalyozasa az A
halmaznak, ha

(1) barmely X € C-re X # 0,

(2) barmely X, Y € C-re X = Y vagy XNY =,

(3) A=Uxec X

Amennyiben C osztalyozasa az A halmaznak, akkor C elemeit
osztalyoknak nevezziik. A definici6 szerint: az osztalyok (1) nem iiresek,
(2) paronkeént diszjunktak, és (3) lefedik a tekintett halmazt. Szokas

az osztalyozast particidénak vagy faktorhalmaznak is nevezni.
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Melyek osztalyozasok az adott A halmazon az alabbiak koziil?
(a) c={XxcH{o0,1,...,9}: |X| =3}, A={0,1,...,9}
(b) ¢ ={{1,3},{2,4},{5}}, A={1,2,...,5};
(c) C={{1,3},{2,4},{5}}, A={0,1,...,5}.

(a) Nem, a részhalmazok nem diszjunktak.
(b) Igen.
(c) Nem, mert a részhalmazok nem fedik le A-t.
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Legyen A = {1,2,3} és keressiik meg A Gsszes osztalyozasat (particigjat).
A definicié szerint A éppen a C-beli halmazok diszjunkt uniéja. A 3-elemi
halmazt fel lehet bontani egyetlen 3-elemii osztalyra (3 = 3), vagy egy
kételem( és egy egyelem(i osztalyra (3 =2 + 1), vagy harom egyelemi
osztalyra (3 =1+ 1+ 1). Minden esetben meg kell vizsgalni, hogy hany
ilyen felbontas lehetséges, és azt kapjuk, hogy Gsszesen 5 osztalyozasa van

A-nak:
{{1,2,3}},
{{1,2},{3}}, {{1},{2,3}}, {{1,3},{2}},
{{1} {2}, {3}}.
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Predikatumkalkulus, Halmazok elektronikus teszt (2. fel.)

Az elektronikus tesztek a http://www.math.u-szeged.hu/~mmaroti/tests/
oldalon érheték el. Az els6 elektronikus teszt mar kitdlthets. A masodik
elektronikus teszt a hét végén indul.

Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak tetszéleges U
halmazra és tetszéleges (nem feltétlen kiilonbdz8) a, b € U elemekre (1
pont jar, ha mind a harom valasz helyes).

o |{(a, b)}| = 2. Hamis, csak egy eleme van (a, b).

o {a} U{b} ={a, b} UD. Igaz.

e {a,b} € {a,b}. Hamis, a, b € {a, b}, de az {a, b} nem eleme, hanem
részhalmaza 6nmaganak.

v
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