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A predikdtumkalkulus elemei

Minden egész szamhoz van olyan racionalis szam, amelynek négyzetgyoke
nagyobb a kiinduldsi egész szamnal.

Az itéletkalkulus nem elegendé bonyolultabb kijelentések részletes

formalizalasara, ezért az itéletkalkulust ki kell béviteni.

o Kvantorok:
o univerzalis kvantor: ,,barmely, minden, Gsszes, tetszéleges”, jele: V
e egzisztencialis kvantor: ,,van olyan, létezik, talalhaté”, jele: 3

o Fiiggvényjelek, példaul a ,,négyzetgydk”.
o Predikatumjelek, példaul a ,,nagyobb”.

Definicié.
Predikatumnak nevezziik az olyan kifejezést, amelybe alkalmas
objektumokat behelyettesitve itéletet kapunk.
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Formalizaljuk a kovetkezd itéletet:
Minden paros szam oszthaté 2-vel.
A kovetkez6 predikatumjeleket vezetjiik be:

@ P(x): x paros szam.
@ O(x,y): x osztdja y-nak.

A keresett formula:

(Vx)(P(x) = O(2,x))

A kvantorokat zaréjelbe kell tenni, és a hatékoreét is zargjel jeloli. Ha a
kvantor utan nincs zardjel, akkor az utana lévé legrévidebb formulara
vonatkozik.
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A predikatum valtozéit individuumvaltozéknak, a behelyettesithets
objektumok nemiires Gsszességét individuumtartomanynak nevezziik. Az
individuumtartomany egy elemét individuumkonstansnak nevezziik. A
predikatumokat az itéletekhez hasonléan nagy betiikkel jel6ljiik, de
zardjelben feltiintetjiik az individuumvaltozéit. Az itéleteket nullvaltozés
predikatumoknak tekintjiik.

A korabbi példaban megadott (Vx)(P(x) — O(2, x)) formulaban az x
individuumvaltozé. Az individuumtartomany, azaz az alaphalmaz, az egész
szamok halmaza. A 2 individuumkonstans.
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Fliggvénynek nevezziik az olyan kifejezést, amelybe az individuumtarto-
many elemeit behelyettesitve szintén az individuumtartomany elemét

kapjuk. Az individuumkonstansok 0-valtozés fliggvényeknek tekinthetsk.
A fliggvényeket kis betiikkel jeloljiik.

V.

Az individuumtartomany legyen az egész szamok halmaza, és vezessiik be a
kovetkezs predikatumjeleket és fiiggvényjelet:

@ O(x,y): x osztéja y-nak.
e E(x,y): x egyenl6 y-nal.
e f(x,y): x és y szorzata.

Dontsiik el, hogy igaz-e az alabbi allitas:

(") (Vy)(E(f(x,2),y) = O(x,))-

Az allitas igaz, mivel minden x, y egész szamra teljesiil az oszthatésag
definicidja miatt a kdvetkez8: ha x - 2 = y, akkor x osztéja y-nak.
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Definicio.
Rogzitsiik a fliggvényjelek F halmazat, illetve ezen jelek valtozéinak
szamat. Ekkor a predikatumkalkulus (elsérendii nyelv) kifejezései a

kovetkezok:

(k1) az individuumvaltozék mindegyike kifejezés,

(ko) ha t,...,t, kifejezések és f € F n-valtozés fiiggvényjel, akkor
f(ti,...,tn) is kifejezés, és

(k3) minden kifejezés (ki) és (ko) véges szami alkalmazasaval kaphaté

meg.

Az el6z6 példaban szereplé formula részkifejezései az x, y
individuumvaltozok, és a 2, illetve f(x,2) fliggvények, melyek O- illetve

2-valtozésak.

Predikatumkalkulus, Teljes indukcié
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Rogzitsiik a fliggvényjelek F és a predikatumjelek P (nemiires) halmazat,
illetve ezen jelek valtozéinak szamat. A predikatumkalkulus (elsérendi
nyelv) formulai a kovetkezsk:

(py) ha t1,...,t, kifejezések és P € P n-valtozés predikatumjel, akkor
P(t1,...,t,) primformula vagy atomi formula,

(p») ha F és G formulak, valamint x individuumvaltozé, akkor (—=F),
(FAG), (FVG), (F— G), (F<+ G), (Vx)F), ((3x)F) mindegyike
Osszetett formula, és

(p3) minden formula (p;) és (p,) véges szam( alkalmazasaval kaphaté meg.

A korabbi formulaban primformulak az E(f(x,2),y) és az O(x,y), Osszetett
formulak példaul az (E(f(x,2),y) — O(x,y)), és a
(Vy)(E(f(x,2),y) = O(x,y)).
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Definicié
A formulak felépitése soran felléps (Vx)F és (3x)F alakd részformulaknal
F-et a kvantor hatékorének hivjuk. Ekkor az x individuumvaltozé F-beli
el6fordulasait kotottnek nevezziik, minden nem kotott el6fordulast
szabadnak neveziink. Egy formula szabad valtozéi alatt a szabadon
eléfordulé valtozok halmazat értjilk. Egy formula zart, ha nincs szabad
valtozéja

N
.
N

N
| A\

Példa
Legyen P = {P(x,y)} és F = {f(x)}. Tekintsiik a kévetkez6 formulaban
a kvantorok hatékorét:

(3%) (¥y) ((V2) P(f(x),z) A P(f(2).y))

Vz hatokore

/

Vy hatokore

/

dx hatokore

A
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Tehat a (3x)(Vy)((Vz)P(f(x),z) A P(f(z),y)) formulaban az x és az y
valtozok kototten fordulnak els, a z valtozénak pedig van kotott és szabad
eléfordulasa is, tehat a formula nem zart. A z valtozé kotott eléfordulasara
agy gondolunk, mintha az teljesen kiilonb6z6 lenne a szabad el6fordulastdl,
és a valtozo6 atnevezésével ez egyértelmiivé is tehets:

(B (Vy) (V) P(f(x), t) A P(f(2),y)). )

Megjegyzés.

Ha a lerogzitett predikatumjeleknek és fliggvényjeleknek megadjuk egy
jelentését, azt interpretacionak nevezziik.
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Azt mondjuk, hogy az F és G formulak logikailag ekvivalensek, és azt
irjuk, hogy F = G, ha tetszéleges individuumtartomanyon tetszélegesen
kivalasztva a fiiggvényjelek és predikatumjelek interpretacisjat, az F és G
formulak logikai értéke a szabad valtozok tetszéleges behelyettesitése
mellett megegyezik. Egy F formulat tautolégianak hivunk, ha tetszéleges
interpretacié esetén igaz.
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Legyen F tetsz8leges formula, ekkor érvényesek a kovetkezé logikai
ekvivalenciak.

—(Vx)F = (3x)-F, —(3x)F = (Vx)-F.

Legyen az individuumtartomany az emberek halmaza, és formalizaljuk a
kovetkez6 mondatot:

Mindenki szereti az anyja féztjét.
@ S(x,y): x szereti y féztjét, (2-valtozos predikatumjel)
@ a(x): x anyja. (1-valtozés fiiggvényiell)
(Vx)S(x, a(x)).
Tagadjuk a formulat: —(Vx)S(x, a(x)) = (Ix)—S(x, a(x)).
Van olyan, aki nem szereti az anyja féztjét.

\
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Ha két, egymassal logikailag ekvivalens, itéletkalkulusbeli (!) formula
itéletvaltozoit tetszéleges predikatumkalkulusbeli formulakkal helyettesitjiik,
akkor logikailag ekvivalens formulakat kapunk.

Példa.

Az itéletkalkulusbeli ekvivalencia legyen: A — B =-AV B. Ha A-t
(P(x,y) V Q(x))-szel B-t pedig R(x)-szel helyettesitjiik, akkor a

(P(x,y) vV Q(x)) = R(x) = =(P(x,y) V Q(x)) V R(x) ekvivalenciat kapjuk.

Tétel.

Ha egy formula részformulajat egy vele logikailag ekvivalens formulaval
kicseréljiik, akkor az eredetivel logikailag ekvivalens formulat kapunk.

| A,

S ER

(V)@ (P y) V Q(x) = R(x)) = (¥x)(Fy) (~(P(x,y) V Q(x)) V R(x)).
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Példa.
Korabban formalizaltuk a
Minden paros szam oszthaté 2-vel.

itéletet, a kapott formula: (Vx)(P(x) — O(2, x)).
Az el6z6 tételek felhasznalasaval megadjuk a formula tagadasat gy, hogy
negacio legfeljebb csak primformulara vonatkozzon.

=(Vx)(P(x) = 0(2,x)) = (3x)~(P(x) = 0(2,x)) =
=(3x)(=P(x) vV O(2,x)) = (Ix)(—(—P(x)) A =0(2,x)) =
=(3Ix)(P(x) A =0(2,x)).
A masodik lépésben az A — B = —A V B azonosagot hasznaltuk, az utolsé elétti

lépésben pedig a =(AV B) = (—wA A —B) De Morgan azonossagot alkalmaztuk.
Tehat az eredeti mondat tagadasa:

Van olyan paros szam, amely nem oszthaté 2-vel.
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Megjegyzés.

Az itéletkalkulussal ellentétben predikatumkalkulusban nincs algoritmus
annak eldontésére, hogy két formula logikailag ekvivalens-e, mert minden
individuumtartomanyt és minden interpretaciét meg kellene nézni.

y

A matematikai logika arra j6 példaul, hogy.

o segiti az egyértelm( fogalmazast,

@ megkonnyiti az allitasok tagadasat,
o segit, hogy helyes kdvetkeztetéseket vonjunk le,

o kapcsolédik a programozashoz.
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Predikatumkalkulus, Halmazok elektronikus teszt (1. fel.)

Az elektronikus tesztek a https://www.math.u-szeged.hu/~mmaroti/tests/

oldalon érheték el. Az els6 elektronikus teszt a masodik hét végén indul,
regisztralni mar lehet. Tovabbi részletek az el6adé honlapjan.

Legyen az individuumtartomany az A = {1,2, 3,4} halmaz, és legyen g az
az 1-valtozés fiiggvényjel A-n, amelyre
g(1)=2, g(2)=3, gB8)=2 g4 =3
Tovabba definialjuk a kovetkezd predikatumokat:
E(x,y): x egyenlé y-nal, R(x,y):x+y=4, P(x):x paros.

Dontse el, hogy az alabbi allitasok igazak-e.

o (Ix)(Fy)R(x,y)

o (Vx)(Jy)E(x,8(y))

o (Ix)(Vy)(R(x,y) = (P(g(x)) A P(g(y))))
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Predikatumkalkulus, Halmazok elektronikus teszt (1. fel.)

Legyen az individuumtartomany az A = {1, 2,3,4} halmaz, és legyen g az az
1-valtozés fiiggvényjel A-n, amelyre
g(l)=2, g(2)=3, g(B)=2 g(4)=3.
Tovabba definialjuk a kovetkezé predikatumokat:
E(x,y) : x egyenlé y-nal, R(x,y):x+y=4, P(x):x paros.
Dontse el, hogy az alabbi allitasok igazak-e.
e (Ix)(Fy)R(x,y) igaz, példaul x =1ésy =3, vagy x =y = 2.
o (Vx)(Jy)E(x,g(y)) hamis, a g-nél az 1 és a 4 sem all elé képként.
o (Ix)(Vy)(R(x,y) = (P(g(x)) A P(g(y)))) igaz, ha x = 4-et
valasztjuk, akkor R(x,y) tetszéleges y esetén hamis, mivel az
implikacié el6tagja hamis, igy az implikacié igaz, fiiggetleniil attdl, mi
szerepel az utétagban.
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Teljes indukcid, rekurziv definicié |
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Szamhalmazok jelolése

Allandé jelolések.

N :={1,2,3,4,...} a természetes szamok halmaza,
No :={0,1,2,3,...} a nemnegativ egész szamok halmaza,

7 ={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,... } az egész szamok halmaza,
Q :={a/b:acZ, be N} a racionalis szamok halmaza,

R : a val6és szamok halmaza.

A jelolések eredete: ,,natural” (természetes), , Zahl" (szam), ,quotient”
(kvéciens, azaz hanyados), ,real” (valds).

Megjegyzés.

A kozépiskolaban hasznalt jeldléssel ellentétben a 0-t nem tekintjiik
természetes szamnak, hiszen az emberiség csak évezredekkel a pozitiv
tortekkel valé szamolasi rutin utan vezette be a 0 fogalmat.
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Teljes indukcio

Az indukcié alapvet része a gondolkodasunknak, de a ,,sok esetbdl az
Osszesre kovetkeztets” modszer nem mindig allja meg a helyét. A teljes
indukcié viszont az alaphalmaz és az elvégzett lépések miatt egy bizonyitasi
moédszert ad a ,,minden n-re H(n)" tipust allitasok esetén.

Teljes indukciéval bizonyithat6, hogy minden n € N-re az els6 n
természetes szam Osszege n(n +1)/2.

Késébb sziikségiink lesz a kovetkez§ tételre.

Barmely nemiires, természetes szamokbdl all6 halmaznak van legkisebb
eleme. (Teljesiil N-re és No-ra is.)
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Teljes indukcio tétele (n-rél (n+1)-re)

Teljes indukcié tétele (1. alak).
Legyen H(n) egy n-tdl fiiggd allitas. Ha
o egyrészt H(1) igaz,

@ masrészt barmely n € N-re H(n) teljesiilésébs| kdvetkezik H(n + 1)
teljesiilése,

akkor igaz a,,Vn € N-re H(n)" allitas.

4

Megjegyzés.
N helyett az Ny halmaz vagy akar a {7,8,9, ...} halmaz is szerepelhetett

volna a fenti tételben, de ekkor persze H(1) helyett H(0)-at, illetve H(7)-et
(azaz a legkisebb értelmes esetet) kellett volna irnunk.

v
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Teljes indukcié tétele (n-re az Gsszes el6z5bsl)

Teljes indukcio tétele (2. alak).

Legyen H(n) egy n-t8l fiiggs allitas. Ha barmely n € N esetén H(1), H(2),
.., H(n — 1) egyiittes teljesiilésebs| kdvetkezik H(n) teljesiilése, akkor igaz

a,,Vn € N-re H(n)" allitas.

Formalisan: Ha Vn € N-re (H(1) A... A H(n— 1)) — H(n), akkor

Vn € N-re H(n).

Megjegyzés.

Itt sem marad ki H(1), azaz az n = 1 eset, hiszen akkor
{H(1),...,H(n—1)} az allitasok iires halmaza, amelyre a konjunkci6
automatikusan igaz (Id. 1. el6adas, TDNF definiciéja utani megjegyzés),
igy H(1)-nek is igaznak kell lenni.
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Teljes indukcio tételének bizonyitasa

Csak a 2. alakot bizonyitjuk, az 1. bizonyitasa hasonlé.

Bizonyitas (,,Ha Vn € N-re (H(1) A... A H(n—1)) — H(n),

akkor Vn € N-re H(n)").

Indirekt bizonyitjuk, azaz feltessziik hogy az allitdas nem igaz. Tehat a

Vn € N-re (H(1) A...AH(n—1)) — H(n) feltevés teljesiil, de a

B :={k € N: H(k) = h} halmaz nem iires. Korabbi tételiink szerint
B-nek van legkisebb eleme; jeldlje azt n. Az n valasztasa folytan
1,...,n—1¢ B, tehat H(1) A... AH(n—1) = i. Ekkor azonban a feltett
implikacié miatt H(n) = i, ami ellentmond annak, hogy n € B.

v
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Teljes indukcié segitségével bizonyitsuk be, hogy tetszéleges n természetes
szamra n® + 5n oszthaté 6-tal.

A teljes indukci6 tételének 1. alakjat hasznaljuk.
o 1. lépés: Belatjuk a legkisebb elemre, n =1 esetén 6 | 13 +5=16
teljesiil.
o 2. lépés: Legyen n € N tetszéleges, és tegyiik fel, hogy n® + 5n
oszthaté 6-tal. Ez az Ggynevezett indukcids feltevés.
e 3. lépés: Bizonyitjuk az indukciés feltevés segitségével, hogy az allitas
n+ l-re is igaz.

(n+13+5n+1)=n+3m+3n+1+5n+5=

= (P+510) + 3n(n+1l) +_6
—— —— ~~
6 | az ind. felt. miatt 6 | mert n(n+ 1) paros 6|

Azaz, tetsz8leges n € N-re, ha n-re a mondott kifejezés oszthaté 6-tal,
akkor (n + 1)-re is oszthaté.
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Rekurziv definicié (n-rél n + 1-re)

Rekurziv definicié (1. alak).

Gyakran nem bizonyitani, hanem definialni akarunk valamit. A teljes
indukci6 ,,parja” a rekurziv definicié: minden n € N-re szeretnénk
definialni az F(n) fogalmat. Ehhez definialjuk a fogalmat n = 1-re, azaz
definialjuk F(1)-et, majd megadjuk azt, hogy tetszéleges n-re hogyan
kapjuk meg F(n+ 1)-et F(n) felhasznalasaval.

Megjegyzés.
Természetesen N helyett Np-at is irhattunk volna.
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Rekurziv definicié (n-re az dsszes eléz

Rekurziv definicié (2. alak).

Minden n € N-re definialni szeretnénk az F(n) fogalmat, ehhez megadjuk
az els6 néhany elemre a fogalmat, és az F(n)-et a korabbi elemek
segitségével definialjuk.

Példa.

llyen tipust rekurziv definici6é szerepelt itéletkalkulusban a formulak
megadasanal, valamint predikatumkalkulusban a kifejezés illetve a formulak
definiciéja soran.

| A\

Példa.

Legyen 1 =1, b =1, és n > 2 esetén f, = f,_» + f,_1. Ezzel rekurziv
mdédon definialtuk f,-et minden n € N-re, azaz rekurziéval definialtunk egy
f1,f, f3,... végtelen szamsorozatot, az an. Fibonacci-sorozatot.

| A\
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Mire j6 a rekurzi6 és a bizonyitas?

Rekurzié nélkil (trivialis eseteket leszamitva) aligha lehetne programozni
vagy programozasi nyelveket definialni!

Bizonyitas nélkiil gyakran nem lehet elére tudni bizonyos dolgokat; pl. azt,
hogy hany lépésben fut le egy algoritmus vagy program. Az el6zetes
becslés és szamolas egyik kelléke a teljes indukciés bizonyitas. El6adason
azért bizonyitunk be néha egy-két dolgot, hogy gyakoroljuk az Gjonnan
megismert fogalmakat, tételeket, hogy hozzaszokjunk azok hasznalatahoz.
Masrészt — ha egyszer megértettiik — a bizonyitas segit majd a tételeket,
pontosan felidézni. Es persze a bizonyitasokban megismert fogasok kellenek
a feladatok megoldasahoz.
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