2.6 feladat a) e) és f) részének a
megoldasa
Segédanyag a Diszkrét matematika I. kurzushoz

2.6 feladat

Formalizéaljuk predikatumkalkulusban a kovetkezo itéleteket. Adjuk meg a for-
muldk tagadasat is ugy, hogy kvantort nem tagadunk, és fogalmazzuk meg a
megfeleld itéletet koznapi nyelven. (Individuumtartomany az emberek halma-
za.)

a) Minden informatikus éhes.

Az éhes informatikusok kedvelik a szakdcsokat.

(¢

(a)
(b) Ha egy szakdcs éhes, {6z magénak.
)
(d) Van olyan szakécs, aki csak informatikusnak f6z.

(e) Minden informatikus kedveli a neki {6z szakdcsokat.
(f

(g

2.6 feladat megoldasa

(a) feladatrész:

Mivel a feladat nem adta meg a felhasznalandé prédikatumjeleket, ezért elészor
vezessiik be azokat, amelyek a mondat formalizdlasdhoz sziikségesek. A feladat
soran végig észben tartjuk, hogy a individuumtartomany az emberek halmaza.
Formalizélnunk kell azt, hogy egy ember informatikus, illetve hogy éhes, ezért
a kovetkezd prédikatumjeleket vezetjiik be:

) Mézga Géza szerencsétlen, de gyermekei szerencsések.

Ha Mézga Géza szakacs, és senki sem éhes, akkor mindenki szerencsés.

I(x) : =z informatikus E(x): x éhes

Ahhoz, hogy jobban lissuk a mondatban fellép6 logikai miiveleteket, érdemes a
mondatot kicsit atfogalmazni, a jelentéstartalom megvaltoztatasa nélkul:

Minden ember, ha informatikus, akkor €hes.

A minden ember miatt a formulat az (Va) univerzalis kvantorral kezdjik, a ha
informatikus, akkor €éhes rész miatt az implikédcié logikai miiveletét hasznaljuk,
hasznélva az el6bb bevezetett jeloléseket: I(x) — E(x). Tehdt mondat forma-
lizélva:

(Va)(I(z) = E(z))

El6adason volt réla szd, hogy kvantort gy is tagadhatunk, ha a kvantort ki-
cseréljiik és a kvantor utan szerepld formulat tagadjuk. Azaz:

(Bz)(=(I(x) = E(x)))



Erdemesebb ezt a tagadast Ugy atirni, hogy a negacié mar csak prédikatumjelre
vonatkozzon, még ha a feladat ezt kiilon nem is kéri. Az eldadésrdl tud-
juk, hogy a —(I(z) — E(x)) részformuldt kicserélhetjitk egy vele ekvivalens
részformulara. Azt is tudjuk, ha egy az itéletkalkulusban 1évé ekvivalencidban
az (téletvaltozdkat kicseréljiik prédikatumkalkulusbeli formuldkra, akkor megint
ekvivalens formuldt kapunk. Mivel a feladatban implikacié tagaddsa szerepel,
nézziikk meg, hogy milyen ekvivalencidt ismeriink itéletkalkulusbdl:

ﬂ(A-)B)EA/\—!B

Tehat, ha A helyébe I(x)-et, B helyébe E(x)-et helyettesitiink, akkor tovdbbra
is ekvivalenciat kapunk:

-(I(z) = E(z)) = I(x) N —E(x)

Azaz azokat az ekvivalencidkat, amelyeket itéletkalkulusbdl ismeriink, ” dtemel-
hetjik” a prédikatumkalkulusbeli formuldinkba, és alkalmazhatjuk &ket. Az
el6z6 ekvivalencidt visszairva:

(Fz)(~(I(x) = E(x))) = CGx)(I(z) A —E(z))
A tagaddst hétkéznapi nyelvre is le kell forditani. A (Jz) rész visszaolvasva:
Létezik ember, aki. A (I(x) A —~E(x)) rész pedig: informatikus és nem éhes.
Azaz egyben:

Létezik ember, aki informatikus és nem éhes.
A fenti mondat kicsit magyartalan, ezt még csiszolhatjuk:

Van olyan informatikus, aki nem éhes.

(e) feladatrész:

Uj prédikatumjeleket kell bevezetniink. Az egyik arra vonatkozik, hogy valaki
szakdcs-e, a masik a wvalaki kedvel valakit kapcsolatot kell hogy megjelenitse, a
harmadik pedig a valaki f6z valakire részt kell hogy kifejezze:

S(x) : x szakdcs K(z,y) : © kedveli y-t F(z,y): z f6z y-ra
Majd kicsit atirjuk a mondatot, hogy a szerkezetét jobban lassuk:
Minden informatikus minden szakdcsot kedvel, ha f6z neki.

Latjuk, hogy két univerzalis kvantor is megjelenik a mondatban. Kezdjiik tehét
a formuldnkat (Vz)(Vy)-nal, hiszen minden z-re és y-ra teljesiil, ha = informati-
kus és y olyan szakacs, aki f6z z-re, akkor x kedveli y-t. Ebbdl az is latszik, hogy
egy implikdciot kell haszndlnunk, aminek elsé fele a harom feltételt tartalmazza
és-sel osszekotve: I(x)AS(y)AF(y,x), masodik fele pedig a kovetkezmény, hogy
x kedveli y-t: K(z,y). Azaz a teljes formula:

(V) (Vy) ((L(z) A S(y) A F(y, x)) = K(z,y))

Ennek tagadasa:

—(V2)(Vy)((I(z) A S(y) A Fly, x)) = K(x,y))



Mivel kvantort nem tagadhatunk, at kell alakitanunk a fenti formulat. Ha a
formula elején két kvantor all, akkor mindkett6t lecseréljiik és a kvantorok utani
részt tagadjuk:

—~(V2) (YY) ((I(x) A S(y) A F(y,z)) — K(z,y)) =
(3z)(3y)~((I(z) A S(y) A F(y,z)) = K(z,y))

Az implikdcié tagaddsa az a) részhez hasonléan megy:
(3)Fy) (I (x) A S(y) A F(y, z) A=K (x,y))

Hogy olvassuk vissza a formuldt? A 3z és az I(x), valamint az Jy és az S(y)
miatt a mondat eleje:

Létezik informatikus és létezik szakdcs. ..

Az F(y,x) azt jelenti, hogy a szakics (akinek a létezésére utaltunk) {6z az
informatikusra és a =K (x,y) azt jelnti hogy az informatikus nem szereti ezt a
szakédcsot. Azaz:

Létezik informatikus és létezik szakdcs, hogy a szakdcs f6z az informatikusra,

de az informatikus nem szereti szakdcsot (aki f6z rd).
Ez elég magyartalan, szebben:
Van olyan informatikus, aki nem kedvel néhdny neki f6z6 szakdcsot.

(f) feladatrész:
A szerencsésség és a szerencsétlenség eddig nem fordult eld, ezért az 1Gj prédika-
tumyjel legyen:

Sz(x) : © szerencsés

A fenti tagadasdval a szerencsétlenséget is ki tudjuk fejezni. Mézga Géza egy
konkrét személy, nem pedig az emberek egy részhalmaza (mint a szakécsok és
informtikusok), ezért vezessiink be rd egy individuumkonstanst:

m : Mézga Géza

Barmikor, amikor Mézga Gézara kell utalni a formalizalasban, ezt az m véltozot
fogjuk haszndlni. Mézga Géza gyerekei is el6keriilnek, de ket konstanssal nem
jelolhetjik, mint az el6bb Gézat, hiszen nem feltétlen egy konkrét emberre uta-
lunk, hanem tobbre, ezért itt egy kétvaltozos jelet hasznalnunk:

G(x,y) : z gyereke y-nak

Most méar ratérhetiink a formalizaldsra. Az eredeti mondat két részbél all, és
egy de szdval vannak Gsszekapcsolva, ami atirva:

Mézga Géza nem szerencsés €s a gyermekei szerencsések.
Az elsé rész egyszerlien —.Sz(m) formalizdlva. A mésodik rész dtfogalmazva:
Minden ember, akire igaz, hogy Mézga Géza gyermeke, szerencsés.

Ebbdl mar latszik, hogy a mondat méasodik felében kell egy univerzalis kvantort
és egy implikaciét haszndlni. Az implikacié els6 fele G(x,m), a mésodik Sz(z):

(Vx)(G(z,m) — Sz(x))



A kettd formula és-sel 6sszekapcesolva:
=Sz(m) A (Va)(G(x, m) — Sz(x))

A fenti formuldt tagadni is kell. [téletkalkulusbél emléksziink a De-Morgan
azonossagokra, miszerint

~(AAB)=-AV-B

ElGszor ezt az azonossagot, majd pedig az implikacié tagadasara felhasznalt
formulankat hasznélva:

=(=Sz(m) A (Vz)(G(xz,m) = Sz(x))) = Sz(m) V -(Vz)(G(z,m) — Sz(z)) =

Sz(m) Vv (3z)(G(x,m) A ~Sz(x))

Visszaolvasva a mondatot:

Mézga Géza szerencsés, vagy van olyan ember,

aki Mézga Géza gyermeke és nem szerencsés.

Szebben:

Mézga Géza szerencsés, vagy van olyan gyermeke, aki szerencsétlen.



