4. feladatsor — Miiveletek és algebrak

Jelolje Z az egész szamok halmazat, N a pozitiv egészek halmazat, Ny a nem negativ egészek
halmazat, Q a racionalis szamok halmazat, R a valés szamok halmazat, R™ a pozitiv valos szamok
halmazat, C a komplex szamok halmazat, R™*™ az m x n-es valos matrixok halmazat, tovabba
GL(n,R) = {M € R : |M| # 0}, azaz az n x n-es invertalhat6 valos méatrixok halmazat jeloli.
Valamint jelélje B4 az A halmazbol B halmazba mend leképzések halmazat, S, pedig tetszéleges
pozitiv n egész esetén az {1,...,n} halmaz Gsszes permutéacidjanak halmazat.

4.1. Feladat. Mvelet-e

(a) az S, halmazon a szorzas;

(b) az Osszeadés a 3-jegyi pozitiv egész szamok halmazén;
(c) az osztas a Q halmazon;

(d) GL(n,R) halmazon a matrixok szorzésa.

(e) GL(n,R) halmazon a méatrixok Osszeadésa.

(f) az Osszeadés az {a + bi | a,b € RT} halmazon.

(g) a szorzas az {a + bi | a,b € R} halmazon.

4.2. Feladat. Készitsiik el az alabbi grupoidok mtvelettablajat, és ennek alapjan allapitsuk meg,
hogy melyik grupoid kommutativ, melyekben van zéruselem, illetve egységelem. Az egységelemes
grupoidokban hatarozzuk meg, hogy mely elemeknek van inverze.

(@) (S2;);
(b) ({-1,0,1}; -);
(c) ({-1,0,1}; max);

(d) ({a,b,c}; o), ahol z oy =y.

4.3. Feladat. Az alabbi miivelettablazatok alapjan dontsiik el, hogy kommutativ-e a mivelet,
van-e a grupoidban zéruselem, illetve egységelem? Ha van egységelem, akkor mely elemeknek van
inverze?
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4.4. Feladat. Vizsgéaljuk meg, hogy a kovetkez6 grupoidok asszociativak-e, kommutativak-e, van-
e benniik zéruselem, illetve egységelem. Az egységelemes grupoidokban keressiik meg azokat az
elemeket, amelyeknek van inverze. Ez alapjan dontsiik el, hogy a grupoid félcsoportot, monoidot
vagy csoportot alkot-e.

a ; ahol x oy = x;
(a) (Q; o), y=u;
(b) (N; %), ahol m *xn =mn —m + n;
; 0),ahol x 0y =12 — 3z — 3y + zy;
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R; o), ahol z Aoy = xy — 2(x + y) + 6;
ER|0<r<1};®),aholz®y=|r—yl|

1



4.5. Feladat. Vizsgéaljuk meg, hogy a kdvetkez6 grupoidok koziil melyek félcsoportok, melyek
monoidok, melyek csoportok, és melyek Abel-csoportok.

(@) (N; +); (b) (No; +); (c) (Z; +); (d) (@ +);

(€) (Sa5 )i (B) (Z; - ); (g) (Q; -); (b) (Q\{0}; -);
(i) R ) () (A% ) (k) (R¥2 4); (1) (R )
(m) (Z7 )? (n) (GL(an)7 )’ (0> ((C, )

4.7. Feladat. Melyek alkotnak gytiriit, és melyek alkotnak testet az alabbiakban megadott algeb-
rak kozil?

(a) (N; +5 )5 (b) (Z; +5 - ); (¢) (Q; +;-); (d) (R; +5 )
Citsio); (R +:-) (9) (C¥%+5-) () (2% +5 ).

’

Szorgalmi feladatok

4.8. Feladat. Hatarozzuk meg, hany olyan miivelet definidlhat6 az A = {a, b} halmazon, amellyel
A grupoidot, monoidot, csoportot alkot. (Két miivelet kiilonb6z6 az A halmazon, ha a mitvelet-
tablazatuk nem egyezik meg.)

4.9. Feladat. Legyen az A halmaz n-elemi. Hatarozzuk meg, hdny olyan miivelet definidlhato
A-n, amellyel A grupoidot, kommutativ grupoidot, egységelemes grupoidot alkot. (Két mivelet
kiillonb6z6 az A halmazon, ha a mivelettablazatuk nem egyezik meg.)

4.10. Feladat. Tekintsiik az (NV, .) grupoidot, ahol - a szokasos leképezésszorzas. Legyen ¢: N —
N, z — 2z. Keressiink olyan v € NV elemet, melyre o1 = idy, illetve olyat is, melyre ¢ = idy.

4.11. Feladat. Igaz-e minden A nem iires halmaz és minden asszociativ o : A x A — A mivelet
esetén, hogy ha minden z,y € A-ra teljesiil az x o y o y = x egyenléség, akkor o kommutativ?

4.12. Feladat. Igazoljuk, hogy minden véges félcsoportban van olyan elem, melynek a négyzete
onmaga. (A félesoport miivelete szorzés a feladatban.)

4.13. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy csoport minden elemének az egységelem a négyzete, akkor
a csoport kommutativ.

4.14. Feladat. Hatéarozzuk meg, hogy hanyféleképpen lehet definialni a mtiveleteket az A = {a, b}
halmazon, hogy A a miiveletekkel testet alkosson.



