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1. Definicié. A valos szamokbol 4llo szamparokat komplex szamoknak nevezziik. A komplex sza-
mok halmazat C jeloli, azaz C =R x R. A z = (a,b) € C helyett azt irjuk, hogy z = a + bi, amelyet
a z kanonikus alakjanak neveziink. Az a € R szamot z valos részének, mig a b € R szamot z képzetes
részének hivijuk, és a = Re z, illetve b = Im z-vel jeloljiik. Az i a képzetes egység, i2 = —1.

2. Definicié. A z = a + bi komplex szam konjugaltjan a z = a — bi komplex szamot, és abszolut
értékén a |z| = va? + b? valos szamot értjiik.

Ha a kifejezésekkel valo szokéasos szamolasi szabalyokhoz (asszociativitds, kommutativitas és disztri-
butivitas) még hozzéavessziik azt, hogy i2 = —1, akkor a kovetkezSképpen szamolhatunk kanonikus
alakban.

o Osszeadas: (a1 + byi) + (ag + boi) = (a1 + az) + (by + bo)i
e Szorzéas: (a1 -+ bli)(ag + bQi) = a1a2 +albgi+a2b1i+b1b2i2 = (a1a2 — ble) + (a1b2 + ale)i.
e Reciprok: mivel az i a —1 négyzetgyoke, a reciprok képzésnél a gyoktelenitésnél hasznélt
lépést hajtjuk végre, beszorzzuk a szamlélot és a nevezdt is a nevezd konjugaltjaval.
Legyen z = a + bi # 0 komplex szam, ekkor

1 z a— bi a—bi a—bi a —b

=—= . ~ = = = = + "1
z 2z (a+bi)a—0bi) a®—=0%2 a2+ a?+b  a?+0b?

3. Tétel. A komplex szamok Osszeadésa és szorzasa asszociativ és kommutativ, tovabba a szorzés
disztributiv az Gsszeadasra.

4. Definicié. Legyen adott a sikban egy Descartes-féle derékszogt koordinatarendszer, és feleltessiik
meg az a + bi komplex szamnak az (a,b) koordinataju pontot. Igy kapjuk a komplex szamsikot, més
néven a Gauss-féle szamsikot. Az els6 tengelyt (abszcissza) valos tengelynek, a mésodik tengelyt
(ordinata) pedig képzetes tengelynek hivjuk. A valds tengelyen taldlhatok a valos szamok, a képzetes
tengelyen pedig a tiszta képzetes szamok.

5. Megjegyzés. A komplex szdmsikon a konjugalds nem mas, mint a valos tengelyre valo tiik-
rozés, az abszolut érték az origotol (nullatol) mért tavolsag, a komplex szamok Osszeadasa pedig
(hely)vektorok Gsszeadasa.

6. Tétel. Tetszbleges u,v € C szamra




8. Definici6. Egy nemnulla z komplex szam argumentuma az a szog, amivel a valos tengely pozitiv
felét el kell forgatni az origd koriil, hogy atmenjen a z-nek megfelel6 ponton, amit arg z-vel jeloljik.
(Ez 27 egész szamu tobbszoroseinek erejéig egyértelmiien meghatarozott.) A nulla szdmnak nincsen
argumentuma.

9. Definici6. A nemnulla z = a + bi komplex szam trigonometrikus alakjan a
z =r(cosp + isinp)

felirast értjiik, ahol 7 = |z| = Va2 + b2 és o = arg z. A nulla komplex szamnak nincsen trigonomet-
rikus alakja.

10. Megjegyzés. A nullatol kiillonb6z6 komplex szamok argumentuma csak 27 egész szamua tobb-
szoroseitdl eltekintve meghatérozott Ezért a komplex szamok trigonometrikus alakja sem egyér-
telmt: példaul mind cos § + dsin 7, mind a cos =™ + isin 23” az ¢ komplex szam trigonometrikus
alakja. Viszont ha egy konkrét komplex szam trlgonometrlkus alakjat kell meghataroznunk, akkor

az argumentumot mindig a [0, 27[ intervallumban adjuk meg.

11. Tétel. Tetszoleges nullatol kiilonb6z6 u = r(cos ¢ + ising) és v = s(cosp 4 isint) komplex
szamokra

(1) @ = rcos(~¢) +isin(~g),
(2) u- v—rs(cos(go—i-w)#—zsm(go-i—w))
(3) u™t =771 (cos(—yp) + isin(—¢)),

(4) U/U—"”/S (cos(p — ) +isin(p — ).

12. Megjegyzés. A komplex szamok kanonikus alakjit felhasznalva lathattunk, hogy rogzitett
v € C komplex szdm esetén a z — z + v leképezés nem més, mint a v-hez tartozé vektorral vald
eltolés a komplex szamsikon. A komplex szamok trigonometrikus alakjat felhasznélva pedig lathato,
hogy rogzitett v = cos)+isin ¥ egységnyi abszolut értékd komplex szam esetén a z — z-v leképezés
nem mas, mint az origd koriili ¢ szogi forgatas a komplex szamsikon.

\ z=r(cosg +ising)
it v = cosP +isiny
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13. Példa. Az ismert szinusz és koszinusz Osszegzési képleteket konnyen megkaphatjuk komplex
szamok segitségével. Tekintsiik a

U = Cos ¢ + % sin ¢, v = cos Y + isiny
komplex szdmokat. A trigonometrikus alakokkal szamolva a szorzatuk
w-v=cos(p+1)+isin(p+ ).
De ha a kanonikus alakot hasznaljuk a szorzat kiszamolasara, akkor
u-v=(cosp+isinep)- (cosy + isin)
=CoS-CcoSY +cosy-isiny + ising - cosy + isinp - isin Y
= (cosp - costp — sinp - sin1)) + i(cos ¢ - sin + sinp - cos V).
Mivel az u - v komplex szam egyértelmtien irhaté fel kanonikus alakban, ezért
cos(p + 1) = cosp - cosy —sinp - sin, és
sin(¢ + 1) = cos ¢ - sin1) + sin ¢ - cos Y.
2



Hasonloan szamithato ki a cos(¢ — 1) és sin(¢ — ) képlete is, de ekkor az u és v komplex szamok
hanyadosat kell venniink.

14. Tétel (Moivre-képlet). Barmely nem zérd z = r(cos p+isin ¢) komplex szdm és n € Z esetén

2" = r"(cos(np) + isin(ny)).

15. Példa. Tudjuk, hogy cos2a = cos?a — sin? a és sin2a = 2sinacosa. Megmutatjuk, hogy

cos 3a és sin 3a hogyan szamithato ki egyszertien. Vegylik a z = cosa + ¢sin a komplex szamot és
szamoljuk ki a harmadik hatvanyat a trigonometrikus alakja

23 = cos 3a + i sin 3a,

és a kanonikus alakjai segitségével (felhasznélva azt, hogy (a + b)® = a3 + 3a?b + 3ab® + b?)

23 = (cosa +isina)?
o 3 . 2 . 3 .92 . .. 3
=cos" o+ 3tcos” - sina — 3cos o - sin” o — ¢ sin” «

= (cos® o — 3cos a - sin? ) 4 (3 cos® o - sin a — sin® ).

Tehat azt kaptuk, hogy

cos3a = cos® a — 3cos - sin
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2a, és
sin 3a = 3cos? « - sin o — sin® av.

16. Definicid. Tetsz6leges n pozitiv egész szam és z € C esetén azt mondjuk, hogy az u komplex
szam n-edik gyoke z-nek, ha u™ = z.

17. Tétel. Minden nemnulla z = r(cos ¢ + isin ¢) komplex szamnak pontosan n kiilénb6z6 n-edik
gyoke van, mégpedig

{‘/Ez{‘/?(cos%—i—isin%) (k=0,...,n—1).

18. Definicié. Az € komplex szamot n-edik egységgyoknek nevezziik (n € NT) ha " = 1. Az e
komplex szam egységgyok, ha n-edik egységgyok valamely n € NT-re.

19. Tétel. Az n-edik egységgyokok a kovetkezok:

2k 2k
sk:cos—ﬂ—l—isin—ﬂ (k=0,...,n—1).
n n
Ezzel a jeloléssel eg =1 és g = 5’f minden k =0,...,n — 1 esetén.

20. Megjegyzés. Az n-edik egységgyokok egy szabélyos n-szoget alkotnak a komplex szamsikon,
amelynek a koriilirt kore az origd kozéppontu egységkor, és egyik csiicsa 1. (Ez a két informécio
egyértelmtien meg is hatarozza az n-szoget.)

21. Példa. Az els6 egységgyokok halmaza a
{zeC:2'=1}={1}.
A masodik egységgyokok halmaza a
{zeC:22=1}={1,-1}.
A harmadik egységgyokok halmaza a

1 V3. 1 V38
C:28=1}=41,—-4 2 —— - Y}
{z€C:z } {,2+2z,2 22}
A negyedik egységgyokok halmaza a
{zeC:2t=1}={1,i,—1,—i}.
A hatodik egységgyokok halmaza a
’ ) 5

1 3 1 3 1 3.1 3
zeC:2" = = , =+ —1, + —1 —1 —1 .
€=ty = g g g g g

_5 1. —
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22. Tétel. Egy nemnulla komplex szam 0Osszes n-edik gyokét megkaphatjuk, ha egy rogzitett n-edik
gyokét megszorozzuk sorra az n-edik egységgyokokkel. Tehat ha u™ = z # 0, akkor a z komplex
szam n-edik gyokei: u-ep ahol k=0,...,n — 1.

23. Példa. Szamoljuk ki a /8i értékeit.
Kénnyen leellendrizhets, hogy —2i gyok, mivel (—2i)3 = —8i® = 8i. Tehat ha alkalmazzuk az
el6z§ tételt, és tudjuk a harmadik egységgyokoket, akkor megkapjuk a harom gyockot:

—2i-1= -2,

—2i - (—;-ﬁ-\/gi) =V3+1,

2
(1 V3 .
—27 - <—2—2z> = V3 +i.

24. Definicio. Azt mondjuk, hogy a & komplex szam primitiv n-edik egységgyok, ha n-edik egység-
gyok, de nem m-edik egységgyok semmilyen 0 < m < n egészre.

25. Példa. Az 1 primitiv els6 egységgyok. A —1 primitiv masodik egységgyok. A —% + @z és
f% — @z primitiv harmadik egységgyokok. Az i és —i primitiv negyedik egységgyokok. Az % + @z

és % — @z primitiv hatodik egységgyokok.

26.* Tétel. Az e, = cos %TW + isin %Tﬂ egységgyok akkor és csak akkor primitiv n-edik egységgyok,
ha k relativ prim n-hez.



