2. feladatsor — Leképezések, permutaciok

2.1. Feladat. Hatarozzuk meg az af és Sa leképezéseket.

(a) a: R=>R, za=2% SRR, z8=3x+1
b) a:R—-R, za=2*—-1, B:R—-R, z8=3""1
(€) a: Q* = Q, (v,y) = 5, B: Q= Q o+ (v,0—1)

2.2. Feladat. Vizsgaljuk meg, hogy az alabbi leképezések injektivek-e, sziirjektivek-e, illetve
bijektivek-e. (A feladatokban H jeloli a sikbeli nemelfajuldo haromszogek halmazat, E jeloli az
emberek halmazat és GL(n,R) = {M € R™" : |[M| # 0}.)

(a) a: R =R, za = 2?

(b) B: R =R, 28 = 2?

(c) v={(z,y): v anyjay} CE X E

(d) d ={(z,y): az x haromszog keriilete y méter} C H x R
(e) e: N>R, xgzﬁ

f) (: N=>N, n(=|n—3|+1

(8) mZXZ—1Z, (v,y) —»x+y

(h) 0:Z—ZXxXZ, x— (x—1,1)

1, ha z =1,

(i) e: N=> N, z—
r—1, hax>1

(G) k: R? > R?* 2+ zA, ahol A = (1 0)

0 0
(k) p: R — R, (aij>3><3 > a11022033
1) AN:R™™ -5 R, A |A], ahol n > 2 természetes szam
(m) v:N— 72 n— (1)
n?

2
3
(n) £:GL(n,R) — GL(n,R), M — M~!, ahol n egy tetszéleges természetes szam

2.3. Feladat. Adjunk minél egyszertibb példéat olyan leképezésre, amely

(a) nem sziirjektiv,

(b) sziirjektiv, de nem bijektiv,
(c) injektiv, de nem bijektiv,
(d) bijektiv.

Igazoljuk is a fenti tulajdonsagokat!

2.4. Feladat. Ellenérizziik, hogy az alabbi leképezések valoban bijektivek, és adjuk meg az inver-
ziiket.

(a) a: R—>R, za=3z—-1

(b) B: RT - R, zf8=(x+2)*—4

(¢) :RT >R, ay=(2x+1)2 -1
(d) §: RT — (13,00), 26 = 2? + 6x + 13



2.5. Feladat. Irjuk fel az alabbi Sr-beli permutaciokat paronként idegen ciklusok szorzataként:

(o) (123456 7\
VX=\7 42365 1)

1234567
(b)5:(1652437>’
© (1234567
T=\4 57126 3)

2.6. Feladat. Adjuk meg a kévetkezs S7-beli, paronként idegen ciklusok szorzataként elGallitott
permutaciokat kétsoros irasmodban:

(a) 6 =(136)(2754);
(b) e=(17)(26)(345);
(c) n=1(154273).

2.7. Feladat. Adjuk meg a kévetkezs Sg-beli permutaciokat paronként idegen ciklusok szorzata-
ként.

(1243)(1523);
(1234)(3461);
(123)(45)(12546);

(a
(b
(c
d) (1342)(56)(1432).

(

2.8. Feladat. A 2.5. és a 2.6. feladatban bevezetett jeloléseket felhasznélva adjuk meg az alabbi
S7-beli permutaciokat paronként idegen ciklusok szorzataként:

(a) ap;  (b) By () (Ba) ™5 (d) B% (e) B (f) o (g) adf.

2.9. Feladat. Adjuk meg a kovetkez$ Sg-beli permutéiciokat paronként idegen ciklusok szorzata-
ként:

)
)
)
)

(a) ((123)(45))"; )
(b) ((12346)(78))
(c) ((1234)(578))7;
(d) ((124)° 134)) 4;
(e) ((1243)7%(154)3) 7"

(f) ((154372)°((293)(4527))" (481))

-1
2.10. Feladat. Keressiik meg azokat a o € Sy permutéciokat, amelyekre teljesiilnek a kovetkezd
Osszefiiggések:

(a) (153)0(621)(413) = (315):

(b) ((1234)(738))°0(34) =

(c) (2436)40(1235)~° = (1423)'2.



2.11. Feladat. Dontsiik el, hogy parosak vagy paratlanok a 2.5. és 2.6. feladatban bevezetett
a,...,n € S; permutaciok, valamint a segitségiikkel megadott alabbi permutaciok:

(a) YE; (b) Qe; (C) 81802; (d) 7]1913; (e) 771998

2.12. Feladat. Szamitsuk ki a permutaciok segitségével megadott definicié alapjan a kovetkezd
determinansok értékét.

4 2 9 2 -1 3
@l 1 o Jf @l 2l @lo 2
0o 1 3 -3 5 6

2.13. Feladat. Az A € R®*% matrixrol tudjuk, hogy |A| = 20. Felcseréljiik A sorait az (12)(4365)
permutécio szerint, mennyi az igy kapott 1j méatrix determinansa?

Szorgalmi feladatok

2.14. Feladat. Legyen A = {1,2,3,4}, B = {1,2,3,4,5}. Hatarozzuk meg, hogy hany A-bol B-be
mend leképezés, injektiv leképezés, sziirjektiv leképezés és bijektiv leképezés van.

2.15. Feladat. Legyen A = {1,2,3,4,5}, B = {1,2,3}. Hatarozzuk meg, hogy hany A-bol B-be

mend sziirjektiv leképezés van.

2.16. Feladat. Adjuk meg tgy az A € R?*2? matrixot, hogy az a: R? — R?, v~ vA leképezés az
x-tengelyre vald tiikkrozés legyen. Vizsgaljuk meg, injektiv-e, sziirjektiv-e, bijektiv-e az o leképezés.

2.17. Feladat. Adjunk meg bijekciot a kdvetkezs halmazok kozott.
(a) (0;1) &s (=2;3) (b) (1;6) és (47)

2.18. Feladat. Adjunk meg bijekciot a kdvetkezs halmazok kozott.
(a) (0;1) és R (b) Rés R

2.19. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha az o : A — B leképezés injektiv, akkor valahanyszor
B:C — Aés ' :C — Aolyan leképezések, hogy Sa = ', mindannyiszor 5 = (5.

2.20. Feladat. Hany olyan o € S5 permutacié van, amelyre

(a) [My| =0;
(b) |Mo| =1;
(©) [Mo| =2;
(d) |M,| = 3;
(e) [M| = 4;
(f) [Ms| =

2.21. Feladat. Hanyféleképpen tancolhat 6 hazaspar gy, hogy senki sem tancol a sajat hazas-
tarsaval?



2.22. Feladat. Egy kartyakeversgépbe betettiink 9 bettikartyat MATEKHAZI sorrendben. A gép
a keverés utan a lapokat ZMKTIAEAH sorrendben adta ki. Ezutan a lapokat az elsé keverés utani
sorrendben tjra beletettiik a gépbe. A kartyakever&gép a belehelyezett 9 kartyat egy keverés soréan
mindig ugyantgy rendezi at. (Példaul a 4. helyen 1évS lapot mindig a 7. helyre teszi.) Milyen
sorrendben jottek ki a lapok a masodik keverés utan?

2.23. Feladat. Egy kartyakeverG gép egy lépésben a behelyezett kartyak sorrendjéhez képest
mindig ugyantgy rendezi at a lapokat. Betettiik a 13 darab treff lapot névekvs sorrendben 2-estl
aszig. A gép egyszer megkeverte a lapokat, az igy kapott csomagot tjra visszatettiik, ezt a gép
ismét megkeverte, majd az alabbi sorrendben adta ki a 13 lapot:

Bubi, 10, Kiraly, 9, Asz, 4, 5, 2, 6, Dama, 7, 3, 8.
Mi volt a lapok sorrendje az els6 keverés utan?
2.24. Feladat. Legkevesebb héany tranzpozicié szorzatara bonthato fel az (12...n) ciklus?

2.25. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezd halmazok elemeibdl S,, 0sszes eleme elGallithato
(permutacio)szorzassal (azaz generaljak S,-t):

(a) {(1k) : k=2,3,...,n};

(b) {(12),(12...n)}.



