MTNM113E: Matrixok, determinansok, linearis egyenletrendszerek

(elsadasvazlat)

Katai-Urban Kamilla

1. MATRIXOK

1. Definicid. Legyen m,n € N, az A (m x n)-es matrix egy téglalap alaku tablazat, amelynek m
sora és n oszlopa van. A tablazat elemei valos szamok, A € R™*™. Az A maétrix i-edik soréanak
j-edik elemét a;;-vel jeloljiik, bevezetjiik a kovetkezd jelolést is: A = (ayj) Az A (m x n)-es

mxn'
matrix altalanos alakja:
all a2 e A1n
a1 G2 ... G2p
A =
am1 Am2 ... QAmn/ .
1.1. Matrix miiveletek
2. Definicié. Az A, B € R™*™ matrixok Osszege:
A+ B = (aij) n + (0ij) psen = (@i 4 bij) -
3. Példa.
1 0 2 -6 3 —6
A= -5 9 , B=1 -3 1 , A+ B= -8 10
-1 -3 2 2 1 -1

4. Tétel. Tetszoleges A, B, C' € R™*™ métrixokra érvényesek az alabbiak:

(1) az Osszeadas kommutativ: A+ B = B + A;
(2) az Osszeadas asszociativ: (A+ B)+C =A+ (B+C).

5. Definicié. Az A = (a;j) € R™™ matrix A € R skalarral vett szorzata:

mxn
A =\ (aij)mxn = ()\aij)mxn'

2 -6 -1 —4 12 2
A‘<—3 17 > (_2)"4_( 6 —2 —14)'
7. Tétel. Tetszleges A, B € R™*™ matrixokra és \, 4 € R skalarokra érvényesek az aldbbiak:

(1) (Au)A = A(pA);
(2) MA + B) = AA + \B;
(3) N+ u)A =X A+ uA.

8. Definici6. Az A = (ajj),, ., € R™*™ matrix transzpondltja az AT = (b;;)
ahol b;; = aj; teljestil barmely 1 <¢ <n, 1 < j < m esetén.

6. Példa.

nxm € RV matix,

9. Példa.

5 3
A:(i‘fj), A= 4 1
-2 -2

10. Tétel. Tetszoleges A, B € R™*™ métrixokra és A € R skalarra érvényesek az alabbiak:
(1) (MA)T = AAT;
(2) (A+ B)T = AT + BT,
(3) (A7) = A,



11. Definicié. Az A és B valés matrixok szorzata AB pontosan akkor létezik, ha az A matrix
oszlopainak szama megegyeik a B matrix sorainak szaméval. Ekkor az A = (ay;),,,, € R™*" és a
B = (bij),, .., € R™* métrixok szorzata AB € R™** ahol

B- <Z aitbtj> |
t=1 mxk

6 -1

A—<f03g>, B=| 2 -2
-3 0

12. Példa.

ap - [(12-6-15 24640 _( -9 4
-\ 64+40-24 14040 )"\ 18 -1 )°

13 Tétel. Tetszoleges A, B, C valds matrixok és A € R skalar esetén, ha a miiveletek elvégezhetsk,
akkor teljesiilnek a koévetkezsk:

(1) a szorzas asszociativ: A(BC) = (AB)C;

(2) a szorzas disztributiv az osszeadasra: A(B+ C) = AB + AC és (A+ B)C = AC + BC;,
(3) MAB) = (\)B = A(\B):

(4) (AB)T = BTAT.

14. Megjegyzés. A matrixok szorzasa nem kommutativ! Az is lehet, hogy a méatrixok felcserélésével
mar a szorzas el sem végezhets, de négyzetes (n X n-es) méatrixok esetén sem cserélhetdk fel a szorzas
tényezdi altalaban.

15. Jelolés. Legyen A € R™*" és k € N, ekkor A¥ = A - A-.. A,
N/
k db

1.2. Specialis alakt matrixok
16. Definicié. Az A € R™" métrixot szimmetrikus métrixnak nevezziik, ha A7 = A teljesiil.
17. Definici6. Az A € R™ "™ négyzetes méatrix f6atlojanak az aq1, ass, ..., any, elemeket nevezziik.

18. Definici6. Az A € R™"™ matrix felsg (also) triangularis, ha a f6atloja alatt (felett) minden
elem nulla.

19. Definicié. Az A € R™*™ matrix diagonalis, ha a f6atléjan kiviil minden elem nulla.

20. Definicié. Az n x n-es egységmatrix olyan diagonéalis méatrix, amelynek féatlojaban minden
elem 1-es:

10 ... 0

0 1 0
E, =

00 ... 1

21. Definicié. Az n x n-es nullmatrix (zéromatrix) az a méatrix, amelynek minden eleme 0:

00 ...0
00 ...0
Zn =
00 ...0

22. Tétel. Tetszbleges A € R™*™-re teljesiilnek a kovetkezok:
(1) AE, = E,A= A,
(2) AZ, = ZpA = Z,.



2. DETERMINANSOK

Csak négyzetes (n x n-es) matrixoknak van determinansa. Az A = (a;;) € R™ "™ négyzetes

nxn
matrix determinansa valos szam, melynek jele: |A| vagy det(A) vagy

ail ... Qip

apl .. Qpnp

Az n természetes szamot a det(A) determinéns rendjének nevezziik.

Az 1 x 1-es A = (a) matrix determinansa: |A| = a. Nagyobb méatrixokra a determinéns definici6ja
rekurziv, egy n x n-es matrix determinénsahoz n darab (n — 1) x (n — 1)-es matrix determinansat
kell kiszamolni. A determinans rekurziv megadasahoz sziikségesek a kiovetkezd definiciok.

23. Definicié. Legyen A € R™ " tetsz6leges matrix. Az |A| determinans i-edik sordnak j-edik
eleméhez tartozé aldeterminans tgy keletkezik, hogy a determinansbél elhagyjuk annak i-edik sorat
és j-edik oszlopat. A kapott determinans jele: M;;.

24. Definicio. Legyen A € R™ " tetsz6leges matrix. Az |A| determinans i-edik sordnak j-edik
eleméhez tartozd A;j-vel jelolt adjungalt aldeterminans tgy keletkezik, hogy az M;; aldeterminanst
ellatjuk a (—1)"7 elgjellel:
Aip = (1) M.

25. Példa.

=

lAl=12 -1 2, M12=’
3 2 1

2 2
31

2 2
: A12:=(—4Jl+2'fwﬁ2:=(—4J1+2" "

3 1

26. Definicid. Legyen n > 2 természetes szam, és A € R"*". Ekkor az |A| determinans elsg sora
szerinti kifejtése:

aj; aip ... Qain
n n
asr a22 ... Q92p .
’A‘ = . . 3 . = E alj . (—1)1+] 'Mlj: E alj . Alj-
. : . : : —— -
J=1 A J=1
Anl Ap2 ... Qpp Li

A formula segitségével a determinans értéke rekurziv modon szdmolhato.

27. Példa. Tetszbleges a, b, c,d, € R esetén

CCL Z‘:a-(—1)1+1-d—l—b'(—1)1+2'c:ad—bc.
28. Példa.
1 -2 3
Al =12 -1 2| =1(-1)% ;1 f‘+(—2)-(—1)3-§ ﬂ+3-(—1)4-§ 21‘:1-(—5)+2-(—4)—|—3~7:8.
3 2 1

29. Megjegyzés. A térben az (a,b,c), (d,e, f), (g,h,i) vektorok és az origop altal meghatéarozott
test paralelepipedon.




A paralelepipedon térfogatat a kdvetkezs determinans abszolutértéke adja meg:

@ boc e f d f d e
d e f|l=a(-1)"" b ,‘+b-(—1)1+2, i+c~(—1)1+3-g h‘ = aei—afh—bdi+bfg+cdh—ceg.
g h i

A paralelepipedon térfogata: V = |aei — afh — bdi + bfg + cdh — ceg].

30 Tétel (Kifejtési-tétel). Determinans barmelyik sora vagy oszlopa szerint kifejthets. A deter-
minans i-edik sora szerinti kifejtése:

|Al = Z‘%J DR M”—Zaz] ij-

31. Tétel. Ha egy determinéns féatloja felett (vagy alatt) minden elem nulla, azaz egy trianguldris
mdtrixz determinansa, akkor a determinans értéke a fGatlojaban 1évs elemek szorzata.

32 Tétel. Legyen A négyzetes matrix. Ekkor
T
Al = [A7].
Azaz négyzetes matrixnak és transzponaltjanak a determinansa megegyezik.

33. Kovetkezmény (Dualitasi elv). Ha egy determinénsokra vonatkozo igaz éllitasban az ,,oszlop”
és ,,sor” szavakat kovetkezetesen felcseréljiik, akkor szintén igaz allitdst kapunk.

34. Tétel. Ha egy determinans valamely soranak minden elemét megszorozzuk egy ¢ valds szammal,
akkor a determinans értéke is c-szeresére valtozik.

35} Tétel. Ha egy determinans két sorat felcseréljiik, akkor értéke (—1)-szeresére valtozik.

36. Tétel. Ha a kovetkezs feltételek koziil valamelyik teljesiil, akkor a determinéns értéke nulla:

(1) valamely soranak minden eleme nulla;
(2) valamely két sora azonos;
(3) valamely két sora aranyos.

37. Tétel. A determinéans értéke nem valtozik, ha valamely sordhoz egy masik sor c-szeresét hozza-
adjuk.

38. Megjegyzés. Ne felejtsiik el, hogy a[33] Tétel, a Dualitasi elv, a[34-{37 Tételekre alkalmazhato,
igy az allitasok oszlopokra is érvényesek.

39. Példa. Az el6z6 tétel segitségével , kinullazhato” barmely determinéns barmely sora vagy oszlo-
pa, azaz elérhetd, hogy az adott sorban vagy oszlopban legfeljebb egy 0-t6l kiilénb6z6 elem maradjon.
Ez gyakorlati szempontbol azért hasznos, mert kevesebb aldeterminanst kell kiszamolni. A kovetke-
76 determinans esetén a masodik oszlop mésodik elemének segitségével nullazuk ki az oszlop tobbi
elemét gy, hogy a mésodik sor kétszeresét kivonjuk az els6 sorbél, illetve hozzaadjuk a harmadik
sorhoz. Ezek utan a mésodik oszlop szerint kifejtjiikk a determinanst.

1 -2 3 -3 0 -1
[Al=12 -1 2|=]2 -1 2 :O+(—1)-(—1)4-’
3 2 1 7T 0 5
40.* Tétel (A determinansok szorzastétele). Ha A és B azonos méretii négyzetes matrixok,
akkor:
|AB| = [A] - |B],
azaz azonos méretii négyzetes matrixok szorzatanak determinansa a determinénsaik szorzatéval egye-

zik meg.
4



3. MATRIX INVERZE (1. RESZ)

41. Definicio. Legyen A négyzetes matrix, A € R™*™. Azt mondjuk, hogy a B € R™*™ matrix
inverze A-nak, ha AB = BA = FE,.

42. Megjegyzés. Nem minden négyzetes méatrixnak van inverze. Ha az A matrixnak inverze a B
matrix, akkor 1 = |E,| = |AB| = |A]|-|B], igy |A| # 0. Tehat, ha |A| = 0, akkor nincs inverze A-nak.

43. Tétel. Ha az A matrixnak létezik inverze, akkor az egyértelmii. Jeldlje: A~1.

44. Tétel. Ha az A € R™*™ négyzetes matrix determinansa nemnulla, akkor az inverze a kovetke-

z6képpen szamithato:

An o A\ T

1

Al o ’
At ... Apn

ahol A;; az A méatrix a;; eleméhez tartozé adjungalt aldeterminansa.

A—l

45. Definicié. Ha az A méatrix determinansa nem nulla, akkor a matrixot nemelfajulonak nevezziik.
Ha az A matrixnak létezik inverze, azt mondjuk, hogy az A métrix invertalhato.

46. Kovetkezmény. Az A négyzetes matrixnak pontosan akkor létezik inverze, ha determinénsa
nem 0. Azaz az A négyzetes matrix pontosan akkor invertalhato, ha nemelfajulé.

-1 2 0
47. Példa. Legyen A= | -2 5 1 |. Ekkor |A| =1# 0, igy A invertalhato:
3 -6 -1
N -2 1| |2 5 T
-6 —1 3 -1 3 —6 T
1 1 -3 1 2 2
1 2 0 1 0 1 2
e + - =21 0| =1 1 1
—6 —1 3 -1 3 —6 9 1 _1 3 0 -1
JPRoo o rop 12
5 1 -2 1 -2 5

48. Tétel. Legyen A és B tetsz6leges (n x n)-es invertalhato méatrix, ekkor
(1) (ATH 7t =4,
(2) (AB)"'=B71A"L

49. Definicio. Ha A invertalhaté matrix, akkor definidlhatok A negativ egész kitevGs hatvanyai:

AP =AY =a1. 414 (keN).
k db

50. Tétel. Tetszbleges n X n-es A matrix esetén legyen A? = E,,. Legyen A tetszoleges invertalhato
métrix, és m, k € Z, ekkor

(1) AmAk = Am+k,

(2) (Am)* = Ak,
51. Megjegyzés. Matrixok inverze a [44] Tételtsl eltérs modon is meghatarozhato, pl. az un.

Gauss-eliminaci6 segitségével. Ezt a megoldasi moédot a Linearis egyenletrendszerek fejezet utan
ismertetjik.

4. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

52. Definicid. Egy m egyenletbdl allo, n-ismeretlenes lineéris egyenletrendszer altaldnos alakja:

a1 + apre + ... +apr, = by
(1) a1 + axo + ...+ asnr, = bo
Am1T1 + am2Z2 + ... + ApnTn = bma

5



ahol a;;, b € R (1 <i<m, 1 <j<mn). Az egyenletrendszer felirhaté Az = b alakban is, ahol

all a2 e A1n b1 I

asy a9 e aon bg T2
A= . . . . ’ b = y X =

Aml Gm2 ... Gmn bm Tn

Az A métrix az egyenletrendszer (egyiitthato)matrixa, az egyenletrendszer bdvitett matrixa pedig

all a2 . A1n ‘ bl

a1 ago Ce a2y, ‘ bg
Alb=| . . S

Aml Gm2 -+ Gmp | bm

4.1. Cramer-szabaly

53. Definicid. Azt mondjuk, hogy egy linearis egyenletrendszer szabélyos, ha a benne szerepld
egyenletek és ismeretlenek szama megegyezik, azaz egyiitthatématrixa négyzetes, tovabba egytittha-
tomatrixdnak determinansa nem 0.

54 Tétel (Cramer-szabaly). Ha az

ail - I + aio - T2 + -+ Alnp " Tpn — bl

Am1 -1 + am2-T2 + -+ QmnTn = by

egyenletrendszer szabélyos, akkor pontosan egy megoldasa van, amely a kévetkezd:

(05 al(i_l) [)1 al(i+1) ... Q1n
a1 ... Qg(3i-1) ba a2(i+1) --- QA2n
anpl  --. Qpi—1 bn An(i+1 co. Qpp .
x; = Gy (+1) (1 <i<n).
air ... QiG-1) @1i Q1341) --- Qln
azr ... Qg3;—-1) @2 QA23i41) --- QA2n
Anl .-+ Qp(i—-1) QAni Ap@i+1) --- Gnn

55. Megjegyzés. A Cramer-szabaly azt mondja ki, hogy szabalyos linearis egyenletrendszer esetén
az ri,..., T, ismeretleneknek csak egyféleképpen lehet tgy értéket adni, hogy az egyenletrendszer
egyenletei teljesiiljenek. A tétel meg is hatarozza, hogy melyek ezek az értékek: z; értékét egy tort
adja meg, amelynek nevezGje az egyenletrendszer méatrixdnak determinénsa (amely nem 0, mert az
egyenletrendszer szabalyos), a szamlaloban pedig az i-edik oszlopot kicseréljiik a jobb oldali kons-
tansok b oszlopaval. Mivel a Cramer-szabaly csak szabalyos egyenletrendszer esetén ad megoldast, a
gyakorlatban altaldban mas moédszert, pl. Gauss-eliminaciét, hasznalunk a linearis egyenletrendszer
megoldasara.

4.2. Gauss-eliminacio

56. Definicié. A bdvitett matrix elemi atalakitasai (az egyenletrendszer atalakitésai):
(1) Két sor (egyenlet) felcserélése.
(2) Egy sor (egyenlet) szorzasa egy tetszdleges nemnulla valos szammal.
(3) Valamelyik sorhoz (egyenlethez) egy maésik sor (egyenlet) szamszorosanak hozzaadéasa.

57. Definicié. A bévitett matrix 1épcsds alaki, ha barmely sordnak elsd nullatol kiillonbo6zs eleme
alatt csak nullak allnak, tovibba minden sorban az els6 nem nulla elem hatrébb van, mint a megel$z6
sor els6 nem nulla eleme.

58 Tétel. Elemi atalakitasokkal tetszéleges lineéris egyenletrendszer bévitett matrixa lépcsds alak-
ra hozhato.



59.% Allitas. Egy linearis egyenletrendszernek pontosan akkor nincs megoldésa, ha bévitett matri-
xénak lépcs@s alakjaban ellentmondé sor szerepel, ami a kovetkezd alaki: (0 . O\C), ahol ¢ € R és

c#0.

60. Definicio. A linearis egyenletrendszer egy valtozojat szabad valtozonak nevezziik, ha tetszéleges
valos szamot felvehet értékként, kiillonben a valtozot kotott valtozonak nevezziik.

4.3. Linearis egyenletrendszer megoldasainak szama

1. eset: Ha a Gauss-eliminéci6 soran ellentmondé sort taldlunk, akkor nincsen megoldas.

2. eset: Ha van megoldas (azaz nincsen ellentmondo6 sor a Gauss-eliminacié soran), és a bdvitett
matrix 1épcsds alakjaban kevesebb nem-0 sor van, mint ahany valtozd szerepel az egyenlet-
rendszerben, akkor van szabad valtozo, és igy végtelen sok megoldas van, hiszen a szabad
valtozok tetszéleges valds szamot felvehetnek értékként.

3. eset: Ha van megoldas, de nincs szabad valtozo, az akkor fordul els, ha a bévitett matrix 1épcsGs
alakjaban pontosan annyi nem-0 sor van, mint ahény valtozé szerepel az egyenletrendszerben.
Igy minden valtozo kotott, azaz értékiik egy-egy valos szam, igy pontosan egy megoldas

vall.
61. Példa.
et 1 T1—z2+z3 =1 1 +x2+23=1
e 2 T3 = 3x1 +3x2 +x3 =1 3x1 +3x2 +x3=1
3x1+3x2+x3=1
Tr1+ a0 —x3 =3 xr1+ a9 —x3 = —1

xr1+ a0 —x3 =2

11 1 |1
3 3 1 |1
1 1 —-1]2

1

1 1 1
0 0| —-2|-2
0 0 0 |-3

Nincs megoldés.

1 -1 1 11 1
3 3 1 3 3 1
( 1 1 -1 ( 1 1 -1
0 11 010
0 0111

0 0 00
Egy megoldas van. Végtelen sok mo. van.

Nincs szabad valtozo. Van szabad valtozo6 (z2).
Mo.: x1 :2, T2 =—1, 13 =-2 r1 = —T2, x3 =1 (szR)

N~
—
o O =
Ol =
[ =]
1w
N
N~ —

5. MATRIX INVERZE (2. RESZ)

62. Kiszamitasi modszer. Tetszbleges nemelfajuldé négyzetes matrix inverzét Gauss-eliminécid
segitségével is meg lehet hatarozni. Legyen A € R™ ™ olyan métrix, amelynek determindnsa nem O.
Ekkor az A matrixnak van inverze, és AA™! = E,,, tehat A~ az AX = E,, matrixegyenlet megoldasa.
Ez a métrixegyenlet felirhaté tobb olyan lineéris egyenletrendszerként, ahol az egyiitthatématrix
minden esetben A, a jobboldali konstansok pedig rendre az E,, matrix oszlopvektorai. Jeldlje e; az
FE,, méatrix i. oszlopvektoréat, azaz azt az n-komponensi oszlopvektor, amelynek i. komponense 1 a
tobbi pedig 0.

Ha megoldjuk az Az = ¢; (1 < i < n) linearis egyenletrendszereket, akkor minden egyenlet-
rendszernek pontosan egy megoldasa van (ld. Cramer-szabaly), ezen megoldésvektorok rendre az A
métrix inverzének az oszlopai. Mivel az egyiitthatomatrix minden lineéris egyenletrendszernél A, igy
az Osszes egyenletrendszert egyszerre is megoldhatjuk Gauss-eliminacio segitségével.

(AJE )~ (B[AT).
63. Példa. Meghatarozzuk Gauss-eliminacioval a kévetkezd A métrix inverzét:

-1 2 0



B.]+(—3)x[1]

[2.]+2x][1.],




	1. Mátrixok
	1.1. Mátrix műveletek
	1.2. Speciális alakú mátrixok

	2. Determinánsok
	3. Mátrix inverze (1. rész)
	4. Lineáris egyenletrendszerek
	4.1. Cramer-szabály
	4.2. Gauss-elimináció
	4.3. Lineáris egyenletrendszer megoldásainak száma

	5. Mátrix inverze (2. rész)

