MBLK13E: Miveletek és algebrak
(elsadasvazlat, 2023. februar 10.)

Katai-Urban Kamilla

Jelolje Z az egész szamok halmazéit, N a pozitiv egészek halmazat, Ny a nem negativ egészek
halmazat, Q a racionalis szamok halmazéit, R a val6és szamok halmazéit, ]Rar a nem negativ valos
szamok halmazat, C a komplex szadmok halmazat, R™ az n komponensi valés vektorok halmazat,
R™*" az m X n-es valos matrixok halmazat. Valamint jelolje B4 az A halmazbol B halmazba
mend leképzések halmazat, S, pedig tetszéleges pozitiv n egész esetén az {1,...,n} halmaz Gsszes
permutécidéinak halmazat.

1. MUVELETI TULAJDONSAGOK, ALGEBRAK

1. Jelblés. Legyen A egy tetsz6leges halmaz, jelolje A™ az n-tényezis A x A x --- x A Descartes-
szorzatot.

2. Definici6. Legyen A tetszéleges nemiires halmaz, és n € Nyg. Az A-n értelmezett n-valtozos
miiveleten egy A™ — A leképezést értiink, n-et a miivelet valtozoszaméanak (aritasanak) nevezziik.

3. Megjegyzés. Az el6z6 definicié n = 0 esetén egy elem kijel6lését jelenti az A halmazbol.

4. Definicié. Legyen A tetszdleges nemiires halmaz, F pedig jelolje az A-n értelmezett miiveletek
egy halmazat, ekkor az (A; F) part algebranak nevezziik.

5. Példa. Ha az el6z6 definiciéban szerepl§ F véges halmaz, akkor elemeit felsoroljuk a halmaz jelet
elhagyva, példaul algebrak a kovetkezdk: (Z;+,-), (Z;—), (N;1,-), (R%+), (R**3+), (C;+,-),
(AA; ')7 (Sn7 ida )

6. Definici6. Azokat az algebrakat, amelyeknek egy kétvaltozos mivelete van grupoidnak nevezziik.

7. Példa. A. Példaban megadott algebrak koziil a kovetkezSk grupoidok: (Z; —), (R3;4), (R?*3;+),
(AA; ')7 (Sn7 idv )

1.1. Miiveleti tulajdonsagok

8. Definicid. (Grupoid miveleti tulajdonsagai)
(1) Az (A;o0) grupoid asszociativ, ha (Va,b,c € A)(ao (boc) = (aob)oc)).
(2) Az (A;o0) grupoid kommutativ, ha (Va,b € A)(aob=boa).
(3) Az (A;o0) grupoidban van zéruselem, ha (Jo € A)(Va € A)(aoco=00a = 0).
(4) Az (A;0) grupoidban van egységelem, ha (Je € A)(Va € A)(aoce=eoa =a).
(5) Ha az (A; o) grupoidban e egységelem, és (Va € A)(Fb € A)(aob = boa = e), akkor minden
elemnek van inverze.

9. Tétel. Barmely grupoidban legfeljebb egy egységelem és legfeljebb egy zéruselem van.

10. Definicié. Ha a grupoidnak van egységeleme, egységelemes, ha van zéruseleme, zéruselemes
grupoidnak nevezziik.

11. Példa. Olyan grupoidokra adunk példat, melyek a [§ Definicioban szerepls tulajdonsagokkal
rendelkeznek.
(1) Asszociativ grupoidok: (N;-), (R3;+), (A4;-), (Su; ).
(2) Kommutativ grupoidok: (N;-), (R3;+), (C;+), (R?*3; +).
(3) Zéruselemes grupoidok: (Z;-) zéruseleme a 0, (C;-) zéruseleme a 0, (R?*2;.) zéruselme a
2 X 2-es zérOématrix.
grupoid ‘zéruselem
(Z;-) 0
(G;-) 0
R*2) | (88)




(4) Egységelemes grupoidok: (Z;-) egységeleme az 1, (C; +) egységeleme a 0, (R?*2; .) egységelme
a 2 X 2-es egységmatrix, (A4 -) egységeleme id4 és (S,;-) egységeleme id.

grupoid | egységelem
(Z;-) 1
(C;+) 0
(R 1 (§9)
(A4 idg
(Sn; +) id

(5) Egységelmeles grupoidok, ahol minden elemnek van inverze: (Z;+)-ban az a inverze —a,
(R3; +)-ban a v inverze —v, (Q \ {0};-)-ban a inverze 1/a, (Sy;-)-ban az a permutacios
inverze mindig kiszdmithato (bijektiv leképezéseknek van inverze), jeldlje a .

grupoid ‘ a inverze

(Z; +) —a

(R%+) —a

(Q \ 059 2

(Sns+) a!
12. Példa. Olyan grupoidokra adunk példat, melyek NEM rendelkeznek a [§ Definicioban szerepld
tulajdonsagokkal.

(1) Nem asszociativ grupoidok: (Z; —), (Q\ {0};:).

(2) Nem kommutativ grupoidok: (Z;—), (Q\ {0};:), (R¥*%;.), (A4;), (S,; ).

(3) Grupoidok, ahol nincs zeruselem (Z; =), (Z;+), (N; ), (S -)-

(4) Grupoidok, ahol nincs egységelem: (N;+), (Z;—), (Q\ {0};:).

(5) Egységelemes grupoidok, ahol nincs minden elemnek inverze: (No;+), (Q;-), (R?*2;.), (44;).

13. Definicid. Legyen o és x két kétvaltozd mivelet az A halmazon. A o disztributiv a x-ra nézve,
ha (Va,b,c € A)((ao (bxc) = (aob)x(aoc))A((bxc)oa= (boa)*(coa))).

14. Példa. A C,R,Q,Z, N, R™*™ halmazon a - disztributiv a +-ra.
1.2. Grupoidok hierarchiaja

15. Definicio. Az asszociativ grupoidokat félcsoportnak nevezziik. Az egységelmes félcsoportokat
monoidnak nevezziik. Azokat a monoidokat, ahol minden elemnek van inverze csoportoknak hivjuk.
A kommutativ csoportokat Abel-csoportoknak nevezziik.

16. Példa. Az (N;+) félcsoport, de nem monoid.
17. Példa. A kévetkezék monoidok, de nem csoportok: (N;-), (Ng; +), (R;-), (R™*";.), (44;-).

18. Példa. Nem (feltétlen) Abel-csoport az (Sy;-) csoport, melynek neve a teljes szimmetrikus
csoport. Legyen GL,(R) = {M € R™" : |M| # 0}, azaz az n x n-es invertalhato valos méatrixok
halmaza, (GL,,(R);-) csoportot alkot, melynek neve altalanos linearis csoport, ha n > 1, akkor nem
Abel-csoport.

19. Példa. A kovetkezSk Abel-csoportok: (Z;+), (R\ {0};-), (C;+), (R™*™; 4).

20. Tétel. Tetszbleges monoidban minden elemnek legfeljebb egy inverze van.

21. Tétel. Legyen (A;-) monoid. Ha az a,b € A elemnek van inverze: a=',b~!, akkor az a~! és ab

elemeknek is van inverze, mégpedig

(1) (@ H ™t =a,
(2) (ab)~t=b"ta"t.

2. CSOPORTOK

22. Definicid. Legyen o egy kétvaltozos miivelet a nemiires A halmazon.

(1) A x mtvelet invertalhato, ha barmely a,b € A elemek esetén az a x x = b, illetve y xa = b
egyenleteknek legalabb egy megoldasa van.
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(2) A x miivelet kancellativ, ha barmely a,b € A elemek esetén az a x x = b, illetve y xa = b
egyenleteknek legfeljebb egy megoldasa van.

23. Megjegyzés. A kancellativitas igy is megfogalmazhato:
Ya,u,v € A: axu=axv = u=0v é uxa=v*xa = u=0.
24. Tétel. Csoport miivelete mindig invertalhat6 és kancellativ.
25. Allitas. Véges alaphalmaz esetén az invertalhatosag és a kancellativitas egymassal ekvivalens.

26. Megjegyzés. Sok esetben, ha egyértelmi, hogy mi a csoportban a mitvelet, akkor a mutveleti
jelet nem irjuk ki, csak az alaphalmazt. Példaul, ha azt irjuk, hogy Z csoport, akkor + a miivelet,
hiszen - esetén nincs minden elemnek inverze. Hasonlbéan a teljes szimmetrikus csoport esetén csak
annyi frunk, hogy Sy, hiszen tudjuk, hogy a mitvelet a permutécidk szorzasa.

2.1. Hatvanyozas, elemrend

27. Definicid. Legyen (A;-) tetszSleges csoport, és jelolje 1 az egységelemet. Az a € A elem n-edik
hatvanyat (n € Z) a kovetkez6képpen definialjuk:

a---a, ha n > 0,
n db
a® =<1, han =0,
a ' ia”l han<o.
S—_——
—n db

28. Tétel. Legyen (A4;-) tetszoleges csoport. Barmely m,n € Z-re és a,b € A-ra

(1) a™a™ = o™,

(2) (@™)" = a™,

(3) ha ab = ba, akkor (ab)" = a"b"™.
29. Definicid. Legyen (A;-) tetszdleges csoport, és jelolje 1 az egységelemet. Az a € A elem rendje
az a legkisebb pozitiv egész n € N, amelyre a™ = 1. Ha nincs ilyen n, akkor a rendje végtelen. Az
elem rendjét o(a)-val jeloljiik.
30. Példa. Az (Ss;-) csoportban o((1 2 3)(4 5)) = 6, mert a ciklusok fliggetlenek, azaz felcserélhe-
tGek, igy kiilon hatvanyozhatoak. A (C\ {0};-) csoportban o(i) = 4 és o(1 + /3i) = co.

31. Tétel. Legyen (A;-) csoport, a € A véges rendt elem, és n,m € Z
(1) a™ = 1 akkor és csak akkor teljesiil, ha o(a) | n,
(2) a™ = o™ akkor és csak akkor teljestil, ha n = m (mod o(a)).

32.* Tétel. Legyen (A;-) csoport, és a,b € A felcserélhets elemek, azaz ab = ba. Ekkor o(ab) =
o(a)o(b) akkor és csak akkor, ha Inko(o(a),o(b)) = 1.

2.2. Részcsoport, izomorfia

33. Definicid. Legyen (G;-) csoport Ha H C G és (H;-) csoport, akkor azt mondjuk, hogy (H;-)
részesoportja (G -)-nek. Tovabba ha H # G, akkor (H;-) valodi részesoportja (G -)-nek.

34. Tétel. Tetszleges G csoport és ) # H C G esetén H akkor és csak akkor részcsoportja G-nek,
ha

(1) H tartalmazza G egységelemét: 1g € H;

(2) H zart a szorzasra: Yhi,ho € H: hy-hy € H,

(3) H zart az inverzképzésre: YVh € H: h™' € H.

35. Példa. Az Sy csoportban a V' = {id, (12) (34),(13) (24),(14) (23)} részcsoportot alkot, amit
Klein-féle csoportnak neveziink.

36. Példa. Az S,, csoportban a paros permutéciok halmaza, A, részcsoportot alkot, amit alternalo
csoportnak neveziink.
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37. Peélda. A GL,(R) altalanos linearis csoportban az SL,(R) = {M € R™" : |M| = 1}, az
dgynevezett specialis linearis csoport, részcsoportot alkot.

38. Példa. A sik Osszes egybevagosagi transzformécioi csoportot alkotnak a leképezésszorzis miive-
letével, egy adott sikidomot énmagaba képez§ egybevigosigok pedig részcsoportot alkotnak ebben
a csoportban a sikidom szimmetriacsoportja.

39. Definicié. A szabalyos n-sz0g szimmetriacsoportjat n-edfoki diédercsoportnak nevezziik és
Dy-nel jeloljik.

40.* Tétel. A D,, csoportnak 2n eleme van: D, = {id,a,a2, a" Nt at,d’t, ... ,a,"_lt}, ahol
a jeloli a szabélyos n-szog kozéppontja koriili 2% szogi forgatést, t pedig egy tetszdleges szimmet-
riatengelyre valo tiikrozést. Ekkor a* a kozéppont koriili %Tﬂ szogl forgatds (0 < k < n-—1), a
t,at,a’t,...,a" 't transzforméciok pedig tengelyes tiikrozések (két ,szomszédos” tengely = szoget

zar be egymassal). Fennall tovibba a ta = a1t Osszefiiggés.

41. Definicid. Legyen A = (A;x) és B = (B;®) két csoport (vagy csak grupoid). Azt mondjuk,
hogy a ¢: A — B leképezés izomorfizmus A-bol B-be, ha ¢ bijektiv leképezés, és ¢ felcserélhets a
miiveletekkel, azaz

Vai,ag € A1 (a1 *xa2)p = a1p & azp.
Ha létezik ¢: A — B izomorfizmus, akkor azt mondjuk, hogy A és B izomorf, jelolése: A = B.
42. Példa. A D3 csoport izomorf az S csoporttal (D3 = S3), ugyanis megadhat6 izomorfizmus
kozottiikk. Példaul, a Ds-ban szereplé 2% szogl forgatast megfeleltethetjitk az (1 2 3) € S3 per-
mutéacionak, valamint a ¢ tiikkrozést (1 2) € Ss-nak, ezek szorzataiként pedig a tobbi elemet is
megkaphatjuk a megfelel6 médon. Igazolhatd, hogy igy izomorfizmust kapunk.

43. Megjegyzés. Csoportok kozotti izomorfizmus megadéasanél nagy segitséget jelent, ha ismerjiik
az elemek rendjét, ugyanis az egymésnak megfeleltett elemek rendjének meg kell egyeznie.

2.3. Modulo n maradékosztalyok

44. Definicié. Az a egész szam modulo n maradékosztalyan az @ = {b € Z | b = a (mod n) }
halmazt értjiik. A modulo n maradékosztalyok halmazat Z, jeloli, azaz Z, = {0,1,...,n — 1}.

45. Tétel. A Z, halmazon miivelet a kovetkez6képpen definidlt Osszeadés, kivonas és szorzés:
a+b=a+0b, a—b=a—0, a-b=a-b.

46. Példa. Tekintsiik Zg-at, ekkor 3+6 =3 +6 = 1, valamint 2-4 =2 -4

=0
47. Tétel. Tetsz6leges n € N esetén (Zy;+) csoport, (Zy;-) monoid. A (Z, \ {0};-) grupoid
pontosan akkor csoport, ha n primszam.

48. Definicié. Az @ modulo n maradékosztaly redukalt maradékosztaly, ha Ilnko(a,n) = 1. A
modulo n redukalt maradékosztalyok halmazat Z;, jeloli, azaz Z} = {a € Zj, | Inko(a,n) = 1}.

49. Példa. Z§ = {1,2,4,5,7,8}.
50. Tétel. (Z;-) csoport.

51. Megjegyzés. A [{7] Tétel alapjan, ha n > 1, akkor, ha azt mondjuk, hogy Z,, csoport, a + a
miivelet. A Tétel alapjan a Z; csoport esetén a - a mivelet.
2.4. Generalas, ciklikus csoprot
52. Definicié. A (G;-) csoport X részhalmaza altal generalt részesoportja:

[(X] = {af" - a}f: ke No,z; € X, = 1}
Ha X = {a}, azaz 1-clemt halmaz, akkor az a elem &ltal generalt részcsoport [a] = {a*: k € Z}.
53. Példa. A Zg csoportban [4,6] = {0,2,4,6}. Ugyanis a generalt részcsopotban mindig szerepel-
nek a general6 elemek, tovabba 4+4 = 0, 446 = 2, és tovabbi elemeket méar nem tudunk elsallitani
a csoportban. Ez a részcsoport egy elem segitségével is elallithato, ugyanis 2] = {0,2, 4,6}, tehat
[4,6] = [2]
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54. Példa. Tekintsiik a Z}, csopotot, mivel redukalt maradékosztalyokrol van sz6 Z;, = {1, 3,7,9},

és a - a mivelet. Ekkor [9] = {1,9} és [3] = [7T] = Z],

55. Példa. Az S3 csoportban [(1 2 3)] = {id, (1 2 3),(1 3 2)} részcsoport, ami az As alternald
csoport, Az = [(1 2 3)].

56. Tétel. Legyen G csoport, a € G. Ha o(a) = n, akkor [a] = Z,,. Ha o(a) = oo, akkor [a] = Z.

57. Definici6. Ha a G csoportra és X C G-re G = [X], akkor azt mondjuk, hogy G-t generalja az
X halmaz. Ekkor X-et a G csoport generatorrendszerének nevezziik.

58. Példa. A Példa alapjan Zj,-ot generatorrendszere példaul a {3} halmaz.

59. Definicié. A G csoportot ciklikusnak nevezziik, ha van egyelemii generatorrendszere, azaz
G = [a] valamely a € G-re.

60. Példa. A [54] Példa alapjan Zj, cikliku csoport, ugyanis [7] = Z%,.

61. Példa. Az S5 csoport nem ciklikus csoport, mert a transzpoziciok rendje 2, a 3-hosszu ciklusoké
pedig 3, tehat egyik elem sem &llitja el§ a csoport Osszes elemét.

62. Megjegyzés. A . Tétel alapjan a ciklikus csoportok izomorfiatol eltekintve a Z,, (n € N) és
7.

63. Tétel. Ciklikus csoport barmely részcsoportja ciklikus.
2.5. Lagrange tétel

64. Tétel. Legyen H < G, és definialjunk a G halmazon egy ~ relaciét: a ~ b <= a~'b € H.
Ekkor ~ ekvivalenciarelacio, és egy a € G elem ekvivalenciaosztalya aH = {ah: h € H}.

65. Definicié. Az aH halmazt az a elem H szerinti bal oldali mellékosztalyanak nevezziik.

66. Kovetkezmény. Egy H < G részcsoport szerinti bal oldali mellékosztalyok a G csoport egy
osztalyozasat alkotjak.

67. Megjegyzés. Hasonl6 moédon definidlhatéak a Ha jobb oldali mellékosztalyok, amelyek szintén
osztalyozast alkotnak.

68. Definicié. A G véges csoport H részcsoportja szerinti bal oldali (jobb oldali) mellékosztalyok
szaméat H indexénck nevezziik. Jelolése: [G : HJ.

69. Tétel (Lagrange tétele). Tetszbleges G véges csoport és H < G részcsoport esetén |G| =
|H|-[G: H].

70. Kovetkezmény. Ha G véges ¢és a € G, akkor o(a) osztoja G elemszamanak.

71.* Tétel. A legfeljebb T-elemii csoportok (izomorfia erejéig) a kovetkezsk: {1}; Zo; Zs; Z4,V'; Zs;
Ze, S3; L.

3. GYURU, TEST, INTEGRITASTARTOMANY
72. Definici6. Az (A;+,-) algebrat gytiriinek nevezziik, ha (A; +) Abel-csoport, (A4;-) félcsoport, és
a - disztributiv az +-ra. Az (A;+) Abel-csoportot a gytiri additiv csoportjanak, az (A;-) félcsoportot
a gyUrd multiplikativ félcsoportjanak nevezzik.
73. Példa. Gyﬁrﬁk: (Za =+, ')7 (Ra =+, ')7 (RZXZ; =+, ')7 ((Cv =+, ')7 (Z5; =+, )
74. Tétel. Barmely (4;+, ) gylird additiv egységeleme zéruselem a multiplikativ félcsoportban.
75. Definicié. Az (A;+,-) gyfrit egységelemesnek nevezziik, ha (A;-) monoidot alkot, azaz van

a szorzasra nézve egységeleme. Az (A;+,-) gytrit kommutativnak nevezziik, ha - kommutativ
miivelet.

76. Példa. A (Z;+,-), (C;+, ), (R™™™; 4, ) gytirtk mind egységelemesek, a ({péaros szamok},+,-)
gylrid nem egységelemes. Egységelemes gytriikben van értelme megkérdezni, hogy mely elemeknek
van multiplikativ inverze. Az (R™*™; 4, -) nem kommutativ gytrd, ha n > 1.
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77. Definici6. Az (A;+,-) gyttt testnek nevezziik, ha az (A\ {0};-) Abel-csoportot alkot, amelyet
a test multiplikativ csoportjanak nevezziik.

78. Tétel. A (Zy;+,-) gytri, és pontosan akkor test, ha n prim.

79. Definicié. A Z, gytri neve modulo n maradékosztaly-gytrt, illetve prim modulus esetén
maradékosztalytest.

80. Példa. A Példaban felsorolt gytirtk koziil testek: (R;+,-), (C;+,-), (Zs;+,-).

81. Definici6. Ha egy gytiri a, b elemeire ab = 0 teljesiil, de se a, se b nem nulla, akkor azt mondjuk,
hogy a és b zérusosztok. Ha egy gytriiben nincsenek zérusosztok (azaz nullatdl kiillonbo6zé elemek

szorzata sosem nulla), akkor zérusosztomentes gytriinek nevezziik. A kommutativ, egységelemes,
zérusosztoémentes gyidrid neve integritastartomany.

82. Allitas. Integritastartomanyban lehet nemzéré elemmel egyszertsiteni, azaz tetszéleges a, b, ¢
(c # 0) elemekre
ac=bc = a=0».

83. Allitas. Minden test integritastartomany.

84. Definicié. Gauss-egészeknek nevezziik azokat a komplex szamokat, melyeknek valos és képzetes
része is egész szam. A Gauss-egészek halmazat Z [i] jeloli: Z[i] = {a + bi : a,b € Z}.

85. Allitas. A Gauss-egészek a komplex szamok szokésos Osszeadaséaval és szorzasaval integritastar-
toményt alkotnak (de nem alkotnak testet).
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