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(elsadasvazlat, 2023. aprilis 14.)

Katai-Urban Kamilla

1. AZ EULER-FELE ¢ FUGGVENY

1. Definicio. Tetszoleges n természetes szam esetén legyen ¢ (n) = |Z} |, ahol Z¥ a mod n redukalt
maradékosztalyok halmazat jeloli, ahogy ezt mar korabban bevezettiik. Azaz a kiovetekezGképpen
is felirhato: ¢ (n) = [{a € N:1<a <n és Inko(a,n) = 1}|. Az igy definialt p: N — N fiiggvényt
Euler-féle ¢ fliggvénynek nevezziik.
2. Példa. A definici6 alapjén:

(a) ©(5) =125 = 1,2,3,4}| = 4;

(b) #(6) = |Zg| = [{1,5}] = 2;

(c) ¢(8) = |Z3] = [{T.3.5,7}| = 4

(d) @(1024) = |Ztoou| = {1,3,5,...1023}| = 1024/2 = 512.

3. Tétel. Az Euler-féle ¢ fiiggvény gyengén multiplikativ, azaz lnko(m,n) = 1 esetén ¢ (mn) =
@ (m) ¢ (n).

4. Tétel. Legyen az n természetes szam primtényezds felbontasa n = Hf L p;*. Ekkor

n):n-iljl<1—;)=ﬁ<p?i—p? ) Hp pi—1)

=1
5. Példa. A masodik szamoléasi szabalyt hasznélva:
(a) ©(100) = ¢(22-5%) = (22 —2) - (5> = 5) = 2- 20 = 40;
(b) ¢(2023) = (7-17*) = (7T—1)- (17> = 17) = 6 - 272 = 1632.

. Tétel. Minden n természetes szam esetén 3, ¢ (d) = n.

. Tétel (kis Fermat-tétel). Ha p primszam és a nem oszthat6 p-vel, akkor a?~! =1 (modp).

Kovetkezmény. Ha a € Z relativ prim az m modulushoz és k, ¢ € Z, akkor k = ¢ (mod ¢ (m)) =

kE— gt

6
4
8. Tétel (Euler—Fermat-tétel). Ha az a egész szam és Inko(a, m) = 1, akkor a¥(™ =1 (modm).
9.
a® =a" (modm).

10. Példa. A[7] és[§ Tételek segitségével konnyebben tudunk nagy hatvanyokat szamolni. Példaul,
ha meg szeretnénk hatarozni a 3294 szam utolsé két szamjegyét, azaz meg szeretnénk oldani a 3294 =
2 (mod 100) kongruenciat, akkor alkalmazhatjuk a[8] Tételt, hiszen Inko(3,100) = 1. Az[5] Példaban
kiszamoltuk, hogy (100) = 40, tehat az Euler-Fermat tétel szerint 30 = 1 (mod 100). Mivel a
kitevs 204 = 40 - 5 4 4, igy a hatvinyozas azonossiagait és az Euler—Fermat tételt felhasznalva:

3204 — 3405+4 — (3105 . 34 — 15. 31 — 31 — 8] (mod 100) .
Tehat 3204 szam utolso két szamjegye 81.
2. PRIMITIV GYOK, INDEX

11. Definicié. Legyen a € Z relativ prim az m modulushoz. Ekkor az a szdm modulo m rendjén
az a € 7, maradékosztaly rendjét értjik (a Z}, multiplikativ csoportban). Jelolés: op, (a).

12. Allitas. Tetszoleges a € Z és m > 2 természetes szam esetén, ha Inko(a,m) = 1, akkor
om (a) | ¢ (m).
13. Definici6. Azt mondjuk, hogy a g egész szam primitiv gyok modulo m, ha rendje éppen ¢ (m).

14. Allitas. A g egész szam akkor és csak akkor primitiv gyok modulo m, ha az ésszes modulo m
redukalt maradékosztaly megkaphaté g hatvanyaként.



15. Példa. Meghatarozzuk az 1,3,7,9 elemek rendjét modulo 10. Természetesen az 1 rendje 1.
Mivel [3] = Z%,, igy 010(3) = 4 = ©(10), hasonléan 010(7) = 4 = ¢(10). Tovabba 9° = T, igy
010(9) = 2. Tehat 3 és 7 primitiv gyokok modulo 10. Mivel talaltunk primitiv gyokot, amelynek
hatvanyaiként Z7], minden eleme megkaphato, igy Zj, ciklikus csoport. A kovetkezé tétel leirja, hogy

mely m-ek esetén talalnuk primitiv gyokot modulo m, azaz mikor lesz Z7, ciklikus csoport.

16.* Tétel. Akkor és csak akkor létezik primitiv gyok az m modulushoz (vagyis a Z, csoport akkor
és csak akkor ciklikus), ha m = 2, 4, p, 2p®, ahol p paratlan primszam és o € N.

17. Definicio. Tegyiik fel, hogy g primitiv gyck az m modulushoz. Az a egész szam indexén (az m
modulusra és a g primitiv gyokre nézve) olyan i kitevst értiink, amelyre ¢* = a (modm). Jelolés:
ind,y a (a modulus tébbnyire vilagos a szévegkornyezetbdl).

18. Megjegyzés. Vilagos, hogy ha a és m nem relativ prim, akkor ind, a nem értelmezett (ugyanis
¢" mindig relativ prim m-hez). Ha viszont a és m relativ prim, akkor az Allitas szerint a elGall
g hatvanyaként modulo m, tehéat ekkor ind, a értelmezett.

19. Példa. A 2 szam primitiv gyok modulo 11, tehat Z7, elemei felirhatok 2 hatvanyaiként. Példaul
a=5esetén 2' = 16 = 5, tehat inds 5 = 4. Hasonléan a = 10 esetén 2° = 3t.3-5.2= 10, tehat
inds 10 = 5. Ha az Gsszes a értékhez meghatarozzuk az index értékét, és tablazatba fogalaljuk, akkor
megkapjuk a kovetkez§ tigynevezett indextablézatot:
a | 1]2|3]4]5|6]|7]8]9]10

indga [10[1]8[2[4]9[7|3]6] 5
Megfigyelhets, hogy az index hasonléan szdmolhatd, mint a logaritmus, igy nem véletlen, hogy a
kovetkezo tételben az indexre vonatkozé azonossagok nagyon emlékeztetnek a logaritmusnal tanult
azonossagokra.

20. Tétel. Legyen g primitiv gyok modulo m, legyen k tetszsleges egész szém, a és b pedig relativ
primek m-hez. Ekkor érvényesek az alabbi azonossagok:

(1) indg1 =0 (mod g (m)); (2) indg (ab) =indga +indgb (mod ¢ (m));
(3) indga" =n-indga (mody (m)).

21. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a egész szam n-edik hatvanymaradék modulo m, ha az
2" = a (modm) kongruencianak van megoldésa.

22. Tétel. Legyen g primitiv gyok modulo m, és legyen a relativ prim m-hez. Ekkor a pontosan
akkor n-edik hatvanymaradék modulo m, ha Inko (n,¢ (m)) | indg a.

23. Példa. Megoldjuk az 2® = 4 (mod11) kongruenciat. A Példaban felirtuk a 2 primitiv
gyok indextablazatat (modulo 11), ahonnan leolvashato, hogy inds 4 = 2, tehat a . Tétel alapjan
megoldhaté a kongruencia, hiszen Inko(8,¢(11)) = 2 | ind24 = 2. Tehat a kongruencia mindkét
oldalét felirtuk 2 hatvanykeént, mivel 2° = 4 és 25 = (2¥)8 = 2%, tehat a kongruencia 2% =
22 (mod 11) alakt. Mivel 2 primitiv gyok modulo 11, igy a rendje ¢(11) = 10, a rendnél tanult tétel
alapjan az el6z6 kongruencia pontosan akkor teljesiil, ha a kitevSkre érvényes, hogy 8y = 2 (mod 10),
ahol a modulus ¢(11) = 10. Megfigyelhetjiik, hogy a Tételben éppen ennek a kongruencianak a
megoldhatosaga szerepel feltételként. Az el6z6 kongruenciat megoldva kapjuk, hogy y =4 (mod5),
figyeljiink arra, hogy valtozott a modulus. Visszairva modulo 10, y = 4 (mod 10), y = 9 (mod 10)
a megoldasok. Tehat z = 2% (mod11), z = 2% (mod11). Az x értéke a Példaban szerepld
indextablazatbol leolvashato, ugyanis a 4 felett az 5 szerepel, és a 9 felett pedig 6, tehat z =
5 (mod11), x =6 (mod11).

3. NEGYZETES MARADEKOK, LEGENDRE-SZIMBOLUM

24. Definicié. Az a egész szamot négyzetes maradéknak nevezziikk modulo m, ha az z? =

a (modm) kongruencianak van megoldéasa. Ellenkezs esetben azt mondjuk, hogy a négyzetes nem-
maradék modulo m.
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25. Tétel. Legyen p paratlan primszam és g primitiv gyok modulo p. Ekkor a € Z pontosan akkor
négyzetes maradék modulo p, ha p | a vagy ind, a paros.

26. Definici6. Tetszbleges p paratlan primszam és p-vel nem oszthatd a egész szam esetén értel-

mezzilk az (9) Legendre-szimbolumot a kovetkez&képpen:

p
a\ _ 1, ha a négyzetes maradék mod p;
p) |—1, ha a négyzetes nemmaradék mod p.

(Szoban az (%) formulat ,,a per p Legendre-szimboélum™nak olvassuk ki.)

a

27. Megjegyzés. Ha p paratlan prim és p [ a, akkor (—2) = 1, jol latszik, hogy a megoldéasa az

P
2? = a? (modp) kongruencianak.

28. Tétel (Euler-kritérium). Ha p paratlan primszam és p [ a, akkor
<a> =a5 (modp) .
p

29. Tétel. Tetszbleges p paratlan primszéam és p-vel nem oszthato a, b egész szidmok esetén teljestil-

nek az alabbiak:
(1) a=b (modp) = (&) = () 2 () =60

30. Tétel. Tetszdleges p paratlan primszam esetén
-1\ _ (71)%1 [ 1, hap=1 (mod4);
p /) ~1-1, hap=3 (mod4).
31." Tétel. TetszGleges p paratlan primszamra

2 p’—1 1, hap=1,7 (mod8);
— = (—1) 8 — o
P —1, hap=3,5 (mod8).

32.* Tétel (Négyzetes reciprocitasi tétel). Tetsz6leges p, ¢ kiilonboz6 paratlan primszamok ese-

tén
(-

33. Megjegyzés. Az (5) Legendre-szimbolum meghatarozasakor a kovetkezd 1épéseket hajtjuk
végre.
e 1. 1épés: Ha a > p akkor a redukaljuk a Tétel (1) része segitségével a-t modulo p.
e 2. lépés: Ha a = —1, a = 2, hasznéljuk a és Tételt. Ha a négyzetszam, akkor a
Megjegyzés szerint szamolunk.
e 3. 1épés: Ha a Osszetett szam, akkor bontsuk szorzatta a Tétel (2) része alapjan, és
szamoljuk ki kiilon a tényezéket.
e 4. lépés: Ha a primszam, akkor a [32] Tétel segitségével ,forditsuk fejre” (1d. Peélda).
e 5. lépés: Kezdjiik el6rél az eljarast.

34. Példa. Hatarozzuk meg a (%) Legendre-szimbolumot. Alkalmazzuk elGaszér az elz6 megjegy-

zés 1. lépését: 75 = 22 (mod 53), majd a 3. lépést, tehat (g—g) = (%) = (%) (%) A Tétel alapjan
532~

(%) = (-1) 5= 1. A (%) tényez6 esetén pedig hasznalhatjuk a 4. 1épést, azaz a Tétel

11—1 53—1

(Négyzetes reciprocitasi tétel) alapjan (%) (%) =(=1)"2 =z =1. Tehat (%) = (%), ezt hivtuk
ugy a 4. lépésben, hogy ,forditsuk fejre”. (Természetesen, ha (g) (%) = —1, akkor (g) = —(1%).) Ossze-

gezve az eddigieket (%) = —(%)7 igy ismét hasznalhatjuk az 1. 1épést. Mivel 53 = 9 (mod 11), és a
9 négyzetszam, a Megjegyzés szerint (%) = (%) =1. Igy (g—g) = —(%) = —1, tehat 75 négyzetes

nemmaradék modulo 53.
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