1. feladatsor — Miiveletek és algebrak

Jelolje Z az egész szamok halmazat, N a pozitiv egészek halmazat, Ny a nem negativ egészek
halmazat, Q a racionalis szamok halmazat, R a valos szamok halmazat, R™ a pozitiv valos szamok
halmazat, C a komplex szamok halmazat, R™ az n komponenst valés vektorok halmazat, R™*™
az m X n-es valos matrixok halmazat, tovibba GL,(R) = {M € R™" : |M| # 0}, azaz az n X n-
es invertalhaté valos métrixok halmazat jeldli. Valamint jelolije B4 az A halmazbol B halmazba
mend leképzések halmazat, S, pedig tetszbleges pozitiv n egész esetén az {1,...,n} halmaz Gsszes
permutacidinak halmazat.

1.1. Feladat. Miivelet-¢

) az S, halmazon a szorzas;

) az Osszeadas a 3-jegyi pozitiv egész szamok halmazan;
) az osztas a Q halmazon;

) GL,(R) halmazon a méatrixok szorzasa.

) GL,(R) halmazon a méatrixok &sszeadasa.

) az Osszeadas az {a + bi | a,b € R} halmazon.

)

1.2. Feladat. Készitsiik el az alabbi grupoidok miivelettablajat, és ennek alapjan allapitsuk meg,
hogy melyik grupoid kommutativ, melyekben van zéruselem, illetve egységelem. Az egységelemes
grupoidokban hatarozzuk meg, hogy mely elemeknek van inverze.

(a) (S2;-);

(b) ({-1,0,1}; -);

(¢) ({-1,0,1}; max);

(d) ({a,b,c}; o), ahol zoy =y.

1.3. Feladat. Az alabbi mitvelettablazatok alapjan dontsiik el, hogy kommutativ-e a mitivelet,
van-e a grupoidban zéruselem, illetve egységelem? Ha van egységelem, akkor mely elemeknek van
inverze?
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1.4. Feladat. Vizsgaljuk meg, hogy a kovetkezd grupoidok koziil melyek félcsoportok, melyek
monoidok, melyek csoportok, és melyek Abel-csoportok.

(a) (N; +);  (b) (No; +); (c) (Z; +); (d) (Q; +);

(e) (Su -); (B) (% -); (8) (Q; -); () @\ {0}; -);
(1) R ) (3) (A% -); (k) (B2 4); (1) (R¥ )
(m) (Z; =);  (0) (GLu(R); -); (o) (C; -).



1.5. Feladat. Végezziik el a megadott G csoportban a kijelolt miiveleteket. (S, esetén adjuk meg
idegen ciklusok szorzataként a permutaciot, D,-nél pedig a* vagy a*t (k =0,1,...,n—1) alakban
adjuk meg a miveletek eredményét.)

(a) G =5 ((1342)(237))125(3476)7";

1.6. Feladat. Hatarozzuk meg a GG csoportban a megadott elem rendjét.

(a) G =GLy(R), (25);
(b) G=C\{0}, 4

() G=C\ {0}, -1+ 5
(d) G=@Q\{0}, =2

(e) G=3Ss, (123)(4567);
(f) G=S5, (1245)(234)
(g) G=1Zs, 2

(h) G =17y, 3;

(i) G=1Z5 4%

(.]) G = ZT% 5;

(k) G =Dy, a’t;

(1) G = D24, (1,9.

1.7. Feladat. Dontse el, hogy a G csoportban részcsoportot alkot-e a megadott H részhalmasz.
(a) G=8;, H=1{id, (13),(24),(13)(24)} (b) G = D¢, H = {id, t,a?, a’t}
(¢c)G=7Z, H=N (d)G=C*, H=({z€C:|z| =1},
(e) G=S5, H=1{id, (135),(153)} (f) G =Z¢, H =17

1.8. Feladat. Az A = ({0,1,2};0), B = ({a,b,¢};%), C = ({p,¢,7};0) és D = ({—1,0,1};")
grupoidok miivelettablazatai az alabbiak. Dontsiik el, hogy mely grupoidok izomorfak. (Adjuk
meg az izomorfizmusokhoz tartozo leképezésket. )
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1.9. Feladat. Dontsiik el izomorfak-e a kovetkezs grupoidok. (A vélaszt indokoljuk is.)
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1.10. Feladat. Hatarozzuk meg a G csoport A részhalmaza altal generalt részcsoportot.

(d) G =715, A={8,10}; ()G =Q;, A=N; (f) G =R\ {0}, A=Q7;

(8) G=Zip, A= (211); () Do, A= f{a%,a}; () G=Si, A={(123)}.

1.11. Feladat. Legyen G csoport, H részcsoport és a,b € G. Hatarozzuk meg az a elem H szerinti
baloldali mellékosztalyat, és dontsiik el, hogy eleme-e ennek a mellékosztalynak a b elem.

(a) G=(Zg;+), H=[)] a=1 b=2

(b) G=(Z;+), H={3k:keZ}, a=2, b=-—4

(c) G=R%* +), H={(r,z):xzeR}, a=(3,4), b=(=8-T7);
(d) G=(Z* +), H={(bx,-2z):x€Z},a=(2-1), b=(17,-5).

1.12. Feladat. Melyek alkotnak gytirtt, integritastartomanyt, testet az alabbiakban megadott
algebrak koziil? (A legsziikebb strukturat adjuk meg.)

(a) (N; +:-); (b)) (Z; +; -); (c) (Q; +5-); (d) (R; +5 )
() (C5 43 -); () (REZ 45 -); ()(CXHr;-) (h) (Z2% +; )
(1) (Za; +5 - )5 () (Zas; +5-); (k) (Z]i]; +; -).

1.13. Feladat. Végezziik el a kovetkezd miiveleteket a Zq7 testben.

(a) 9+12; (b)2-11; (c) %; (d) 16
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1.14. Feladat. Végezziik el a kovetkez6 miveleteket a Z5 gytriiben.

;o (d)
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(a) 8+9; (b)3-8; (o) ; (e) 14
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Szorgalmi feladatok

1.15. Feladat. Hatérozzuk meg, hany olyan mtvelet definidlhato az A = {a, b} halmazon, amellyel
A grupoidot, monoidot, csoportot alkot. (Két mitvelet kiillonbéz6 az A halmazon, ha a miivelet-
tablazatuk nem egyezik meg.)

1.16. Feladat. Legyen az A halmaz n-elemti. Hatarozzuk meg, hany olyan mtvelet definialhaté
A-n, amellyel A grupoidot, kommutativ grupoidot, egységelemes grupoidot alkot. (Két mivelet
kiilénb6z6 az A halmazon, ha a mivelettablazatuk nem egyezik meg.)
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1.17. Feladat. Tekintsiik az (NV, ) grupoidot, ahol - a szokdsos leképezésszorzas. Legyen p: N —
N, z — 2z. Keressiink olyan ¢ € NV elemet, melyre o1 = idy, illetve olyat is, melyre ¢ = idy.

1.18. Feladat. Igaz-e minden A nem iires halmaz és minden asszociativ o : A x A — A miivelet
esetén, hogy ha minden z,y € A-ra teljesiil az x oy o y = = egyenldség, akkor o kommutativ?

1.19. Feladat. Igazoljuk, hogy minden véges félcsoportban van olyan elem, melynek a négyzete
onmaga. (A félcsoport miivelete szorzas a feladatban.)

1.20. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy csoport minden elemének az egységelem a négyzete, akkor
a csoport kommutativ.

1.21. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha egy véges csoport elemszama paros, akkor a csoportban
van masodrendd elem.

1.22. Feladat. Hatarozzuk meg, hogy hanyféleképpen lehet definiélni a miveleteket az A = {a, b}
halmazon, hogy A a miiveletekkel testet alkosson.



