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1. Definici6. Legyen (A; <) részbenrendezett halmaz. Az a,b € A elemeknek ¢ € A fels6 korlatja,
haa <césb<c Az a,belemeknek d € A legkisebb felss korlatja, ha d fels6 korlat, és a,b minden
c fels§ korlatjara d < c¢. Dualis moédon definidlhatjuk a also korlatot és a legnagyobb also korlatot.

2. Megjegyzés. Az, hogy a (legnagyobb) also korlatot a (legkisebb) felss korlathoz képest duélis
modon definialjuk, azt jelenti, hogy a rendezést a ,feje tetjére allitjuk”, azaz a < helyett >-t irunk.

3. Példa. Az alabbi abran lathato az els6 részbenrendezésben az 1, 2 elemeknek csak egy fels6
korlatjuk van, ami a legkisebb is egyben, de nincsen alsé korlatjuk. A maéasodik részbenrendezésben
a 4, 5 elemeknek két fels6 korlatjuk van, de nincsen legkisebb felsé korlatjuk.
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4. Tétel. Tetsz6leges részbenrendezett halmaz barmely két elemének legfeljebb csak egy legkisebb
fels6 korlatja (legnagyobb also korlatja) van.

5. Definicio. Az (A; <) részbenrendezett halmaz haloszertien rendezett, ha tetszéleges a,b € A
elemeknek van legkisebb fels§ korlatjuk, melyet a V b-vel jeloliink és az a,b elemek egyesitésnek
nevezzik, illetve legnagyobb alsé korlatjuk, melyet a A b-vel jeloliink és az a,b elemek metszetnek
nevezzik.

6. Példa. Az el6z8 példaban szerepld részbenrendezések nem haloszertien rendezettek. Az (Np;|)
haloszertien rendezett halmaz, amelyben az egyesités a legkisebb kozos tObbszoros és a metszet a
legnagyobb kozos oszto. Az (R; <) haloszertien rendezett halmaz, ahol az egyesités a maximum
és a metszet a minimum. A (P(U);C) haloszertien rendezett halmaz, ahol az egyestés az unio,
a metszet pedig a halmazelméleti metszet. Egy csoport 6sszes részcsoportjanak halmaza a C-ra
nézve haloszertien rendezett halmaz, ahol két részcsoport egyesitése az altaluk generélt részcsoport,
a metszete pedig a halmazelméleti metszet.

7. Példa. Egy rogzitett alaphalmazon az ekvivalenciarelacidk halmaza a tartalmazasra nézve ha-
l6szertien rendezett, ahol a metszet a halmazelméleti metszet, és az egyesités a halmazelméleti unié
tranzitiv lezartja. Az {1,2,3} alaphalmaz 6t ekvivalenciarelaciojanak részbenrendezése a kovetkezs
(az ekvivalenciarelaciok helyett a megfelel§ osztalyozasok vannak feltiintetve):

{{1,2,3}}
{{1,2}, {3}} {{2,3}, {1}}

{11423, {3}}

8. Definicié. Legyen (A;o) grupoid. A o idempontens, ha tetszéleges a € A esetén a o a = a.

9. Definici6. Legyen o és x két kétvaltozo mivelet az A halmazon. A o abszorptiv a %-ra nézve, ha
barmely a,b € A esetén ao (axb) =a és (axb)oa = a teljesiil.
10. Tétel. Legyen (A; <) haloszertien rendezett halmaz. Ekkor

(1) a A és V miiveletek idempotensek, kommutativak, és asszociativak;
(2) A abszorptiv az V-re és V abszorptiv a A-re;



(3) a < b akkor és csak akkor teljesiil, ha a A b = a.

11. Definici6. Az (A; A, V) algebrat halonak nevezziik, ha a kétvaltozos A és V miveletek idempo-
tensek, kommutativak, és asszociativak, illetve kolcsénosen abszorptivak egymésra.

12. Példa. (Np;Inko, Ikkt), (R; min, max), (R; max, min) és (P(U);N,U) halok.
13. Tétel. Ha adott az (A; A, V) hélo, akkor az
a<b << aANb=ua

feltétel altal definialt < relacioval (A; <) haloszertien rendezett halmaz, amelyben a,b € A legkisebb
fels6 korlatja a V b és legnagyobb alsé korlatja a A b.

14.* Tétel. Adott alaphalmazon a hélészertien rendezett halmazok és a halok természetes modon
(az el6z6 két tétel szerint) megfeleltethetdk egyméasnak.

15. Példa.
haloszertien rendezett halmaz ‘ halo
(No; |) (No; Inko, 1kkt)
(R; <) (R; min, max)
(R;>) (R; max, min)
(P(U); <) (P(U);N, V)

16. Példa. Az R™ alterei a tartalmazasra nézve halészertien rendezett halmazt alkotnak. Ha U,V <
R™ két altér, akkor metszetiik U NV és egyesitésik U +V ={u+v:uecUwveV}.

17.* Példa. A Zs test feletti 2-dimenziés Z3 vektortér altereinek héloja a kovetkezd:

{(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,:2)}

{(0,0),(0,1),(0,2 0,0),(1,2),(2,1)}

{(0,0)}

Z3 altereinek Hasse-diagrammja mar lényegesen bonyolultabb (1 db 0-dimenziés, 7 db 1-dimenziés,
7 db 2-dimenziés és 1 db 3-dimenzios altere van):




