ALGERBA ES SZAMELMELET

MBNK13G 2. FELADATSOR

PoLiNnOMOK

2.1. Feladat. Hatarozzuk meg a f és a g polinomok legnagyobb ko6zos osztéjat euklideszi algoritmus
segitségével a megadott polinomgytiriikben.

(a) F=2x*—3x>—2x2 +2x — 1, g=2x3 —x? —4x— 1, QIxJ;
b) f=x>+x*+x3+1, g=x*+1, Zlxl;

(c) f=x3—x*—5x—3, g=x"+3x +x>—-3x—2, QIxl;
(d) f=—x*—4x3 +34x? +76x — 105, g =x* +6x3 —6x> + 6x— 7, Qxl;
(e) f=x>+x+2, g=x*+2x> +2x + 1, Z3lx;

) f=x*+ 23 +x?> +x+2, g=2x* +3x* +1, Zs[xl.

(a) x+T;

(b) x> +1

(c) x> +2x +1;

(d) x2 +6x—7

(e) x3+x*+2

(f) 2x?

2.2. Feladat. Oldjuk meg az u,v ismeretlen polinomokra az alabbi egyenleteket a megadott poli-
nomgytriiben.

x2—2x—3)u+ (x> +2x —15)v =x? — 3%, R[x];

(a
(b

XX+ A+ T v=x2+1, Z[x;

)
) |

(c) (x* + 33 x+Nu+ (3 +22+2x+T)v=x*>+x, Zslx;
) |

(d X +X+§)u+(x4+zX2+zx+T)v:X3_’_Xz_’_z’ Zslx].
(a) Egy megoldds: uo = —1x, vo = 7%,

altaldnos: u = —%x + (x+5)t,v= %x — (x+1)t, t € R[x];
(b) Egy megoldés: wy =x, vo =x* +x+1,

altaldanos: u=x+ (x> +Dt,v=x2+x+ 1+ (3 +x> + t, t € Zy[x];
(c) Egy megoldds: uo = 3x, vo = 2x? + 3x,

altaldnos: u = 3x 4+ (3x2 4+ 3x + 3)t, v = 2x% 4+ 3x + (2x> + 2)t, t € Zs[x];
(d) Egy megoldéds: up =1, vo = 2x,

altaldnos: u =14 (x +2)t,v=2x+ (2x2 +x + 2)t, t € Z3[x].



2.3. Feladat. Oldjuk meg az fu = g (mod m) kongruencidt, majd fogalmazzuk &t a feladatot és a kapott
eredményt a maradékosztaly-gytirik nyelvére.

(a) f=x—1, g=x? m=x3+1¢c QK
b) f=x24+2, g=x, m=x>+x*+x+1¢€R[x;
)

(
() f=x>+1,g=1, m=x3+x>+x+1¢c R
(

d) f=x>4+1,g=1, m=x3+x>+1¢€ Z,[x];

() f=x>+3x+T1, g=1, m=x>+2x2 +4x+2 € Zs[x];
(f) f=3x>4+2, g=0, m=x>+x+1¢€ Zsxl;

(g) f=3x>+2, g=1, m=x3+x+1¢€ Zs[x]

(a) u=—Ix2+Ix+ 1

)

— 1.2 .
(b) u=3x" +x+3;
(¢) nem létezik;

(

d) u=x*+x+T;
(e) u=x +ZX+T;
() u
(g) u=2x% +4x + 4.

2.4. Feladat. Végezziik el a kovetkezd miveleteket a K maradékosztaly-gytriiben.

(a) K=2Zy7; 16-10, §,1;

(b) K=2Z3[x]/(x> +x2 +2); x4+2+x2+2x+1, x2+2x+1-x+2;

- = =
(c) K=Zaxl/(x* +x3 +1); x3+x+T1-x2+1, x3+x2

_ _ — — — — ——1
(d) K=Z3]/ (3 +2x2 +x+1); x24+2x+1-x2+2, x2+2x+1

MEGOLDAS.

(a) szorzat: 7, inverz: 6;

(b) Gsszeg: X2, szorzat: 2x;

(c) szorzat: x3 4+ x2, inverz:

Xal

(d) szorzat: 2x2 + 2, inverz: 2x.

2.5. Feladat. Hatarozzuk meg az a,b € R egyiitthatok értékét gy, hogy teljesiiljon az oszthatésag
R[x]-ben.

(x =1 (x+2)| ax® +x*> +bx +3;

(a
(

)

b) (x—2)(x+1) | ax® —x% +bx + 4;
(c) (x—2)(x—3) | ax® + bx? +x — 4;
(d) (x+1)(x+2) x> +ax? +bx—1.

MEGOLDAS.



2.6. Feladat. Hatarozzuk meg, hogy hanyszoros gyocke az f polinomnak a ¢ szam a megadott poli-
nomgytriiben, majd ennek segitségével alakitsuk szorzattd az f polinomot.

(a) f=x° —6oxt 113 —11x2 +12x+9, ¢=3, Qlx;
(b) f=x>—8x*+16x> +18x? —81x +54, c=3, R[x];
(c) f=x>—=3x* —5x3 +7ix2 +6x—2i, c=1i, C[x];
(d) f=x*+2x3+x+2, c=2, Z3lxl.

MEGOLDAS.

(a) kétszeres; (x —3)2(x3 +2x +1);
(b) héromszoros; (x — 3)3(x* +x — 2);
(¢) héaromszoros; (x —1)3(x? — 2);

(d) héromszoros; (x — 2)3(x + 2).

2.7. Feladat. Lagrange-interpolacioval adjunk meg egy polinomot, mely illeszkedik a kévetkez6 pontok-
ra:

(a) A(=1,1), B(2,4), C(3,9);
(b) A(1,3), B(2,8), C(4,12);
(c) A(— B(1,0), C(3,14);
) A(—

(d B(0,0), C(1,4), D(4,0).

MEGOLDAS.

2.8. Feladat. Adjuk meg a kdvetkezd polinomok irreducibilis felbontasat a megadott polinomgytriikben.
(a x4+t —x3 4+ 2x2 +x—1€ Zs5[x]
(b) x> +x* + 23 +x2 +1 € Z3[x]

d

)
)
(c) x> +x* +2x3 + 2x + 1 € Z3[x]
(d) x® +x* +2x3 +1 € Zs[x

)

(e) x° +x3 +4x% +4 € Zs[x]

(a) (x—1)%(x—3)(x —4)(x? +4x +2)
(b) (x=T)(x=2)(x* +x* +2)



(€) (x—22(3 +2x2+ 1)
(d) Jx =12 (x* +2)
(€) (x—TN(x—2)(x—3)x2+x+1)

N I

(x —

2.9. Feladat. Adjuk meg a kdvetkezd polinomok irreducibilis felbontasat a Q, R és C testek felett.

MEGOLDAS.

(a) x(x? +3)(x? —2) (Q felett), x(x? +3)(x — vV2)(x + v2) (R felett),
x(x — iv/3) (¢ + 1v/3) (x — V2)(x + V2) (C felett);

(b) (x —2)(x* 4+ 2x +4) (Q és R felett), (x —2)(x + 1 —iV3)(x + 1 +1v3) (C felett);
(c) x2(x +2)(x* —2x +4) (Q és R felett), x?(x +2)(x — 1 +iv3)(x — 1 —1V/3) (C felett);

(d) (x +5)(x* —5) (Q felett), (x2 +5)(x — v/5)(x + v/5) (R felett),
—V5)(x + \f —1v5)(x +1v/5) (C felett);

(e) ( —3)(x* +3x2 +9) (Q felett),
—V3)(x +V3)(x% — V3x + 3)(x* + V3x + 3) (R felett),
\/g X+\/> _ V3 31)()( f+31)( + V3— 31)()(—1— \/gzr-’ﬂ) ((C felett);

() x2(x+2)(x —2)(x? +2) (Q és R felett), x*(x + 2)(x — 2)(x —iv/2)(x +1v/2) (C felett).

2.10. Feladat. Hatdrozzuk meg az f € C[x] polinom gyo6keinek Osszegét és szorzatdt. (Minden gyckot a
multiplicitdsdnak megfeleld szdmban vegyiink figyelembe.)

(a) f=x>—3x"+2x2 +x +4;
(¢) f=x""+2x"® +3x> — 4x? + 15x;
(

)
)

d) f=x202" 4 x% +3x? —x +5;
) f=3x> —4x? + 2x% + 6x + 2;
)

f=8x"+6x°—2x3+7x—2.



2.11. Feladat. Adjunk meg minimélis fokszdmu f € R[x] polinomot, amelynek
(a) a 2 kétszeres, a —1 és a 2 + 1 egyszeres gyoke;
(b) az i haromszoros, a 3 + i egyszeres gyoke;

(d) az 14 1 hdromszoros, a —2 kétszeres, az i egyszeres gyoke.

MEGOLDAS.

(a) (x—=2)2(x+Dx—2+1))(x—(2—-1) = (x —2)?(x + 1) (x* — 4x + 5);
(b) (x =12 x+1)3x—CB+1)(x—3—1) = (x* +1)3(x* — 6x + 10);

(€) (x—(1+1)3Px—0-1Px+2*x—1)(x+1) =
=(x2—=2x4+2)3(x+2)2(x2 +1).

2.12. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi f € Q[x] polinomok raciondlis gyokeit és irreducibilis fel-
bontésukat Q[x]-ben.

(a) f=x>—x*—x—2;
(b) f=2x> —x* —2x3 +x? —4x + 2;
(c) f=4dx*+6x3+2x? —8x—4.

MEGOLDAS.

(a) Rac. gyok: 2, (x —2)(x2 +x+1);
(b) Rac. gyok: 1/2, (x* +1)(x? —2)(2x — 1);
(c) Rac. gyok: 1,—1/2, 2(x — 1)(2x + 1)(x* + 2x + 2).

2.13. Feladat. Igazoljuk, hogy az aldbbi f € Q[x] polinomok irreducibilisek.
(a) f=2x"00—3x73 4+ 69x — 12;
(b) f=41x*" —30x3° + 20x%° — 10;
(c) f=>5x*+22x—11.

MEGOLDAS.

(a) Schénemann-Eisenstein tétel, p = 3;
(b) Schonemann-Eisenstein tétel, p = 2 vagy p = 5;

(¢) Schénemann-Eisenstein tétel, p = 11.

2.14. Feladat. Dontsiik el, hogy a megadott T test, és ezen test feletti m polinom esetén T[x]/(m) testet
alkot-e. Mennyi az elemszdma/szdmossdga?

(a) T=Zp, m=x2+x+1;
(b) T=7Z3, m=x%+1;
T=23 m=x>+T,;

(d) T=12Z3, m=x>+2x?+2;

)

)

)

Y T=2Z3, m=x3+2x+1;
Y T=7Z2 m=x*+x3+1;
)
)



() T=R, m=x3+x?+x+21;
G) T=R, m=x%+x+2.

MEGOLDAS.

(a) igen, 4-elemii test;

nem (1 gydke m-nek), 4-elemfi gytirt;
igen, 9-elemti test;

nem (2 gyoke m-nek), 27-elemii gytiri;

igen, 27-elemi test;

)

)

)

)

) igen, 16-elemii test;
) nem (x? +x + 1 négyzete m);

) nem (R felett az irreducibilis polinomok legfelebb masodfokiak), komtinuum szamossagu;
) nem (R felett az irreducibilis polinomok legfelebb mésodfokiak), kontinuum szidmosségu;
)

igen, kontinuum szamossagu.

2.15. Feladat. Hatarozzuk meg az a,b € R egytitthatdk értékét dgy, hogy teljesiiljon az oszthatésag
R[x]-ben.

(a) (x =12 |x* +ax3 +bx? —4x + 2;
(b) (x+ 1) [ x* + ax® + bx? + 6x + 3;
(¢) (x+2)? | x*+ ax® +bx? + 4.

(a) a=-2,b=3;
(b) a=2,b=4;
(¢c) a=3,b=1.

2.16. Feladat. Keressiik meg a kovetkez6 polinomok tobbszoros gyokeit.
(a) x® —6x* —4x3 + 9x% +12x + 4;
(b) x> —10x3 — 20x? — 15x — 4.

(a) 27 _1a
(b) —1.

SZORGALMI FELADATOK

2.17. Feladat. Adjuk meg azokat az f,g € Z; [x] polinomokat, amelyeknek legnagyobb kozos osztdja
x+1, a legnagyobb kozos 0szt6 keresésekor az euklideszi algoritmus soran 3 maradékos osztast végeztiink,
és minden hanyados x volt.

2.18. Feladat. Adjunk példét olyan f, g € R[x] polinomokra, amelyre Inko(f, g) = x2+1, és a legnagyobb
koz0s oszt6 keresésekor az euklideszi algoritmus soran 4 maradékos osztast végeztiink, azaz a 3. osztasndl
kaptuk a legutolsé nemnulla maradékot. Igazoljuk is!

2

2.19. Feladat. Adjuk meg az a € C értékét tigy, hogy az x> — (a + 1)x + 2 és az x* — ax + 1 komplex

egylitthatdés polinomoknak legyen kozos gyoke.



2.20. Feladat. Hatdrozzuk meg az x™ — 1 és az x™ — 1 komplex egyiitthatés polinomok legnagyobb
kozos osztojat tetszoleges n, m € N esetén.

2.21. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy x? + x 4+ 1 | x3% 4+ x3™+1 4 x3n+2 teljesiil C[x]-ben tetsz6leges
k,m,n € N esetén.

2.22. Feladat.

2.23. Feladat. Hatdrozzuk meg az f = ) [" j a;x* € C[x] n-ed fokd nem konstans polinom gydkeinek
négyzetosszegét a polinom egylitthatdinak segitségével.

2.24. Feladat. Adjuk meg az a, b egyiitthatékat gy, hogy (x — 1)? | ax™*! + bx™ + 1 teljesiiljon.

2.25. Feladat. Adjuk meg az Osszes olyan a € C egyiitthat6t, amely esetén az x* —4x + a € C[x]
polinomnak van t6bbszorés gyoke.

2.26. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az 6sszeadds kommutativitdsa kovetkezik a tobbi gytiriaxiém&abdl.
2.27. Feladat. Legyen & € C\ Q megoldasa az x* + px + q = 0 egyenletnek, ahol p és q egész szamok.

Mutassuk meg, hogy ekkor a Z[§] = {a + b : a,b € Z} halmaz integritdstartomanyt alkot a szok&sos
Osszeadédssal és szorzéssal.

2.28. Feladat. A dudlis szamokat a komplex szamokhoz hasonléan definidljuk, de itt a ,,képzetes egység”
négyzete nem —1, hanem 0. Tehdt D = {a +be: a,b € R}, ahol ¢ olyan szimbélum, amelyre e? = 0. (Mi
lehet ennek az értelme? Miért pont e-t haszndlunk?) Mutassuk meg, hogy a dudlis szdmok (a természetes
médon definidlt osszeaddssal és szorzdssal) kommutativ egységelemes gyfir(it alkotnak. Hatdrozzuk meg
a D gylrl zérusosztoit és egységeit.

2.29. Feladat. Definidljunk egy ujfajta Osszeadast és egy tujfajta szorzast a valds szdmok halmazén:
legyen a®b=a+b—1é a®b=a+b—ab. Igazoljuk, hogy az (R;®,®) struktira test.

2.30. Feladat. Definialjunk egy ujfajta ,,0sszeadast” a pozitiv valés szdmok halmazén: legyen a b =
a-b. Adjunk meg olyan ©® ,szorzdst”, amelyre (R™;®, ®) test.

2.31. Feladat. Mennyi lehet egy véges test Osszes elemének Osszege?

2.32. Feladat. Szamitsuk ki az (x —1)(x —2)--- (x —p — 1) € Zp[x] polinomban xP~1, xP=2 xP3 és
x° egyiitthatéjat, ahol p > 5 primszam.

2.33. Feladat. Oldjuk meg az (x> + x?)u + (x> +x2 + x)v + (x> + T)w = 1 egyenletet a Z;[x] poli-
nomgytriiben.

2.34. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges K test és tetszéleges ao,...,an € T, ap, an # 0 elemek
esetén az anX™ + an_1Xx" ' 4+ - + a1x + ag € T[x] polinom akkor és csak akkor irreducibilis, ha
aoX™ + ax™ N - an_1x + ap is az.

2.35. Feladat. Adjuk meg az xP —x € Zp[x] polinom irreducibilis felbontdsat tetszéleges p primszam
esetén.

2.36. Feladat. Adjuk meg az x®>+x3+ax?+a € T[x] polinom irreducibilis felbontését, ahol T = {0, 1, a, b}
a négyelemi test.

2.37. Feladat. Hatdrozzuk meg az Osszes olyan p primszdamot, amelyre x24T | x2008__23x1922 1 13x600 1.8
teljesiil a Zy,[x] polinomgyfirtiben. (Utmutatds: hasznaljuk Bézout tételét vagy magdban a Z, testben,
vagy annak egy alkalmas b&vitésében.)

2.38. Feladat. Adja meg az xP —1 € QIx] polinom irreducibilis felbontasét, ahol p tetszéleges primszam.
(Utmutatds: térjiink at az y = x — 1 hatdrozatlanra.)

2.39. Feladat. Mely komplex egyiitthatos polinomok oszthatdk a sajat derivaltjukkal?

2.40. Feladat. Keressiink egy +1-t8] kiilonbozd egységet a Z[v2] gylirtiben, majd ennek segitségével
konstrualjon meg végtelen sok egységet.

2.41. Feladat. Hatarozzuk meg a véges tizedestortek gytiriijének egységeit.
2.42. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden véges integritdstartomany test.
2.43. Feladat. Mely n pozitiv egészekre oszthaté az x?™ + x™ + 1 polinom az x% + x + 1 polinommal?

2.44. Feladat. Legyen f a (k, (—1)%), k = 0,...,9 pontokra illesztett interpolaciés polinom. Mennyi
f(10) értéke?

2.45. Feladat. Legyenek ¢o,€1,...,6n_1 az n-edik egységgyokok, és legyen f € Clx] az (eo,Yo),
(e1,Y1)y.-+, (€n—1,Yn—1) pontokra illesztett Lagrange-féle interpolaciés polinom. Igazoljuk, hogy f(0)



éppen az Yo, -..,Yn—1 szamok atlaga.

2.46. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a (0,a0),(1,a1),...,(n + 1,an,1) pontok akkor és csak akkor
illeszkednek egy legfeljebb n-edfoku polinomfiiggvény grafikonjara, ha

n+1 n+1 n+1 n+1 net (M+1
< 0 >a°_< ] )a]+( 2 >a2+"'+(_”k< K )a"+"'+(_]) +1<n+1>a““_0'

2.47. Feladat. Mutassa meg, hogy egy f € R[x] polinom akkor és csak akkor vesz fel egész értéket
x(x—1)(x—(k—1

T ) alaki polinomok egész egyiitthatés linearis kom-

minden egész helyen, ha el6all (i) =
binaciéjaként.

2.48. Feladat. Hatarozzuk meg az egységkorbe irt szabdalyos n-szog egy csticsabdl kiindulé atléi hosszanak
szorzatat. (Itt most 4tlénak tekintjiik az oldalakat is, tehdt egy csticsbdl n— 1 4t16 indul ki.)

2.49. Feladat. Mutassuk meg, hogy az {a + b+V/2: a,b € Q} halmaz nem zirt a szorzésra.

2.50. Feladat. Legyen f € Z[x] olyan 101-edfoki polinom, amely legaldbb 101 egész szamra +1 értéket
vesz fel. Bizonyitsuk be, hogy f irreducibilis Q felett.

2.51. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az f = x™ 4+ ax + p polinom irreducibilis Q felett barmely n €
Nya € Z és p primszdm esetén, ha p > |a| + 1. (Utmutatds: Elészor mutassa meg, hogy f minden «
gyokére x| > 1.)

2.52. Feladat. Legyen f € Z[x] olyan f6polinom, melynek konstans tagja nem nulla (azaz f(0) # 0).
Tegytik fel, hogy f-nek egyetlen komplex gyoke van az egységkoron kiviil, az Osszes tObbi gyoke az
egységkor belsejében helyezkedik el (a kérvonalon nincs egy gyok se). Bizonyitsuk be, hogy f irreducibilis
Q felett.

2.53. Feladat. Legyenek az f € C[x] polinom gyokei olyan pdronként kiilonbozé komplex szdmok,
amelyek konvex n-szoget alkotnak a komplex szdmsikon. Bizonyitsuk be, hogy f' gyokei csak ennek a
sokszognek a belsejében vagy hatardn helyezkedhetnek el.

2.54. Feladat. (Catan telepesei alternativ dobdkockdkkal.) Gyértsunk le két (szabdlyos, 6 oldali)
dobdkockat, ugy hogy

e mindkét dobdkocka minden oldalan pozitiv egész szamu potty talalhato,

e a dobokockak kiilonboznek a hagyomanyos dobdkockaktol, és

e ha a két kockaval egylitt dobunk, akkor a dobéasok egyiittes értéke éppen olyan eloszldsi mintha
két hagyomanyos dobdkockaval dobnank.



