MTN212E: Logika
(elsadasvazlat, 2022. februar 13.)

Maroéti Miklos, Katai-Urban Kamilla

1. ITELETKALKULUS

1. Definicié. Itéletnek neveziink egy olyan allitast (kijelenté mondatot), amely vagy igaz vagy
hamis, de a ketts egyidejtleg nem teljesiilhet. Ha az itélet igaz (vagy hamis), akkor azt mondjuk
hogy az itélet logikai értéke vagy igazsagértéke igaz (vagy hamis). Az itéleteket nagybetiikkel jeloljiik.

2. Példa. Az alabbi mondatok koziil A és B itélet, de C és D nem az.

A: A Fold a Nap koriil kering.
B: Minden 2-nél nagyobb péaros szam elGall két primszam Osszegeként.
(Ez az ugynevezett Goldbach-sejtés, amirgl nem tudjuk hogy igaz-e.)
C: Miért kering a Fold a Nap koriil?
D: Most nem mondok igazat.
(Ez az allitas se igaz, se hamis nem lehet, mert ellentmondana énmagénak.)

3. Példa. A koéznapi nyelvben és a matematikaban is kot&szavak segitségével képezhetiink itéletekbdl
djabb itéleteket:

Ha siit a nap, akkor kimegyek az uszodaba.

Kimegyek az uszodaba, és siit a nap.

Nem siit a nap.

Csak akkor megyek ki az uszodaba, ha siit a nap.
Kimegyek az uszodaba, vagy siit a nap.

Akkor és csak akkor siit a nap, ha kimegyek az uszodaba.
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4. Definicio. Tetszoleges A, B itéletre definialjuk az alabbi Osszetett itéleteket:

(1) A negacioja a ,nem A” itélet, melynek jele —A;

(2) A, B konjunkcioja az ,A és B” itélet, melynek jele A A B,

(3) A, B diszjunkcidja az ,,A vagy B” itélet, melynek jele AV B;

(4) A, B implikicioja a ,ha A, akkor B” itélet, melynek jele A — B;

(5) A, B ekvivalencidja az ,akkor és csak akkor A, ha B” itélet, melynek jele A +» B.
Ha egy itélet nem bonthat6 fel Gsszetett itéletre, akkor primitéletnek nevezziik.

5. Definici6. Az el6z6 definicioban bevezetett 6t logikai mitvelet mivelettablazatai a koévetkezdk,
amely segitségével Osszetett itéletek logikai értéke kistamithato:
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6. Példa. A mindennapi életben a ,vagy” kot6szot kétféle értelemben is szokas hasznélni.

L: Kavét hoz, vagy almos. (megengedd vagy: akar mind a ketté megtorténthet.)

M: Gyalog megy, vagy biciklizik. (kizaro vagy: csak az egyik torténhet meg.)
Az A kizar6 vagy B” itélet alatt igazabol az (A V B) A (—~(A A B)) itéletet értjiik, és nem vezetiik
be 4j logikai miiveletet.

7. Példa. A ,csak akkor A, ha B”, , B sziikséges feltétele A-nak”, , A elegends feltétele B-nek” és
Jha A, akkor B” itéletek mind ugyanazt jelentik, ahogy ezt a kovetkezd itéletek mutatjak:

N: Csak akkor megyek az uszodéaba, ha siit a nap.

O: A napsiités sziikséges feltétele az uszodaba menésnek.

P: Az uszodaba menés elegendd feltétele a napsiitének.



): Ha megyek az uszodaba, akkor siit a nap.

8. Definici6. Itéletvaltozonak nevezziik az olyan valtozokat, amelyek itéleteket jelolnek. Az itélet-
kalkulus formulai a kdvetkezsk:

(1) az itéletvaltozok mindegyike formula;
(2) ha F, G formula, akkor (=F), (FAG), (FVG), (F — G), (F < G) mindegyike formula; és

(3) minden formula az el6z6 két pont véges szamu alkalmazéasaval megkaphato.

9. Definicid. Legyenek F' és G formulak. Azt mondjuk, hogy a G részformulaja F-nek, ha fellép
az eléz6 definicioban leirt elGallitas sorén.

10. Példa. Minden itélet formalizalhato egy itéletkalkulusbeli formulaval, amelyben a itéletvaltozok
a primitéleteket jeloli. Példaul a kovetkezs itéletek

R: Csak akkor megyek ki az uszodaba, ha siit a nap.

S: Ha nem siit a nap, nem megyek ki az uszodaba.

T: Nem fordulhat els, hogy kimegyek az uszodaba és nem siit a nap.
egy lehetséges formalizélasa a kovetkezé: R = A — B, S = (=B) — (-4), T = —((4 A (-B))),
ahol az A és B itéletvaltozok a ,Kimegyek az uszodaba” és ,Siit a nap” primitéleteket jeloli.

11. Hazi feladat. (feb. 8.) Adjon meg egy-egy olyan itéletet, amelynek formalizalasa a kovetke-
z6. Az itéletvaltozok primitéleteket jeloljenek, és a két itéletnél nem feltétleniil kell ugyanazokat a
primitéleteket hasznélni.

(1) (AV(=B)) = (BAC);

(2) (RA) < (B — O).

12. Definicio. Ha adott az itéletvaltozok igazsagértéke, akkor a formula igazsagértéke a formula
felépitése alapjan a logikai miveletek segitségével mindig kiszamithato. Ha az itéletvaltozok minden
lehetséges értékére a formula igazsédgértékét kiszamoljuk, akkor megkapjuka formula igazsagtablaza-
tat.

13. Példa. A példa T formulajanak igazsagtablazata (utolso oszlop) a felépitése alapjan kisza-
molva:
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14. Definicié. Az F és G formulék logikailag ekvivalensek, ha a benniik szerepls itéletvaltozok
tetszoleges igazsagértékére a formulak igazsagértéke megegyezik (azaz a formulék igazsagtablazata
megegyezik). Ekkor ezt ugy jeloljik, hogy F' = G. Egy F formulat tautologianak hivunk, ha
igazsagértéke mindig igaz, azaz F = i.

15. Tétel. Igazak a kovetkezd logikai ekvivalencidk.

A, V alaptulajdonsagai:

ANA=A, AVA=A, (idempotencia)
ANB=BAA, AVB=BVA, (kommutativitas)
(AANBYAC=AAN(BAQO), (AvB)vC=AvV (BV(O), (asszociativitas)
AN(AV B)=A, AV (AANB)=A, (abszorptivitas)
AAN(BVC)=(AANB)V(AAC), AV(BAC)=(AVB)A(AVC), (disztibutivitas)
— alaptulajdonsaga:
—(=A) = A, (dupla tagadas)
-(AAB)=(-A)V(-B), -(AV B) = (-A) A (—B) (De Morgan szabalyok)



i és h alaptulajdonséagai:

AN(-A) =h, AV (-A) =i,
ANI=A, AVi=i,
AANh=h, AVvh=A,
i>A=A, h— A=i,
A—i=i, A— h=-A4,

— és +> alaptulajdonségai:

A— B=(-A)V A< B=(A— B)AN(B— A),
A— B=(-B) > (ﬂA) Ao B=B o A,
A— (B—C)=(AANB)—C, (A< B)«< C=A+ (B+ (),
A— (BANC)=(A—-B)AN(A—=C), (AVB) - C=(A—=C)N(B—=C).

16. Tétel. Ha egy formula valamely részformulédja helyébe vele logikailag ekvivalens formulat irunk,
akkor az eredetivel logikailag ekvivalens formulat kapunk.

17. Tétel. Ha két formula logikailag ekvivalens, akkor a benniik szerepld itéletvaltozokat tetszdéleges
formulakkal helyettesitve Gjra logikailag ekvivalens formulakat kapunk.

18. Kovetkezmény. Minden F' formula logikailag ekvivalens egy olyan G formulaval, amelyben
csak negacio, konjunkcid (és diszjunkcio) szerepel.

19. Hazi feladat. (feb. 8.) A bizonyitas (3)(e) része.
20. Tétel. Legyen F' olyan formula, amelyben csak negéacié, konjunkcié és diszjunkcié szerepelhet.

Legyen F* az a formula, amelyet az F-bdl ugy kapunk, hogy

(1) minden V jelet A-re cseréliink,

(2) minden A jelet V-re cseréliink,

(3) minden negélatlan itéletvaltozot negaltra cseréliink, és
(4) minden negalt itéletvaltozot negalatlanra cseréliink.

Ekkor -F = F*.
21. Hazi feladat. (feb. 15.) A bizonyitas (3)(c) része.

22. Példa. Legyen F' = A A (BV —C). Ekkor -F = F* = =AV (=B A C). Figyelem, fontos,
hogy azok a negaciok, amelyek nem itéletvaltozora vonatkoznak, megmaradnak az F* formuldban.
Példaul ha FF = AA (B V —C), akkor =F = F* = =AV (=B A C).

23. Definici6é. Az F formuléat diszjunktiv norméalformanak neveziink, ha F' = K; V - -- V K; alak,

ahol K1, ..., K; mindegyike valtozoknak vagy valtozok negéltjainak konjunkciéja.
Haaz Ay, ..., A, valtozokbol felépitett K V- - -V K; diszjunktiv normélforma esetén a K1, ..., K; for-
mulak paronként kiilonb6z6 n-tagi konjunkciok, amelyekben az A1, . .., A, itéletvaltozok mindegyike

szerepel negalva vagy negélatlanul, akkor teljes diszjunktiv normalformarol (TDNF) beszéliink.

24. Példa. Tekintsiik az A, B, C' valtozokbol felépitett alabbi formulakat:

(1) AN(—B) (diszjunktiv normélforma, de nem TDNF),
(2) AN(-B)AC (teljes diszjunktiv normalforma (TDNF)),
(3) AvBvVC (diszjunktiv normalforma, de nem TDNF),
(4) (AN(=B))V(BAC) (diszjunktiv normalforma, de nem TDNF),
(5) (AN(-B)AC)V(AANBAC) (teljes diszjunktiv normalforma (TDNF)).

25. Tétel. Minden formuldhoz létezik vele logikailag ekvivalens teljes diszjunktiv normaélforma,
amely a tagok sorrendjétsl eltekintve egyértelmitien meghatarozott.
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2. PREDIKATUMKALKULUS

26. Definici6. Predikatumnak nevezziik az olyan fiiggvényt vagy kifejezést, amelybe alkalmas objek-
tumokat behelyettesitve itéletet kapunk. A predikatum valtozoit individuumvaltozoknak, a behelyet-
tesithetd objektumok nemiires 6sszességét individuumtartomanynak nevezziik. A predikdtumokat az
itéletekhez hasonl6an nagy bettikkel jeloljiik, de zardjelben feltiintetjiik az individuumvaltozoéit. Az
itéleteket nullvaltozoés predikdtumoknak tekintjiik.

27. Példa. Az egész szamok halmazan a kovetkez§ kifejezések predikdtumok:
(1) O(x,y): ,,x osztdja y-nak”,

(2) P(z): ,,x primszam”,

(3) F(z): ,,x felbonthatatlan szam”,

(4) M(x,y,z2): ,az x és y szamok szorzata z”.

28. Definici6. Tetszsleges A itéletre és x individuumvaltozéra definidljuk az alabbi itéleteket:
(1) ,minden z-re A”, melynek neve univerzalis kvantifikicio és jele (Vz)A,;
(2) ,létezik z, hogy A”, melynek neve egzisztencialis kvantifikacio és jele (3x)A.

29. Példa. Minden {télet, amely egy adott individuumtartomany elemeirél allit valamit, forma-
lizdlhat6. Példaul az el6z6 példa predikatumait felhasznalva a kovetkezd itéleteket formalizaljuk
(individuumtartoméany az egész szamok halmaza):

(1) ,tetszdleges a, b, c egész szamokra ha a | b és b | ¢ akkor a | ¢’
(Va, b, c)((O(a, b) ANO(b,c)) = O(a, c));
(2) ,az a szam akkor és csak akkor osztdja b-nek, ha létezik olyan ¢ egész szam, hogy ac = b”
O(a,b) < (3c)(M(a,c,b));
(3) ,minden primszam felbonthatatlan”
(Va)(P(a) — F(a)).

30. Megjegyzés. Figyeljik meg, hogy a V kvantor utan altalaban implikacidt, a 3 kvantor utan
pedig ,&s-t hasznalunk, ahogy ezt a ,minden politikus hazug” (Vz)(P(z) — H(x)) és a ,létezik olyan
politikus, aki hazug” (3z)(P(z) A H(x)) itéletek formalizalasai mutatjak.
31. Definicié. Filiggvénynek nevezziik az olyan kifejezést, amelybe az individuumtartomény ele-

meit behelyettesitve az individuumtartomény djabb elemét kapjuk. A nullvaltozoés fliggvényeket
individuumkonstansoknak nevezziik.

32. Példa. Az egész szamok halmazéan a kdvetkezo kifejezések fliggvények:
(1) Inko(z,y): ,x és y (nemnegativ) legnagyobb kozos osztoja”,
(2) In(x): ,az x szdm természetes alapt logaritmusa’”,
(3) 1: ,az 1 konstans”.

33. Definicié. Rogzitsiik a fiiggvényjelek F és a predikdtumjelek P halmazat, illetve ezen jelek val-
tozoinak szaméat (aritasat). Ekkor a predikatumkalkulus (elsé rendi nyelv) kifejezései a kovetkezsk:
(1) az individuumvaltozok mindegyike kifejezés;
(2) ha ty,...,t, kifejezések és f € F n-valtozos fiiggvényjel, akkor f(t1,...,t,) is kifejezés; és
(3) minden kifejezés az el6z6 két pont véges szamu alkalmazasaval megkaphato.
A predikdatumkalkulus (els6 rendd nyelv) formulai a kovetkezok:
(1) haty,...,t, kifejezések és P € P n-valtozos predikdtumjel, akkor P(tq,...,t,) primformula;
(2) ha F, G formulak és x individuumvaltozo, akkor (=F), (FAG), (FVG), (F — G), (F < G),
((Vz)F), ((3z)F) mindegyike Osszetett formula; és
(3) minden formula az el6z6 két pont véges szamu alkalmazéaséval megkaphato.

34. Példa. Legyen F = {s}, ahol s(a,b) = a - b, azaz a és b szorzata, amely 2-valtozos fliggvény.

Tovabba P = {E'}, ahol E(a,b) : a = b, ami 2-valtozos predikatum. Ekkor a szamelméletnél beveze-

tett oszthatosigra vonatkozo definicidkat és allitdsokat mind formalizalhatjuk. Példaul a ,tetsz6leges
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a, b, c egészekre ha a osztdja b-nek és b osztdja c-nek, akkor a osztdja c-nek” itélet egy lehetséges
formalizalasa a kovetkezd:

(Va,b,c)(((3z)E(s(a, z),b) A (3z)E(s(b,z),c)) = (3z)E(s(a,z),c)).

35. Definicio. A formulék felépitése soran felleps (Vz)F' és (Jz)F alaka részformulédknal F-et a
kvantor hataskorének hivjuk. Ekkor az z individuumvaltozo F-beli el6fordulasait kétottnek nevez-
ziik, minden nem kotott el6fordulast szabadnak neveziink. Egy formula szabad valtozoi alatt a
szabadon el6forduld valtozok halmazat értjiikk. Egy formula zéart, ha nincs szabad valtozoja.

36. Példa. A

(V2) ((Fy) E(s(z,y), 2) = E(z,y))
formulaban a z valtoz6 szabadon fordul els, az y valtozo kétszer fordul els, el@szor kototten majd
szabadon, az = valtozo szintén kétszer fordul el6, mindekettSszor kototten. Tehat a formula szabad
valtozoi y és z. A y valtozo kotott el6fordulasara tigy gondolunk, mint ha az teljesen kiilonb6z6 lenne
a szabad el6fordulastol, és a valtozd atnevezésével ez egyértelmiivé is tehetd:

(V:ﬁ)((EIt)E(s(x, t),z) = E(x, y))

37. Megjegyzés. Ha a lerogzitett predikitumjeleknek és fiiggvényjeleknek megadjuk egy jelentését,
azt interpretacionak nevezziik.

38. Hazi feladat. (feb. 15.) Adjuk meg a kovetkezs formula két interpretaciojat, az elsé esetben
az individuumtartomany legyen az egész szamok halmaza, a masodik esetben pedig az emberek
halmaza:

(Vz)(A(z) — B(c(x))),
ahol A és B 1-valtozos predikatumjelek, ¢ pedig 1-valtozos fiiggvényjel.

39. Példa. Tekintsiik az F' = ((32)E(s(z, 2),y)) A ((32)E(s(y, z), z)) formulat. Ennek a formulanak
x és y a szabad véltozoja, tehat minden individuumtartomanyon (amelyen s és E értelmezve van)
meghataroz egy kétvaltozos F(x,y) predikdtumot. Az egész szamok halmazéan, ha s a szorzast, E
pedig az egyenl@séget jeloli, akkor ez a predikdtum ekvivalens az x = +y predikitummal. Fontos,
hogy a formula interpretacitja fiigg az individuumtartoméanytol és a fliggvényjelek és predikatumjelek
rajta valo interpretéiciojatol. Ha példaul a s fliggvényjel alatt az Osszeadast értenénk az egész szamok
halmazan, akkor F(x,y) az azonosan igaz predikatum lenne.

40. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az F' és G formulak logikailag ekvivalensek, és azt irjuk hogy
F = G, ha tetsz6leges individuumtartomanyon tetszélegesen kivalasztva a fliggvényjelek és predi-
katumjelek interpretaciojat a formulak altal meghatarozott F'(x1,...,zy) és G(x1,...,x,) predi-
kéitumok megegyeznek. Egy F formulat tautologianak hivunk, ha tetszéleges interpretacid esetén

igaz.

41." Tétel. Legyenek F, G tetszGleges formuldk, H pedig olyan formula, melynek x nem szabad
valtozoja. Ekkor teljesiilnek az alabbi logikai ekvivalenciak

(Vo) (vy) F = (Vy) (Vo) F, (B2)(Fy) F = (Fy) Ba) F,
—(Va)F = (3z)(—F), —(3x)F = (Vz)(—F),
(Vz)(FANG) = (Vo)F A V)G, (Fx)(FVG) = (3z)F Vv (3x)G,

(Vz)H = H, (3z)H = H.

42.* Tétel. Ha két, egymassal logikailag ekvivalens, itéletkalkulusbeli (!) formula itéletvaltozoit tet-
sz6leges predikatumkalkulusbeli formulékkal helyettesitjiik, akkor logikalilag ekvivalens formlulédkat
kapunk.

43." Tétel. Ha egy formula részformulajat egy vele logikalilag ekvivalens formulaval kicseréljiik,
akkor az eredetivel logikailag ekvivalens formulat kapunk.

44. Megjegyzés. Az itéletkalkulussal ellentétben nincs algoritmus annak eldontésére, hogy két
formula logikailag ekvivalens-e, mert minden individuumtartoményt és minden interpretaciét meg
kellene nézni.
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45. Tétel. Legyen F' olyan formula, amelyben csak univerzélis-, egzisztencialis kvantor, negacio,
konjunkcié, diszjunkcié szerepel. Legyen F* az a formula, amelyet az F-bdl tgy kapunk, hogy

(1) minden V jelet J-re cseréliink,

(2) minden 3 jelet V-re cseréliink,

(3) minden V jelet A-re cseréliink,

(4) minden A jelet V-re cseréliink,

(5) minden A negalatlan primformulat —A-ra cseréliink,
(6) minden —A negalt primformulat A-ra cseréliink, és
(7) minden kifejezést meghagyunk a primformulakban.

Ekkor —F = F*.
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