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Maroéti Miklos, Katai-Urban Kamilla

Jelolje Z az egész szamok halmazat, R a valos szamok halmazat, és Rg a nem negativ valds szamok
halmazat.

Jelolje () az tireshalmazt, azaz azt a halmazt, amelynek nincsen eleme.
1. Definici6. Tetszbleges A, B halmazokra definidljuk a Descartes-szorzatukat:

AxB={(a,b):ac ANbe B}.

2. Példa. Az A = {1,2} kételemd és B = {3,4,5} haromelemd halmazok Descartes-szorzata
Ax B=1{(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5)} hatelemi halmaz.

Vegyiik észre, hogy () x B = (), ugyanis ha (a, b) eleme lenne a Descartes-szorzatnak, akkor a € ()
lenne, ami nem lehet.

3. Definici6. Leképezésnek hivjuk A x B egy o részhalmazat, ha teljesiil, hogy minden a € A elemre
pontosan egy b € B elem létezik, amelyre (a,b) € p teljesiil. Eztt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy
az a elem p melletti képe b, és azt irjuk, hogy ap = b. Ekkor az a elemet a b elem Gsének nevezziik.
Ezzel a jelolassel a o leképezés a kovetkezSképpen adhato meg: o0: A — B, ap = b.

Az A halmazt indulasi halmaznak, a B halmazt érkezési halmaznak nevezziik. Ha A = B, azaz
az indulasi és érkezési halmaz megegyzik, akkor a leképezést transzformacionak nevezziik.

4. Jelblés. Az A halmazbol B-be mend osszes leképezés halmazat BA-val jeloljiik.
5. Példa. Tekintsiikk a ¢ = {(z,y) € A x A: |z| = y} halmazt, ahol A = {-2,-1,0,1,2}. Ekkor
o=1{(-2,2),(-1,1),(0,0),(1,1),(2,2)} leképezés, mert minden A-beli elemnek pontosan egy képe
létezik, hiszen a szamok abszolutértéke egyértelmtien meghatarozott. Hasznélhatjuk a ¢o: A — A,
xo = |z| jelolést is.
6. Példa. Vegyiik a o0 = {(2,9) € R x R : = y?} halmazt, ez nem leképezés, ugyanis példaul
(4,2), és (4,—2) is eleme p-nak.
7. Definici6. Tetszbleges A halmazon definidljuk az identikus leképezést:

ida={(a,b) e AxA:a=0},
a masik jelolést hasznélva:

idga: A— A, aidg=a

8. Definicié. A p: A — B és a 0: B — C leképezések szorzatan a go: A — C a(po) = (ap)o
leképezést értjik.
9. Példa. Tekintsik a p: Z — N, zp = 5]z|+1ésao: N = R, zo = g leképezéseket. Ekkor a
szorzatuk a go: Z — R, x(00) = (x0)o = (5lz| + 1)o =
10. Hazi feladat.

11. Tétel. Tetszbleges p: A — B, 0: B — C és 7: C — D leképezésekre (po)T = p(0T), azaz a
szorzas asszociativ.
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HEES) leképezés.

12. Hazi feladat. (feb. 22.) Igazolja, hogy a leképezések szorzésa nem kommutativ, abban az
esetben sem, ha a kiindulési és az érkezési halmazok megegyeznek, azaz adjon példat olyan g és o
A — A leképezésekre, amelyekre go # oo.

13. Definicié. A o: A — B leképezés sziirjektiv, ha minden elem eléfordul képelemként, azaz ha
(Vb€ B)(Ja € A)(ap =1D).
A o: A — B leképezés injektiv, ha kiilonb6zé elemek képe kiilonb6z6, azaz ha
(Vay,a2 € A)(a10 = az0 — a1 = a2).

A o leképezés bijektiv, ha sziirjektiv és injektiv is.



14. Peélda. A [}] példaban szereplS leképezés nem sziirjektiv, mert példdul a —1 nem forul els
képként, és nem is injektiv, mert a —2 és a 2 képe megegyezik.

15. Definicio. A 9o C A x B leképezés inverze a kovetkezs:
o' ={(b,a) € B x A: (a,b) € 0}

16. Tétel. A p leképezés inverze akkor és csak akkor leképezés, ha o bijektiv.
17. Tétel. Tetszbleges p: A — B és 0: B — C leképezésekre
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(2) ha g és o injektiv, akkor go is injektiv;

(3) ha ¢ és o bijektiv, akkor go is bijektiv;

(4) ha go sziirjektiv, akkor o sziirjektiv;

(5) ha go injektiv, akkor o injektiv;

(6

18. Hazi feladat. (feb. 22.) Bizonyitsa az el6z6 tétel (4) részét.

19. Hazi feladat. (feb. 22.) Adjon példat olyan A, B, C' halmazokra és p: A — B, 0: B — C
leképezésekre, melyekre o sziirjektiv, de po nem sziirjektiv. Azaz a (4) megforditasa nem igaz.

20.* Tétel. Tetszoleges 0: A — B, 0: B — C bijektiv leképezésre
(1) o' is bijektiv,

(2) Q:Q_l = idAa
(3) o7 to=1idg,
4) (o)t =07"0™".



