3. feladatsor — Miiveletek és algebrak

3.1. Feladat. Miivelet-¢

(a) a szokésos Osszeadas, illetve szorzéas a {3k | k € N} halmazon;
(b) a szokésos sszeadas, illetve szorzés a 3-jegyi pozitiv egész szamok halmazan;
(c) az osztas a Q halmazon.

3.2. Feladat. Készitsiik el az alabbi grupoidok miivelettablajat, és ennek alapjan allapitsuk meg,
hogy melyik grupoid idempotens, kommutativ, melyekben van zéruselem, illetve egységelem. Az
egységelemes grupoidokban hatarozzuk meg, hogy mely elemeknek van inverze.

(a) ({-1,0,1}; -);
(b) ({-1.0,1}; max);
(c¢) ({i,h};—), ahol i az igaz, h a hamis logikai érték.

3.3. Feladat. Az aldbbi miivelettablazatok alapjan dontsiik el, hogy idempotens-e, kommutativ-
e a mivelet, van-e a grupoidban zéruselem, illetve egységelem? Ha van egységelem, akkor mely
elemeknek van inverze?
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3.4. Feladat. Vizsgaljuk meg, hogy a kovetkez§ grupoidok asszociativak-e, kommutativak-e, van-
e benniik zéruselem, illetve egységelem. Az egységelemes grupoidokban keressiik meg azokat az
elemeket, amelyeknek van inverze. Ez alapjan dontsiik el, hogy a grupoid, félcsoportot, monoidot
vagy csoportot alkot-e.

(@]
N; %
R; o), ahol x o0y = 12 — 3z — 3y + zy;
A ), ahol z Ay =axy —2(z +y) + 6;
R; 1), ahol z Uy = max(x,y);
{reR|0<r<1};®),aholzdy=|zr—y|

3.5. Feladat. Vizsgalja meg, hogy a kovetkezs grupoidok koziil melyek félcsoportok, melyek
monoidok, melyek csoportok, és melyek Abel-csoportok. (GL(R,n) az altalanos linearis csopor-
tot jeloli.)

(a) (N; +);  (b) (Nos +); (c) (Z; +); (d) (Q; +);
(e) (Zaa; +); (f) (Z; -); (2) (Q; -); (h) (Q\ {0}; -);
(1) RY ) (§) (Zags -); (k) (R2Z4); (1) (R - );
(m) (Z; —);  (n) (A% -); (o) GL(R,n);  (p) ({L,h}; — ).

3.6. Feladat. Az alabbi allitasok koziil melyek érvényesek tetszéleges csoport minden a, b, z,y
elemére?



) Haa™! =07, akkor a = b.

) Ha za = ay, akkorx—y
)Haabx—l akkor z = a~ b7t
) Ha (ab)? = a®V?, akkor ab = ba.
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3.7. Feladat. Melyek alkotnak gytirtit, és melyek alkotnak testet az alabbiakban megadott algeb-
rak kozil?

(@) (N; +5-) (D) (Zi+5-) (@@ +5-) ()R +5-)
(€) (Za2; +3-); () (Zasi +5 )y (g) R¥Z 45 +) () (2% +5 ).

Szorgalmi feladatok

3.8. Feladat. Hatarozzuk meg, hany olyan miivelet definidlhaté az A = {a, b} halmazon, amellyel
A grupoidot, monoidot, csoportot alkot. (Két miivelet kiilonb6z6 az A halmazon, ha a mtvelet-
tablazatuk nem egyezik meg.)

3.9. Feladat. Legyen az A halmaz n-elemi. Hatérozzuk meg, hany olyan miivelet definialhato
A-n, amellyel A grupoidot, kommutativ grupoidot, egységelemes grupoidot alkot. (Két miivelet
kiilénb6z6 az A halmazon, ha a miivelettablazatuk nem egyezik meg.)

3.10. Feladat. Tekintsiik az (NY, o) grupoidot, ahol o a szokasos leképezésszorzas. Legyen ¢: N —
N, z + 22. Keressiink olyan ¢ € NY elemet, melyre ¢ = id, illetve olyat is, melyre 1)y =

3.11. Feladat. Igazoljuk, hogy minden véges félcsoportban van olyan elem, melynek a négyzete
onmaga. (A félesoport miivelete szorzas a feladatban.)

3.12. Feladat. Hatéarozzuk meg, hogy hanyféleképpen lehet definidlni a miveleteket az A = {a, b}
halmazon, hogy A a miiveletekkel testet alkosson.



