1.1.

1. feladatsor — Logika

Ttéletkalkulus

1.1. Feladat. Formalizédljuk az alabbi allitasokat a megadott primitéletek felhasznalasaval:
A . Siit a nap.” B :  Kimegyek az uszodaba.” C : ,Hamburgert ebédelek.”

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)

Kimegyek az uszodaba, vagy hamburgert ebédelek.
Kimegyek az uszodaba, de nem ebédelek hamburgert.
Nem siit a nap.

Ha kimegyek az uszodaba, hamburgert ebédelek.
Pontosan akkor megyek ki az uszodaba, ha siit a nap.

1.2. Feladat. Adjuk meg az alabbi formula Gsszes részformuléjat.

(AV(=B)) < ((=C) = B)

1.3. Feladat. Dontsiik el, hogy az

() (A B)V(=B)AC) () (AerB)V((=B)~C)
() Ae (BV((-B)AC))  (d) A— (BV((-B)AC))

formulak koziil — a primitéletek alkalmas megvalasztasaval — melyik formalizalja a kdvetkezd
itéletkalkulusbeli itéletet:

Gomboc Artur akkor és csak akkor tud Afrikdba utazni, ha elbirja a repilégép, vagy ha nem birja
el a repiilégép, de indul hajo Afrikdba.

1.4. Feladat. A primitéletelek alkalmas megvalasztasaval formalizaljuk a kovetkezd itéletkalku-
lusbeli itéleteket.

(a)

(b)
(c)

(d)
(e)

(f)
(2)

(h)
(1)
)

Ha ezt a mondatot jol formalizdalom, vagy a gyakorlatvezetdnek jo kedve van, akkor kapok egy
piros pontot, és orilhetek.

Csak akkor megyek boltba, ha nem esik az esd, vagy ha esik, de van ndlam esernyd.

Ha esik az esd és nincs rossz kedvem, akkor pontosan akkor megyek dimat gyakorlatra, ha
zh-t irunk.

Pontosan akkor érem el a zh-t, ha nem esik tobb ho, vagy ha esik, de eltakaritjdk.

Akkor és csak akkor jon a télapd szdannal, ha esik a hd, nem olvad el, és nem sériil le eqyetlen
TéNSZATVAS SEm.

Ha eqy szelet kenyér eqyik fele lekvdros, és leejtjik, akkor a fold, vagy az asztal lekvdros lesz.
Ha sikeril a diszkrét matematika gyakorlatom, akkor pontosan akkor leszek szomori, ha nem
sikeril a vizsgam.

Ha megbukunk, akkor nem kapunk diplomdt, és ha nincs mdr sok pénziink, akkor nem fogunk
tudni mibdl fagyit venni.

Ki kell taldlnom még formalizdlando mondatokat, vagy kirignak az dlldisombol, és mehetek
utcdt soOporna.

Szeretek utcdat soporni, de mondatokat formalizdlni csak akkor szeretek, ha nincs mds vdlasztd-
som.



1.5. Feladat. Formalizaljuk a kovetkez§ itéleteket, és dontsiik el, hogy a primitéletek megadott
értéke mellett az itélet igaz vagy hamis. (A primitéletek ne tartalmazzanak tagadast, és a mon-
datban vald elsfordulasuk szerint jeloljiikk A, B, C, ... bettikkel.)

(a) Ha nem fdj a ldbam és nincs rossz kedvem, akkor pontosan abban az esetben megyek el sorézni,
ha a haverom is velem jon. A:h, B:h, C:i, D : h.

(b) Ha Micimacks mézet akar enni, de a méz a fan van, akkor a mézszerzés pontosan akkor
sikeres, ha Malacka nem fél a méhektdl, vagy Tigris fel tud mdszni a fdra.
A:i, B:h, C:i, D:h, E:i.

(c) Ha a roka okos, és megkérdezi a holldt, akkor ha a hollé buta, akkor vagy kinyitja a csdrét,
vagy leejti a sajtot. A1, B:i, C:1, D:h, E:h.

1.6. Feladat. Igazoljuk az alabbi logikai ekvivalencidkat:

(a) (AANB) = C=A— (B—C);

(b) (FA) - (AAB)ANC = (A C)NA;

(c) A-C)N(B—=C)=(AVB)—C,

(d (A= B)—= ((ANC)—= (BAC))=A— (AV B);

(e) (A= B)—= ((Av(C)— (BV(C)=(AANB) = A;

(F) (AAB) = A)A (A= (20) = (=C) V B) vV C) & (2(C A A)).

1.7. Feladat. Déntsiik el, hogy az alabbi formulak koziil melyik tautologia, és melyik nem:

(2) (AA=4) & (~(A = (24))); (e) (AV B) = (AV(=B)) = A);
(b) (A— B) < ((mA)V B); (f) (BV (mA)) = (BV (-4));
(c) A— (AAB); (8) ((mA) = (AAB))AC) +» (A« O)AA).

(d) AV (B = (04));

1.8. Feladat. A primitéletelek alkalmas megvalasztasaval formalizaljuk a kovetkezd itéletkalkulus-
beli itéleteket. Adjuk meg a formulak tagadasat agy, hogy negacio csak itéletvaltozora vonatkozzon.

(a) A 3 felbonthatalan szdm, ha a 3 primszdm.

(b) Ha 2 osztdja 4-nek, és 4 osztdja 1-nek, akkor 2 osztdja 1-nek.

(c) A4 ésa—4 osztdi egymasnak.

(d) A 2-t pontosan akkor nem nevezzik eqységnek, ha a 2 minden egész szimnak osztdja.

1.9. Feladat. Dontsiik el, hogy az alabbi formulék koziil melyik az A, B, C' valtozokbol felépitett
teljes diszjunktiv normalforma:

FF=(ANBAC)V (AN(—=B)), F,=(AvBV((=C))AN(AV (=B)V (),
Fs=(AANBAC)V(AANBA(=()), F,=(—-A)ANBAC.

1.10. Feladat. Hatérozzuk meg az A, B, C valtozokbol felépitett alabbi formulak teljes diszjunktiv
normaélforméajat:

(a) (A< B)A(=0); (d) (AV (=B)) = (C < B);
(b) ((mA) = (AAB))AC; (e) (ANC) & ((A— (=B))V (AN B));
(c) (AV B) = (~(C = B)); (f) (—(A— B)) A (((mA) < C)V B).



1.2. Predikadtumkalkulus

1.11. Feladat. Legyen az individuumtartoméany az egész szamok halmaza. Vezessiik be a kovetkezd
jeloléseket:
e cgyvaltozos predikatumok:

— M(x): ,x négyzetszam”,
— P(x): ,x pdros szam”,
— N(z): ,x negativ szam’.

e kétvaltozos predikatum:
— O(z,y): ,,x osztdja y-nak’,
o kétvaltozos fliggvény (jel)ek

— o(a,b) = a+ b, azaz a és b szokasos Osszege
— s(a,b) = a-b, azaz a és b szokasos szorzata

Forditsuk koznapi nyelvre az alabbi formulakat.

1.12. Feladat. Legyen az individuumtartomany az A = {1,2,3,4,5} halmaz és legyen f az az
egyvaltozos fliggvényjel A-n, melyre

f) =3, f(2) =2, fB) =1, f4) =2, f(5) =3.
Tovabba definialjuk a kovetkezd predikadtumokat:
P(z,y):x+y=05; Q(z):x paros; E(z,y):z=y.

Dontsiik el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak (indoklassal egytitt):

(a) (v2)(3y)(E(f(x),y)),

(b) (Y2)(3y)(E(f(y), 7)),

(c) (F2)(Vy)(E(f(x).y)),

(d) (Go)(vy)(E(f(y),)),

(e) (V2)(Q(z) < Q(f(2))),

(£) (V) (V) (~E(z,y) — ~E(f(2), f(y))),
(8) (Va)(Vy)(P(x,y) = P(y,))



(h) (Vo)(Vy)(P(z,y) = —~E(z,y))

(i) (Va)(Vy)((P(x,y) A P(y,x)) = E(7,y))
() (Fz)(Vy)(~E(f(y), z)),

(k) (Vz)(Vy) (P(z,y) = (Qz) < =Q(y))),
(1) (Vz)(3y)P(z,y).

1.13. Feladat. A szokasos modon, jeloljenek az ABC nagybetiii predikdtumokat; a kisbeti koziil
x, y és z valtozokat; a, b, ¢ individuumkonstansokat; egyéb kisbetiii fliggvényjeleket. Az aldbbi
formulédkban melyek a valtozok kotott illetve szabad elGfordulasai?

(a) (Va)(K(z,y) vV L(x))
(b) By)(I(s(z,y)) < (V2)(O(z,y)))
(c) M(k(x,).2) A (32)(M(y, k(z.a)))

(@) () P(f(z.0).5) - Go) (P(7(0.),9) A Q).

1.14. Feladat. Formalizaljuk predikatumkalkulusban az alabbi itéleteket. Individuumtartomany
az emberek halmaza, a predikdtumok, fliggvényjelek és individuumkonstansok a kévetkezdk:

H(x): ,x hallgatd”, V(x): ,x felkészilt a vizsgdra”,
B(z,y): ,x az y bardtja”, C(z,y): ,x csoporttiarsa y-nak”,
T(x,y): ,x hdzastirsa y-nak”, F(x): ,x férfi”,

A(x): ,x anya”, p: ,, Péter”,
a(x): ,x anyja”, S(zx): ,x szeret fozni”.

(a) Néhdny hallgats nem késziilt fel a vizsgdra.

(b) Minden hallgato felkészilt a vizsgdra.

(c) Néhdany hallgatonak nincs bardtja.

(d) Bizonyos hallgatok csak a csoporttirsaikkal hdzasodnak dssze.
(e) Vannak nétlen férfiak.

(f) Minden anya ndé, de van olyan né, aki nem anya.

(g) Péter dsszes bardtja hallgato.

(h) Néhdny hallgato anyja nem szeret fézni.

(i) Péter anyja szeret fGzni.

1.15. Feladat. MegfelelGen valasztott predikatum- és fliggvényjelek segitségével formalizaljuk az
alabbi mondatokat elsérendd nyelven. Adjuk meg a kapott formula tagadasat ugy, hogy negéciod
csak predikdtumjelre vonatkozzon. Az individuumtartomény legyen az egész szamok halmaza.

(a) Minden egész szim osztdja a 0-nak.

(b) Ha a osztdja b-nek, és b osztdja c-nek, akkor a osztdja c-nek.

(c) Minden egész szam és ellentetje osztdoi egymdsnak.

(d) Egy egész szam felbonthatalan szam, ha primszdam.

(e) Egy egész szamot pontosan akkor nevezink egységnek, ha minden egész szimnak osztdja.
(f) Minden egész szamnak osztdja az 1 és onmaga.

(g8) Minden egész szamndl létezik kisebb.

(h) Minden 10-zel oszhaté szdm 0-ra végzddik.

(i) Van olyan negativ szdm, amely négyzete pozitiv.
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(j) Minden szdm pozitiv vagy negativ.

1.16. Feladat. Formalizaljuk predikdtumkalkulusban a kdévetkezs itéleteket. Adjuk meg a for-
mulak tagadasat is gy, hogy kvantort nem tagadunk, és fogalmazzuk meg a megfelels itéletet
kéznapi nyelven. (Individuumtartoméany az emberek halmaza.)

(a) Minden informatikus éhes.

(b) Ha egy szakdcs éhes, f6z magdnak.

(c) Az éhes informatikusok kedvelik a szakdcsokat.

(d) Van olyan szakdcs, aki csak informatikusnak foz.

(e) Minden informatikus kedveli a neki 626 szakdcsokat.

(f) Mézga Géza szerencsétlen, de gyermekei szerencsések.

(g) Ha Mézga Géza szakdcs, és senki sem éhes, akkor mindenki szerencsés.

Szorgalmi feladatok

1.17. Feladat. Adjunk meg olyan formulét, vagy bizonyitsuk be, hogy nincs ilyen, amely csak az
— és <> miveleteket tartalmazza, és melynek igazsagtablaja a kovetkezd:

A|B|?
1| h|1
h|i]1
h|{hl|h

1.18. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy n logikai miiveletet tartalmazo itéletkalkulusbeli for-
mulanak legfeljebb 2n + 1 részformulaja van.

1.19. Feladat. Egy teniszmagazin a kovetkezs szlogennel hirdeti magat: ,Ha nem teniszezem,
akkor teniszt nézek. Es ha nem nézek teniszt, akkor teniszrél olvasok.” Feltehetjiik, hogy az

elbeszéld nem tud a felsoroltak koziil tobb dolgot végezni egyszerre. Ha az allitas igaz, mit csinél-
hat?

1.20. Feladat. Megfelel6en megvalasztott elsérendii nyelven formalizalja a kévetkez§ itéletet:
Nem minden szarka farka tarka, csak a tarka farki szarka farka tarka.

1.21. Feladat. Legyen E(z,y) : © =y, az f 2-valtozos fliggvényjel, e pedig individuum konstans.
Tekintsiik az F' és G predikatumkalkulusbeli formulékat

F=Mz)3)E(f(z,y).e),  G=(Fy)(Va)E(f(z,y),e)
Igazoljuk, hogy az F' és G formuldk nem ekvivalensek.

1.22. Feladat. Legyen az individuumtartomany R3 U R formalizaljunk predikdtumkalkulusban
egy szabadon vélasztott vektorterekre vonatkozo igaz itéletet (tehat ne legyen szabad valtozo).



