MTN212: Polinomok
(elsadasvazlat, 2021. majus 19.)

Maroéti Miklos, Katai-Urban Kamilla

1." Tétel. Tetszbleges kommutativ, egységelemes R gytirtiben teljesiilnek a kovetkezs tulajdonsagok:
(1) (a1 4+ +am)(br + - +by) = 3710, 370, a;b; (dltalénos disztributivitas),
(2) (a+b)" =310 (%) a’d"* (binomialis tétel).
2. Definicio. A T test folotti egyhatarozatlani polinomok az
ag+ a1z + -+ apx” (a; €7T)

formalis kifejezések, amelyek halmazat T'[z]-el jeloljiik. Ha a;+1 = aj19 = -+ = a, = 0, akkor az
ap + a1x + -+ - + apz™ és ap + a1z + -+ - + a;z" polinomokat egyenléknek tekintjik (tehat a zéro
egyiitthatos tagokat figyelmen kiviil hagyjuk). Az a € T elemeket konstans polinomoknak hivjuk.

3. Definicié. Legyen T test. Az f = ag+ a1z + -+ - + apx™ € T'[z] polinom polinomfiiggvényén az
n
fle) = Zaici (ceT)
i=0

képlet szerint definialt f(x) : T — T leképezést értjiik.

4. Példa. A 7, test feletti f = 0 és g = = + 22 polinomokra f # g de f(x) = g(x). Azonban
tetszoleges f, g € R[x] polinomokra f = g akkor és csak akkor, ha f(x) = g(x).

5. Definici6. Legyen T tetszéleges test és
f=a+ax+- -+ apa” € T[z], g="by+bix+ -+ bupz™ € T[x].
Az f és g polinomok Osszegén az

max(n,m)

f+g= Z (a; + b2’
i=0
polinomot értjiik, ahol a; = 0, illetve b; = 0 értendd, ha ¢ > n, illetve ¢ > m. Az f és g szorzatan az

n+m 7 .
fo=_ | D abii | "
i=0 \j=0

polinomot értjik.

6. Tétel. Tetszblges T test esetén T[z] kommutativ egységelemes gytirtt alkot az el6bb definialt
miiveletekkel, amit a 7T test feletti egyhatarozatlant polinomgytirtinek hivunk.

7. Definici6. Ha az f = ag + a1z + - - + a,x™ € T[z] polinomban a, # 0, akkor az n szamot az
f polinom fokszaménak és az a, elemet az f polinom fGegyilitthatojanak hivjuk. Az f polinomot
f6polinomnak nevezziik, ha f fSegytitthatoja 1 € T. Tehat a 0 polinomnak nincsen fokszama (se
féegytitthatoja), de kényelmes lesz bevezetni a kovetkezs jelolést:

dog f = f fokszama, ha f #0,
-1, ha f =0.
8. Tétel. Legyen T tetsz6leges test és f, g € T[x] nemzér6 polinomok. Ekkor
deg(f +g) < max(deg f,degg) ¢és deg(fg) = deg [+ degg.

9. Definicié. Az R gyfiriit zérusosztémentesnek nevezziik, ha barmely két 0-t6l kiilonb6zs elem
szorzata 0-t6l kiillonbozs.

10. Példa. A testek zérusosztomentes gytrtit alkotnak. NEM zérusosztomentes gytird példaul a
Zg, ugyanis 2 - 3 = 0.



11. Ko6vetkezmény. Tetszoleges T' test esetén T'[x] zérusosztomentes.

12. Definici6. Legyen T tetszbleges test és f, g € T[x|. Azt mondjuk, hogy f osztoja g-nek, vagy
g tobbszorose f-nek, és azt irjuk, hogy f | g, ha van olyan k € T'[z] polinom, amelyre fk = g.

13. Definici6. Tetszbleges T test feletti T'[z] polinomgytri esetén egységeknek nevezziik azokat a
polinomokat, amelyek tetsz6leges polinomnak osztoi.

14. Hazi feladat. (apr. 13.) Hatéarozza meg, hogy tetszSleges T test feletti T'[x] polinomgytird
esetén mely elemek lesznek egységek, igazolja is.

15. Tétel. Tetszleges T test feletti T[z] polinomgytirtiben teljesiilnek a kovetkezs oszthatosagi
tulajdonsagok, barmely f, g, h € T[z]:
(1) f1f,

| g és g | f akkor és csak akkor, ha f = cg valamely ¢ € T'\ {0} elemre,

| f akkor és csak akkor, ha f =0,
aflgésf|h,akkor f|g=+h,
a f|g, akkor f | gh,

a h # 0, akkor f | g akkor és csak akkor, ha fh | gh.
) ha f|gésg#0, akkor deg f < degg.

16. Hazi feladat. (apr. 13.) Igazolja az el6z8 tétel tetszdleges két pontjat.

f

F10,

f |1 akkor és csak akkor, ha f € T\ {0},
0

h

h

h

17. Megjegyzés. Nem véletlen, hogy az egész szamokra érvényes oszthatosigi tulajdonsagok test
feletti polinomokra is érvényesek. Ugyanis az oszthatosag fogalma tetszdleges kommutativ egység-
elemes zérusosztoémentes gytriikben, ugynevezett integritastartomanyokban hasonléan definialhato.
Tovabba a (3), (5), (10) pontok kivételével a tétel is teljesiil tetszGleges integritastartoméanyban.
A késtbbiekben latni fogjuk, hogy a legnagyobb kozos osztd és a legkisebb kdzos tobbszor is hason-
loképpen definidlhato test feletti polinomgytiriikben, mint ahogy egész szamok korében is volt. Ezek
a definiciok is megadhatok tetszdleges integritastartoméanyban.

18. Definicié. Az f és g polinomok asszocialtak, ha f|g és g|f, amelyet a ~ relacioval jeloliink.
19. Példa. Zg[z]-ben 22% + 2 + 2 ~ 2% 4+ 2z + 1, valamint R[z]-ben 622 4+ 2z + 1 ~ 2? + Lz + .

20. Megjegyzés. Ha a T[x] test feletti polinomgytriiben az egymashoz asszocialt polinomokat
részhalmazokba gytjtjiik, akkor a T'[z] egy tgynevezett osztalyozasat kapjuk, ami azt jelenti, hogy
barmely két részhalmaz metszete iireshalmaz, és a részhalmazok egyesitése visszadja T'[z]-et. Ekkor
a részhalmazokat osztalyoknak nevezziik. A 0 polinomhoz semelyik masik polinom sem asszocialt,
ezt kivéve minden asszocialtsagi osztalyban pontosan egy fépolinom van.

21. Definicié. A h polinom az f, g polinomok legnagyobb kozos osztoja, ha teljesiilnek a kovetkezdk

(Inkol) h| f és h | g (azaz kozos osztd), és

(Inko2) barmely k polinomra, ha k| f és k | g, akkor k | h (azaz minden kozos osztonak a t&bbszo-
rose).

Hasonléan, a h polinom az f, g polinomok legkisebb kozos tobbszorose, ha

(Ikktl) f | h és g | h (azaz kozos tobbszoros), és

(Ikkt2) barmely k polinomra, ha f | k és g | k, akkor h | k (azaz minden kozos tobbszorosnek az
osztoja).

22. Tétel. A legnagyobb kozos osztod (és a legkisebb kozos tobbszoros) asszocialtsag erejéig egyér-
telmtien meghatéarozott. Tehat, ha h az f és g polinomok legnagyobb ko6z0s osztdja, akkor h minden
asszocialtja is legnagyobb kozos oszté és rajtuk kiviil nincs mas legnagyobb kozos o0szto.

23. Jeldlés. Az f és g polinomok legnagyobb kozos osztojat Inko(f, g)-vel jeloljik, és altalaban
nem azt irjuk, hogy h = Inko(f,¢g), hanem azt, hogy h ~ Inko(f,g). Hasonléan a legkisebb kozos
tobbszorost 1kkt( f, g)-vel jeloljik.
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24. Definicié. Az f és g polinomok relativ primek, ha Inko(f, g) ~ 1.

25. Tétel (Maradékos osztas). Legyen T test, f,g € Tlx| és g # 0. Ekkor léteznek olyan
egyértelmiien meghatéarozott ¢, r € T[z] polinomok, amelyekre f = qg + r és degr < degg.

26. Definicio. Az el6z6 tételben szerepld f polinomot osztandonak, g-t osztonak, ¢-t hanyadosnak
és r-t maradéknak nevezziik.

27. Megjegyzés. Ahogy lattuk test feletti polinomgytiriiben is elvégezhets a maradékos osztés, az
egész szamokhoz hasonlé modon. Ez nem végezhet6 el tetszoleges gytirtiben, s6t a[[7] megjegyzésben
az integritdstartomanyra megadott feltételeken tul sziikséges egy tgynevezett euklideszi norma, ami
az egész szamok korében az abszolutérték, mig tetszdleges f polinom esetén a deg f + 1 (a +1-re
azért van sziikség, hogy a 0 polinom normaja legyen 0). Az ilyen gytriikben barmely két elemnek
létezik legnagyobb k6z6s osztdja, ami az egész szamoknal mér megismert euklideszi algoritmussal
meghatarozhato.

28. Tétel (Euklideszi algoritmus). Barmely két f, g € T[z] polinomnak van legnagyobb kozos
osztoja, amely az alabbi euklideszi algoritmussal megkaphato. Az rg = f és 1 = g polinomokon
végrehajtott euklideszi algoritmus maradékos osztasok ismételt elvégzését jelenti:

ro = q1r1 + 7o (degre < degry)

1= qar2+ 73 (degrs < degra)
Th—2 = qn—-1Tn—1 + Tn (deg Ty < deg rnfl)
Tn—1 = qnTn + Tn+1 (Tn+1 = 0)

Az eljaras véges szamiu 1épés utédn véget ér, azaz létezik olyan n € N, hogy r,+1 = 0. Ekkor a
legnagyobb kozos oszto az utolsé nemnulla maradék, azaz Inko(f,g) ~ r,.

29. Példa. Euklideszi algoritmus segitségével meghatarozzuk Inko(f, g)-t, ahol f,g € Zs[x], f =
2x* + 323 + 322 + 22, g = 2% + 32 + 1. A maradékos osztasok elvégzésével kapjuk:
200 4323 +32° + 20 = 20 +3) (@ + 3+ 1)+ 222 +x + 2
P43 +1=0CBe+1)22° +2+2)+x+4
2+ 2 +2= 2z +3)(x+4)+0.
Igy a legnagyobb kozds oszto: Inko(f, g) ~ = + 4.

30. Tétel. Barmely f, g, h € T[z] polinomra teljesiilnek az alabbiak.
1) Inko(0, f) ~ f,

2) Inko(f, g) ~ f akkor és csak akkor, ha f | g,

3) Inko(f + gh,g) ~ Inko(f, g),

1) ha Inko(f, g) # 0, akkor Inko(f/ Inko(f, g), ¢/ nko(f, 9)) ~ 1.
5) ha Inko(f, g) # 0, akkor Ikkt(f, g) ~ mh{%

6) ha Inko(f,h) ~1és h| fg, akkor h | g.

P

31. Definicié. Az a € T elem gyoke (més szoval zérushelye) az f € T'[x]| polinomnak, ha f(a) = 0.
32. Tétel (Bézout tétele). Barmely f € T[x] és a € T esetén

fla)=0 <= z—alf.
33. Hazi feladat. (apr. 20.) Fejezze be az el6z6 tétel bizonyitasat.

34. Kovetkezmény. Tetszbleges f, g € T[x] polinomok koézos gyokei ugyanazok, mint az Inko(f, g)
gyokei.
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35. Tétel (Horner-modszer). Legyen f = a,a™ + -+ + a1x + ap € T'[x] egy n-edfoki polinom és
¢ € T. A Horner-modszerrel elkészitett tablazat:

Qn | Gp—1 | *** | Q1 aD‘

C bn bn—l bl b()

ahol
bn:ana
bi =biy1-c+aq; (i:n—l,...,O).

Ekkor by nem més, mint az f-nek az x — ¢ polinommal valo osztésakor keletkezé maradék, b,z ! +
-+« 4 box + by pedig ugyanezen osztés hanyadosa:

f=(@—c) (bpa" "+ +box +by) + by.

36. Definicié. Az f € T[x] polinomnak az a € T elem k-szoros gydke, ha (z — a)* | f, de
(x —a)*! J f. A k € N szamot az a gydk multiplicitdsinak nevezziik.

37.% Tétel. Alkalmazzuk a Horner-modszert az f = an2™ + -+ + a1z + ap € T[x] polinomra és
a ¢ € T konstansra, majd egészitsiik ki a tabldzatot egy tjabb, az el6z6nél eggyel rovidebb sorral
a szokasos Horner-médszer szamolési szabalyaval. Folytassuk tjabb, egyre révidebb sorokkal, mig
végiil egy haromszog alakt tablazatot kapunk:

Qp | Qpn—1 | Gp—2 | *** | G2 | G1 | QQ ‘
c . do
c - 4
c T dy
C dp—2
C dp—1
c || dy

A tablazat jobb szélén atlosan elhelyezkeds szamok megadjak annak a polinomnak az egyiitthatoit,
amelyet f-bdl az x — ¢ hatarozatlanra valo attéréssel kapunk (természetesen dy = f(c) és d,, = ap):
apz" 4+ +arx+ag=dp(zr —c)" 4+ -+ di(x — ¢) + dp.

A téablazatbol az is kiolvashatd, hogy ¢ hanyszoros gyoke f-nek: az a legkisebb k egész, amelyre

dy=dy=---=d_1=0¢sd; #0.

38. Példa. Meghatarozzuk, hogy hanyszoros gycke az f = x° 4 4a* + 723 + 1322 + 162 + 4 € R[z]
polinomnak a —2, és felirjuk f-et x + 2 polinomjaként. Alkalmazzuk a Horner-moédszert f-re és a
¢ = —2 konstansra, amig haromszog alakt tabldzatot kapunk.

1|4 |7] 13 |16][4]
21 23] 7 [2]0
—2[[1]0[3] 1 |0
—2[[1]-2[7]-13
—2[[1]-4]15
—2[[1]-6
21

A tablazatbol kiolvashato, hogy a —2 kétszeres gyoke f-nek, tovabba
f=a 442 + 723 +132° + 162 +4 = (£ 4+2)° —6(x +2)* + 15(x +2)> — 13(z +2)2 +0(x + 2) + 0.

39. Hazi feladat. (apr. 20.) Adjon példat olyan f € R[x] negyedfokta (nem hidnyos) polinomra,
amely polinom valamely ¢ € R esetén z — ¢ hatvanyaiként felirva mar egy olyan negyedfokd polinom
lesz, amelynek minden a; egyiitthatoja 0, ha i paratlan. Igazolja is. (Hogyan segit ez az atiras az f
polinom komplex gyokeinek meghatarozasaban?)
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40. Definicié. A p € T[z] polinom irreducibilis, ha legalabb els6foku, és csak ugy bonthato két
polinom szorzatéara, hogy az egyik tényezd asszocialt p-hez. Ekkor a masik tényezd sziikségképpen
asszocialt 1-hez; az ilyen felbontast trividlis faktorizacionak nevezziik.

41. Teétel. Legyen p € T[z]. A p polinom akkor és csakis akkor irreducibilis T felett, ha legalabb
els6foki, és nem bonthato fel gy két polinom szorzatara, hogy mindkét polinom fokszdma kisebb
deg p-nél.

42. Definici6é. A p € T[x] polinom prim, ha legalabb elsfoku, és valahanyszor osztoja egy szorzat-
nak, mindannyiszor osztoja a szorzat valamelyik tényez&jének.
43. Tétel. A prim és irreducibilis polinomok megegyeznek.

44. Hazi feladat. (apr. 27.) Fejezze be az el6z6 tétel bizonyitasat.
45. Tétel. Legyen T tetszoleges test. Minden nemnulla f € T'[z] polinom felirhato, mégpedig a

tényezdk sorrendjétsl eltekintve egyértelmiien,

f=ap1-pn
alakban, ahol a € T'\ {0} az f f6egyiitthatoja, pi1,...,p, € T[z] pedig irreducibilis f&polinomok.
46. Tétel. Barmely test felett minden els6fokt polinom irreducibilis, és van gyoke.

47. Tétel. Ha f € T|x] irreducibilis és deg f > 2, akkor f-nek nincsen gydke.

48. Tétel. Barmely test feletti masod- vagy harmadfoku polinom akkor és csak akkor irreducibilis,
ha nincs gyoke.

49. Hazi feladat. (apr. 27.) Adja meg Zg|x]-ben Osszes legfeljebb negyedfoku irreducibilis poli-
nomot.

50. Tétel. Barmely test feletti legaldbb 4-ed foku polinom ha irreducibilis, akkor nincs gyoke, de
az implikacié megforditasa nem igaz.

51.* Tétel (Az algebra alaptétele). Minden legalabb els6foka komplex egyiitthatos polinomnak
van gyoke a komplex szadmok testében.

52. Ko6vetkezmény. A komplex szamok teste felett pontosan az elséfokd polinomok az irreducibi-
lisek.

53. Kovetkezmény. Minden legalabb elséfokt komplex egyiitthatos polinom elséfokd polinomok
szorzatara bomlik. Ha f = a,2™ + -+ + a1z + ag € C[z] ahol a,, # 0, akkor f-nek multiplicitéssal

szamolva pontosan n gyoke van. Ha ezek a gyokok oy, ..., a, € C, akkor f = ap(z—aq1) - (2 — an).
Ezt nevezziik az f polinom gyotktényezds felbontasanak.

54. Tétel. Ha f € R[z] és ha f(z) = 0 valamely z € C komplex szamra, akkor f(z) = 0.

55. Kovetkezmény. Egy valos egyiitthatos polinom pontosan akkor irreducibilis R[z]-ben, ha
els6foki, vagy olyan méasodfoki polinom amelynek nincs valos gyoke.

56. Kovetkezmény. Minden paratlan fokszamu valos egyiitthatés polinomnak van valos gyoke.

57. Példa. Felirjuk az f = 2% + 22® — 8z polinomot irreducibilis polinomok szorzataként C[x]-ben,
Rlz]-ben. Alakitsuk szorzatta az f polinomot.

f=a"+22° —8x =a(z* + 227 —8) = z(2® — 2)(x® + 4) = z(x — V2)(x + V2)(z — 20)(z + 2)
Mivel minden tényez6 elséfoku, igy megkaptuk C[x]-ben az irreducibilis felbontast. A tétel alapjan
egy f € R[z| polinom nem valos gyokei kozott mindig talalunk konjugélt parokat. Ezt felhasznélva
a C[x]-beli felbontasbol altalaban tgy kapjuk az R feletti felbontast, ha a nem valos gyokoknek
megfelel6 elséfoki polinomokat megszorozzuk a konjugaltjanak megfelels elséfokt polinommal. A
mi esetiinkben (z — 2i)(x 4 2i) = 22 + 4 teljesiil, igy az R feletti irreducibilis felbontés:

J = (e = V2)(x + VI)(a® + 4).
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58. Definicié. Tetszoleges T test és f = Y. a;x’ € T[z] polinom esetén f derivéltja az f =
Y ia;z! € T[x] polinom.

59. Megjegyzés. Az analizisben szerepl§ derivalt fogalomhoz képest eltérés van, mert az a fligg-
vényen alapul, itt pedig nem a polinomfiiggvényt tekintjiik, hanem a polinomnak, mint formalis
kifejezésnek adjuk meg a derivaltjat. A kovetkezd tételek szamtest feletti polinomokrol szolnak, azaz
a T test komplex szamokbol all6 test, példaul a Q, R, C szamhalmazok valamelyike.

60.* Tétel. Legyen T tetszoleges szamtest, és legyen f € T[z] és k € N. Ha ¢ komplex szam k-szoros
gyoke f-nek, akkor ¢ (k — 1)-szeres gyoke f’-nak.

61. Kovetkezmény. Tetszbleges T' szamtest esetén, tetszdleges f € T[x] nemzérus polinom esetén
a ¢ komplex szam akkor és csakis akkor tobbszoros gyoke f-nek, ha f(c) = f/'(c¢) = 0.

62. Kovetkezmény. Legyen T szamtest, és f € T[z] nemzérus polinom. Az Inko(f, f') polinom
gyokei pontosan az f polinom tobbszoros gyokei, mégpedig 1-gyel kisebb multiplicitassal, mint f-ben.

63. Kovetkezmény. Legyen T szamtest, és f € T[z] nemzérus polinom. Az m polinom
gyokei pontosan az f polinom t6bbszoros gyokei, csak mindegyik egyszeres.

64. Tétel (Viéte-formulak). Legyenek az n-edfokt f = 2™ + ap_12" ' + -+ + a12 + ag € C[z]
fépolinom gydkei ag,...,a, (mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a multiplicitasa). Ekkor
fennalnak a kovetkezd Osszefiiggések:

—Qp—1 = 01+ 02+ + Qp,

Ap—2 = Q1O + Q13 + - - + Qp_1Qp,

(_1)kan—k - Z ailaiQ e aik)

1<t <ta << <n

(=1)"ag = a10z -+ a.

65. Tétel (Lagrange interpolacios tétele). Legyen T' szamtest, co, c1,...,cp € T, dy,dy,...,d, €
T, és tegyiik fel, hogy a ¢;-k paronként kiilonboznek. Ekkor létezik pontosan egy L € T'[x] legfeljebb
n-edfokd polinom, amelyre L(cy) = do, L(c1) = dy, ..., L(¢y) = dy. Ez az L polinom a kévetkezs:

B " (z—co)...(x—ci))(@—cip1) ... (x —cn) o
L_Z;(CZ‘Co)...(CiCil)(CiCZLH).‘.(CiCn) dz‘

Az L polinomot a cg, .. ., ¢, alappontokhoz tartozé Lagrange-féle interpolacios polinomnak nevezziik.

66. Megjegyzés. Ha T = R, akkor az L altal meghatarozott polinomfiiggvény grafikonja a (co, dp),
(c1,dy), ..., (cn,d,) pontokon megy &t.

67. Példa. Meghatarozzuk a (—1,1),(—2,4), (=3, —7) pontokra illeszkedé L Lagrange-polinomot.
A Lagrange-féle interpolaciés polinom a kovetkezs tagokbol all:

z—(—2))(x—(—3
Lo = Ciecacy 1= 4 (@ +52+6)

L, = (x—(—l)igz_—(i)g)) 4= (—4) - (2® + 4z + 3),

z—(—1))(x— (-2
Ly = ot (1) = (=) @ +32+2).

Tehat L = Lo+ L1 + Ly = —72? — 24z — 16.




