MTN212E: Leképezések

(elsadasvazlat, 2021. janius 9.)

Maroéti Miklos, Katai-Urban Kamilla

Jelolje Z az egész szamok halmazat, R a valos szamok halmazat, és Rg a nem negativ valds szamok
halmazat.
Jelolje () az tireshalmazt, azaz azt a halmazt, amelynek nincsen eleme.

1. Definici6. Tetszdleges a,b elemekre definidljuk az (a,b) rendezett elempart. Az (a,b) rendezett
elempérnak a és b az elsd, illetve a masodik koordinataja. Két rendezett elempér akkor és csak akkor
egyenld, ha a megfelel6 koordinataik egyenldk.

2. Definici6. Tetsz6leges A, B halmazokra definialjuk a Descartes-szorzatukat:
AxB={(a,b):ac ANbe B}.

3. Példa. Az A = {1,2} kételemd és B = {3,4,5} haromelemd halmazok Descartes-szorzata
Ax B=1{(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5)} hatelemi halmaz.

Vegyiik észre, hogy () x B = (), ugyanis ha (a, b) eleme lenne a Descartes-szorzatnak, akkor a € ()
lenne, ami nem lehet.

4. Definicié. Tetszoleges A, B halmazokra az A X B halmaz részhalmazait A-bol B-be mens meg-
feleltetéseknek nevezziikk. Az A halmazt a megfeleltetés indulasi halmazanak, B-t pedig az érkezési
halmazanak nevezziik.

5. Példa. Az A = {1,2} halmazbol a B = {3,4,5} halmazba mend megfeleltetések pontosan a
A x B halmaz részhalmzai elemei, tehat 26 = 64 van beléliik. Példaul az () is megfeleltetés A-bol
B-be, ebbdl lathaté, hogy a megfeleltetés megadasakor mindig meg kell adni az érkezési és indulasi
halmazokat is.

6. Példa. Tekintsiik az A = {—2,—1,0, 1,2} halmazon az abszolutérték figgvényt, mint o megfe-
leltetést. Ekkor o = {(z,y) € A x A: |z| =y} ={(-2,2),(-1,1),(0,0),(1,1),(2,2)}.

7. Definicio. A p C A x B megfeleltetés értelmezési tartomanya az {a € A : (3b € B)((a,b) € o) },
értékkeszlete pedig a {b € B: (Ja € A)((a,b) € o) } halmazok.

8. Példa. A[6] példaban szerepl abszolutérték fliggvény esetén az értelmezési tartomany megegye-
zik a kiindulasi halmazzal, azaz A = {2, —1,0, 1,2}, az értékkészlet pedig a {0, 1,2} halmaz.

9. Példa. Vegyiik a o = {(z,y) € R x R : 2 = y?} megfeleltetést a valés szamokon. Ekkor o
értelmezési tartoméanya Rar , az értékkészlete pedig R.

10. Definicié. A o C A x B megfeleltetés parcialis leképezés, ha minden a € A elemre legfeljebb
egy olyan b € B elem létezik, hogy (a,b) € p. Ilyenkor a o: A — B jelolés hasznaljuk, ami azt
jelenti, hogy o parciélis leképezés A-bol B-be. Tovabba (a,b) € o helyett azt mondjuk hogy az a
elem p melletti képe b, és azt irjuk, hogy ap = b. Ekkor az a elemet a b elem Gsének nevezziik. A
parcialis leképezést leképezésnek nevezziik, ha minden a € A elemre pontosan egy vele megfeleltetett
b € B elem létezik. Ha A = B, azaz az indulési és érkezési halmaz megegyzik, akkor a leképezést
transzformécionak nevezzik.

11. Jelblés. Az A halmazbol B-be mend Osszes leképezés halmazat BA-val jeloljiik.

12. Példa. A[6]példaban szerepls megfeleltetés parcialis leképezés, s6t leképezés is, mert minden A-
beli elemnek pontosan egy képe létezik, hiszen a szamok abszolutértéke egyértelmiien meghatérozott.
Hasznalhato a o: A — A, xp = |z| jelolés.

13. Példa. A |§| példaban megadott megfeleltetés nem parcialis leképezés, mivel mind (4,2), mind
(4, —2) is eleme p-nak. Viszont a o N (R x Rg ) megfeleltetés R-b6l Ry -ba mar parciélis leképezés de
még mindig nem leképezés, mivel példaul a —1 elemnek nincsen képe. A pN (Rar X ]Rar ) megfeleltetés
viszont méar leképezés.



14. Definici6é. A o C Ax B és a o C B x C leképezések szorzatan azt a po C A x C megfeleltetést
értjiik, amelynél tetszéleges (a,c) € A x C-re pontosan akkor teljesiil, hogy (a,c) € oo, ha létezik
b € B, amelyre (a,b) € p és (b,c) € 0.

15. Tétel. Ha p: A — B és 0: B — C leképezések, akkor po: A — C is leképezés és tetszbleges
a € A elemre a(po) = (ap)o.

16. Példa. Tekintsikk a p: Z - N, zp =5|z| + 1 ésao: N = R, zo = g leképezéseket. Ekkor a

szorzatuk a po: Z — R, xz(00) = (zp)o = (blz| + 1)o = ﬁ leképezés.

17. Definici6. Tetszbleges A halmazon definialjuk az identikus leképezést:
ida={(a,b) e AxA:a=0b},
a masik jelolést hasznalva:
idg: A—> A, aidg=a
18. Tétel. Tetszoleges o: A — B leképezésre idg 0 = 0 és oidp = 0.

19. Tétel. Tetszoleges p: A — B, 0: B — C és 7: C — D leképezésekre (po)T = p(oT), azaz a
szorzas asszociativ.

20. Példa. Vegyiik az A = {1,2,3} halmazon a p = {(1,2),(2,3),(3,1)} és o0 = {(1,2),(2,1),(3,3)}
leképezéseket. Ekkor po = {(1,1),(2,3),(3,2)} és oo = {(1,3),(2,2),(3,1)}, azaz a szorzas nem
kommutativ.

21. Definicid. A p: A — B leképezés sziirjektiv, ha minden elem el6fordul képelemként, azaz ha
(Vb€ B)(Ja € A)(ap =1D).
A o0: A — B leképezés injektiv, ha kiilonb6zd elemek képe kiilonbo6zs, azaz ha
(Vay,a2 € A)(a10 = az0 — a1 = a2).
A o leképezés bijektiv, ha sziirjektiv és injektiv is.
22. Példa. A [l példaban szerepls leképezés nem sziirjektiv, mert példaul a —1 nem forul els
képként, és nem is injektiv, mert a —2 és a 2 képe megegyezik.

23. Hazi feladat. (feb. 23.) Adjon példat olyan ¢: Z — Z leképezésre, amely injektiv, de nem
sziirjektiv. Igazolja is a tulajdonsigokat.

24. Definicidé. A p C A x B leképezés inverze a kivetkez§ megfeleltetés:
= {(b,a) € Bx A: (a,b) € o}.
25. Tétel. A p leképezés inverze akkor és csak akkor leképezés, ha ¢ bijektiv.

26. Tétel. Tetszbleges p: A — B és 0: B — (' leképezésekre
(1) ha p és o sziirjektiv, akkor go is sziirjektiv;
(2) ha p és o injektiv, akkor po is injektiv;
(3) ha o és o bijektiv, akkor go is bijektiv;
(4) ha go sziirjektiv, akkor o sziirjektiv;
(5) ha go injektiv, akkor o injektiv;
(6) ha go bijektiv, akkor g injektiv és o sziirjektiv;
27. Hazi feladat. (feb. 23.) A (4) bizonyitasa.

28. Hazi feladat. (feb. 23.) Adjon példat olyan A, B, C halmazokra és p: A - B, 0: B — C
leképezésekre, melyekre o sziirjektiv, de po nem sziirjektiv.

29.* Tétel. Tetszbleges 0: A — B, 0: B — C bijektiv leképezésre

(1) 07! is bijektiv,
(2) 0o =1idy,

(3) Q Q 1d37

(4) (e0)t =071



