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1. Definicié. A valos szamokbol 4llo szamparokat komplex szamoknak nevezziik. A komplex szé-
mok halmazat C jeloli, azaz C =R x R.

2. Definicié. Az (a,b) és (¢, d) komplex szamok Osszege és szorzata:
(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)
(a,b) - (¢c,d) = (ac — bd, ad + bc).
3. Példa. Az (1,2) és (3,4) komplex szamok Osszege és szorzata:
(1,2) +(3,4) = (1+ 3,24+ 4) = (4,6), ¢és
(1,2)-(3,4) =(1-3-2-4,1-4+2-3) = (3 —8,4+6) = (—5,10).
4. Tétel. (C;+, ) test.

5. Hazi feladat. (marc. 16.) Bizonyitsa be, hogy a C halmazon a 2| Definicibban megadott
szorzas asszociativ.

6. Példa.
L2 - 0t (38) - (24 - (3.2).
7. Tétel. Minden a,b € R esetén
(a,0) + (b,0) = (a + b,0), —(a,0) = (—a,0),
(a,0) - (b,0) = (a-b,0), (a,0)"t = (a™1,0).

8. Definicid. Tetszdleges a € R esetén az (a,0) komplex szam helyett egyszertien a-t irunk, és nem
is kiilonboztetjiik meg az a valés szamtol. Ugy tekintjiik, hogy R C C. Tovabba a (0,1) komplex
szamot i-vel jeloljiik.

9. Tétel. Tetszoleges a,b € R esetén (a,b) = a + bi, azaz minden komplex szam egyértelmd modon
el6all a + bi alakban. Tovabba i2 = —1.

10. Definicid. A z € C komplex szam a + bi alakban valo felirasat z kanonikus alakjanak nevezziik.
Az a € R szamot z valos részének, mig a b € R szamot z képzetes részének hivjuk, és a = Re z,
illetve b = Im z-vel jeloljiik. Az ¢ komplex szam neve képzetes egység.

11. Példa. A kovetkezs szamolasban csak azt hasznaltuk ki, hogy C test (azaz érvényesek a szokasos
szamolasi szabalyok) és i2 = —1:

(a4 bi) - (¢ + di) = ac + adi + bci + bdi? = (ac — bd) + (ad + be)i
Vessiik dssze a kapott eredményt a komplex szamok szorzasara megadott 2] Definicioval. A multipli-
kativ inverz kiszdmoldsanal azt a jol ismert azonossagot alkalmazzuk, hogy (a + b)(a —b) = a? — b*:
1 1 a— bi a—bi a—b a —b
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12. Definicié. Legyen adott a sikban egy Descartes-féle derékszogti koordinatarendszer, és feleltes-
siik meg az a + bi komplex szamnak az (a,b) koordinatajia pontot. Igy kapjuk a komplex szamsikot,
mas néven a Gauss-féle szamsikot. Az elsd tengelyt (abszcissza) valos tengelynek, a masodik tengelyt
(ordinata) pedig képzetes tengelynek hivjuk. A valds tengelyen taldlhatok a valos szamok, a képzetes
tengelyen pedig a tiszta képzetes szamok.

13. Definicié. A z = a + bi komplex szam konjugaltjan a Z = a — bi komplex szamot, és abszolut
értéken a |z| = va? + b? valos szamot értjik.



14. Megjegyzés. A komplex szamsikon a konjugalas nem mas, mint a valés tengelyre valo tiik-
rozés, az abszolut érték az origotol (nullatol) mért tavolsag, a komplex szamok Osszeadéasa pedig
(hely)vektorok osszeadasa.

15. Tétel. Tetszbleges u, v € C szamra

16. Hazi feladat. (méarc. 23.) Bizonyitsa be az el6z6 tétel (4) és (6) részét.

17. Tétel. Tetszoleges u,v € C szamra

|u- o] = [u] - o],

18. Hazi feladat. (marc. 23.) Bizonyitsa be az el6z6 tétel (3) és (6) részét.

19.* Tétel. Legyenek z1, zo,..., 2z, komplex szamok ugy, hogy a komplex szamsikon az altaluk
meghatarozott poligon konvex, és a z1,...,z, csicsok az éramutatd jardsaval ellentétes iranyban
helyezkednek el. Ekkor a poligon teriilete a kivetkezs képlettel szamolhato:

1
g m(zize + 2223 + - 4 Zemizn + Zaz)-

20. Definici6. Egy nemnulla z komplex szam argumentuma az a szog, amivel a valos tengely pozitiv
felét el kell forgatni az origd koriil, hogy atmenjen a z-nek megfelel§ ponton, amit arg z-vel jeldljiik.
(Ez 27 egész szamu tobbszoroseinek erejéig egyértelmiien meghatarozott.) A nulla szdmnak nincsen
argumentuma.

21. Tétel. Tetszbleges 0 # 2z € C, r € RT és p € R szamok esetén
z=r(cosp+ising) <= r=|z| és p = argz.
22. Definicié. A nemnulla komplex szamok
z =r(cosp + isinp)

alakban val6 felirasat trigonometrikus alaknak nevezziik. A nulla komplex szdmnak nincsen trigono-
metrikus alakja.

23. Megjegyzés. A nullatol kiillonb6zE komplex szémok argumentuma csak 27w egész szamu t6bb-
szoroseit6l eltekintve meghatérozott. Ezért a komplex szamok trigonometrikus alakja sem egyér-
telmi: példaul mind cos § + isin 5, mind a cos _T?’” + ¢ sin _T?”r az i komplex szam trigonometrikus
alakja. Viszont ha egy konkrét komplex szam trigonometrikus alakjat kell meghataroznunk, akkor

az argumentumot mindig a [0, 27| intervallumban adjuk meg.

24. Teétel. Tetsz6leges nullatol kiillonbozs u = r(cosp + isiny) és v = s(cosp + isiny) komplex
szamokra
(1) u=r(cos(—p) +isin(—y)),
) u-v=rs(cos(p + 1) +isin(p + 1)),
) u™t = r~1(cos(—p) + isin(—yp)),
) u/v=r/s-(cos(p — 1)+ isin(p —1)).



25. Megjegyzés. A komplex szamok kanonikus alakjat felhasznalva lathattunk, hogy rogzitett
v € C komplex szam esetén a z — z + v leképezés nem més, mint a v-hez tartozé vektorral valod
eltolas a komplex szamsikon. A komplex szamok trigonometrikus alakjat felhasznélva pedig lathato,
hogy rogzitett v = cosvy +isin esetén a z — 2z - v leképezés nem més, mint az origd koriili ¢ szogi
forgatas a komplex szamsikon.

26. Példa. Az ismert szinusz és koszinusz Osszegzési képleteket kénnyen megkaphatjuk komplex
szamok segitségével. Tekintsiik a

U = Cos p + tsin @, v = cosY + isin
komplex szdmokat. A trigonometrikus alakokkal szamolva a szorzatuk
u-v = cos(p+ ) +isin(p + ).
De ha a kanonikus alakot hasznaljuk a szorzat kiszdmolasara, akkor
u-v=(cosp+isinep)- (cosy + isin)
=CoS-CcoSY +cosy-isiny + ising - cosy +isinp - isin Y
= (cosp - costh —sin - sin1)) + i(cos ¢ - siny + sin g - cos V).
Mivel az u - v komplex szdm egyértelmiien irhato fel kanonikus alakban, ezért
cos(p + 1) = cosp - cosy — sin @ - sin 1), és
sin(p + 1) = cos ¢ - sin + sin ¢ - cos Y.
Hasonloan szamithato ki a cos(¢ — 1) és sin(¢ — ) képlete is, de ekkor az u és v komplex szamok
hényadosat kell venniink.
27. Tétel (Moivre-képlet). Barmely nem zér6 z = r(cos o+ sin ¢) komplex szam és n € Z esetén
2" = r"(cos(ny) + isin(ny)).
28. Hazi feladat. (marc. 30.) Bizonyitsa be az el6z6 tételt teljes indukcio segitségével n € N
esetén.
29. Példa. Tudjuk, hogy cos2a = cos? o — sin® v és sin2a = 2sinacos . Megmutatjuk, hogy
cos 3a és sin 3a hogyan szamithato ki egyszertien. Vegyiik a z = cos a + ¢ sin a komplex szamot és

szamoljuk ki a harmadik hatvanyat a trigonometrikus alakja

23 = cos 3a + isin 3a,

és a kanonikus alakjai segitségével (felhasznélva azt, hogy (a + b)® = a3 4 3a?b + 3ab® + b?)

23 = (cosa +isina)?

= cos® o+ 3icos®a-sina — 3cosa - sin® a — i sin® «

3

= (cos® a — 3cos a - sin? ) 4 (3 cos® o - sin a — sin® ).

Tehat azt kaptuk, hogy

3@—3cosa-sin2a, és

2 - sina — sin® a.

cos 3a = cos

sin 3o = 3 cos

30. Definicid. Tetszoleges n pozitiv egész szam és z € C esetén azt mondjuk, hogy az u komplex
szam n-edik gyoke z-nek, ha u™ = z.

31. Tétel. Minden nemnulla z = r(cos ¢ + isin ¢) komplex szamnak pontosan n kiilonb6z6 n-edik
gyOke van, mégpedig

2k 2k
Wz%(cosw+isinw> (k=0,...,n—1).
n n
32. Definici6. Az ¢ komplex szamot n-edik egységgyoknek nevezziik (n € NT), ha e” = 1. Az ¢
komplex szam egységgyok, ha n-edik egységgyok valamely n € NT-re.
3



33. Tétel. Az n-edik egységgyokok a kovetkezdk:
2k 2km

€)= cos — + isin — (k=0,...,n—1).
n n
Ezzel a jeloléssel eg =1 és g, = 5’f minden k =0,...,n — 1 esetén.

34. Megjegyzés. Az n-edik egységgyokok egy szabalyos n-szoget alkotnak a komplex szamsikon,
amelynek a koriilirt kore az origd kozéppontu egységkor, és egyik csucsa 1. (Ez a két informacio
egyértelmtien meg is hatarozza az n-szoget.)

35. Példa. Az els6 egységgyokok halmaza a
{zeC:2'=1}={1}.
A masodik egységgyokok halmaza a
{z€C:22=1}={1,-1}.
A harmadik egységgyokok halmaza a

L, V3, 1 V3,
2 2 2 2 )

{ze(C:z3—1}—{1,—+i,—

A negyedik egységgyokok halmaza a
{zeC:2'=1}={1,i,—1,—i}.
A hatodik egységgyokok halmaza a

i1, —= — ~24,

1 V3.
—1
2 2 279

1 V3 1 V3.1 V3
6 . .
2°=1}=<1,= —= 4 — -1,
{z€C:z } {,2+ '~ 21}
36. Tétel. Egy nemnulla komplex szam 6sszes n-edik gyokét megkaphatjuk, ha egy rogzitett n-edik
gyokét megszorozzuk sorra az n-edik egységgyokokkel. Tehat ha v = z # 0, akkor a z komplex
szam n-edik gyokei: u - ahol £k =0,...,n — 1.

37. Példa. Szamoljuk ki a J/8i értékeit.
Konnyen leellenérizhets, hogy —2i gyok, mivel (—2i)3 = —8i% = 8i. Tehat ha alkalmazzuk az
el6z§ tételt, és tudjuk a harmadik egységgyokoket, akkor megkapjuk a harom gyockot:

—2i-1 =2,

—2. (—1+\/§i> =341,
2 2

2 (—i-?z) = —V3+i.

38. Definici6. Azt mondjuk, hogy a € komplex szam primitiv n-edik egységgyok, ha n-edik egység-
gyok, de nem m-edik egységgyok semmilyen 0 < m < n egészre.

39. Példa. Az 1 primitiv els6 egységgydk. A —1 primitiv méasodik egységgyok. A —% + @z és
—% — @z primitiv harmadik egységgyokok. Az i és —i primitiv negyedik egységgyokok. Az % + @’L

és % — ?z primitiv hatodik egységgyokok.

. . 2% . . 9k . . , e . , .
40. Tétel. Az g = cos =" + isin = % egységgyok akkor és csak akkor primitiv n-edik egységgyok,

n
ha k relativ prim n-hez.

41. Hazi feladat. (marc. 30.) Fejezze be az el6z6 tétel bizonyitasat.



