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1. Torténet. A harmad- és negyedfoku egyenletek megoldoképletének torténete:

e Scipione del Ferro megoldja a harmadfoki egyenlet bizonyos tipusait, de mddszerét titokban
tartja.

e 1526: del Ferro a halalos dgyan elarulja a titkot tanitvanyénak, Fiornak, a jegyzetfiizetét
pedig vejére bizza.

e 1535: Fior és Niccolo Fontana Tartaglia versenye. Tartaglia megoldja Fior 6sszes feladvanyét,
Fior viszont egyet sem old meg teljesen.

e 1539: Girolamo Cardano (nagy nehezen) kiszedi Tartagliabol a modszert.
JEskiiszom Onnek az Ur Szent Fvangéliumdra, és nem csak eqy igaz ember szavdit adom
Onnek, hogy soha nem publikdlom az On felfedezését, ha ram bizza, de igérem azt is, €s legyen
igaz keresztény lelkiismeretem az On biztositéka, hogy oly mddon titkositom, hogy haldlom
utdn senki sem tudja majd elolvasni a feljegyzetteket. Ha On tgy gondolja, hogy megér-
demlem a bizalmat, akkor tegye meg nekem ezt a szivességet, ha pedig nem, akkor fejezziik be
ezt a beszélgetést.”

e 1539: Cardano tovabb vizsgalja a harmadfoku egyenleteket, felfedezi a casus irreduciblist.

e 1540: Lodovico Ferrari megoldja a negyedfoki egyenletet, de nem publikdlhatja Cardano
fogadalma miatt.

e 1543: Cardano és Ferrari Bolognéba utazik, és del Ferro veje megmutatja nekik a jegyzetfii-
zetet.

e 1545: Cardano kiadja Ars Magna cimii miivét, benne a harmadfoki egyenlet megoldaséval,
hivatkozva del Ferro és Tartaglia munkajara. Tartaglia eskiiszegéssel vadolja Cardanot.

e 1548: Tartaglia nem akar Ferrarival megkiizdeni, Cardano pedig Tartaglidval nem akar. Tar-
taglia egy jo allds reményében mégis elfogadja Ferrari kihivasat, de alulmarad, és az éj leple
alatt megszokik.

2. Allitas. Az ay® +by?> + cy +d =0 (a,b,c,d € C a # 0) harmadfokt egyenletbél az x = y + %
4j ismeretlenre val6 attéréssel eltiinik a méasodfoku tag, tehat a fGegylitthatoval vald leosztés utéan

23 +pr+q=0(p,q€C)
alakt egyenletet kapunk.

3. Tétel. Az 22 + pxr + ¢ = 0 (p,q € C) harmadfokt egyenlet minden megoldasa megkaphaté a
Cardano-képlet segitségével:

A képlet kilenc szamot is adhat, de ezek koziil legfeljebb harom lehet megoldasa az egyenletnek,
nevezetesen azok, ahol a két kdbgyok szorzata —%.
Ha u és v a két kobgyok egy-egy ilyen értéke, akkor az o3 + px + ¢ polinom harom gydke (multip-

licitassal):

U+ v, UE + VE, UE + Ve,
ahol € primitiv harmadik egységgyok.
4. Példa. Megoldjuk az 2% + 62 = 20 egyenletet. Behelyettesitve a Cardano-képletebe (p = 6,

q = —20), ezt kapjuk:
V10 +6v3 + /10 - 6v3.
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Tehat ebben az esetben pozitiv szam van a négyzetgyok alatt. A két kobgyok harom-harom értéke
(figyelni kell a parbaéllitasra: w;v; = —2):

u = V104+6vV3 uy = V10+6vV3-e us= V10+6V3 &
11 =vV10—6V3 va=v10—6V3-2 wv3=vV10—6V3 ¢

Tehét az egyenlet megoldésai:

a1 = V10+6v3 + V10— 6v/3 =2
a2=—1+3i
as=—1—3i

5. Peélda. Megoldjuk az x> = 15z + 4 egyenletet. Behelyettesitve a Cardano-képletebe (p = —15,
q = —4), ezt kapjuk:

€/2+\/ﬁ + {’/2—\/—121:€/2+11¢ + V2 —11i.
—_—
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Tehat ebben az esetben a négyzetgyok alatt negativ szam van (casus irreducibilis).
A /2 + 11i kébgyokvonast elvégezni nem kénnyti. Vegyiik észre, hogy (2 +4)% = 2 + 11i. Tehat az
egyenlet megoldasai:
ar=2+9)+2—-1i)=4
ar=2+i)e+(2-i)E=-2-3
a3 =(24+i1)E+(2—i)e=-2+3

6.* Tétel. A valos egyiitthatos 2® 4+ px + ¢ harmadfoka polinom valos, illetve nemvalés gyokeinek

szama a (%)2 + (%)3 szam elGjelétdl fiigg az alabbi modon:

o ha (§)°+ (8)°
o ha (§)”+ (
o ha ()" + (

irreducibilisr

~—

> 0, akkor egy valés és két nemvalés konjugalt komplex gyok van;

wie Wi

~—
w

= 0, akkor minden gyok valos, és koziiliik (legalabb) kettd egybeesik;
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< 0, akkor harom kiilénboz6 valés gyok van, ezt az esetet nevezziik casus
k.
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7. Definicié. Az 23 +pz+q polinom diszkriminansanak a D = —108((%)2+ (%)3) szamot nevezziik.
8. Megjegyzés. Meg lehet mutatni, hogy a diszkriminans nem mas, mint

(a1 —a2)? (a2 — a3)® (a3 — a1)?,
ahol a, g, a3 a polinom komplex gyokei (valojaban ez a diszkriminans definicioja).

Hasonloan lehet definialni tetszdleges fokszamu polinom diszkriminanséatis. Az f = (x — a1) -+ (. — ay)
polinom diszkriminénsa:
I (-

1<i<j<n
9. Feladat. Oldjuk meg a kovetkezs egyenleteket.
(1) 23+ 32+ 76 = 0,
(2) 2® = 152 + 22,
(3) —y +9y? — 33y + 65 = 0.
10. Hazi feladat. (maj. 11.) Adjon példat olyan harmadfokiu polinomra, amelynek egy valos és
két nemvalos konjugalt komplex gydke van, és keresse meg a gyokoket a Cardano-képlet segitségével.

Tekintsiik az f = 2* + az® + bxz? + cx + d € C[z] negyedfoki polinomot, és vegyiik a g = 22 + $z+

polinomot, ahol a komplex paraméter. Ekkor ¢? = 2 + az® + (% + 2a> 2?2 +aax + a?, és képezziik

ak=g>—f= (% + 2a — b) 22 + (aa — )z + (a2 — d) kiilonbséget. Ha az a paramétert ugy

valasztjuk meg, hogy k teljes négyzet legyen, azaz ha taldlunk olyan h legfeljebb els6foka polinomot,

amelyre k = h?, akkor f = g2 — h®> = (g + h)(g — h) teljesiil. Igy az f negyedfoki polinomot két

maésodfoki polinom szorzatara bontjuk, amelyeknek a komplex gyokeit meg tudjuk hatarozni. A k
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legfeljebb mésodfokid polinom akkor lesz teljes négyzet, ha a k = 0 egyenlet diszkriminansa 0, innen
adodik a kovetkezs definicioban szerepld kubikus rezolvens.

11. Definicié. Az z* + ax® + bx? + cx + d = 0 negyedfoki egyenlet kubikus rezolvensének az

2
(aa—c)2—4<2+2a—b> (a?—d) =0
egyenletet nevezzilkk (ami az a ismeretlenre nézve harmadfoku egyenlet).

12. Tétel (Ferrari médszere). Legyen f = x* + az3 + bax? + cx +d € C[z], és legyen a megoldasa
az f(x) = 0 negyedfoku egyenlet kubikus rezolvensének. Ekkor az

4
masodfokd polinom teljes négyzet, azaz valamely h € C[z] legfeljebb elssfoku polinom négyzete. A
g =%+ 57 + a jelolést hasznalva
f=9"—n*=(g+h)(g—h),
vagyis f két masodfokn polinom szorzatara bomlik, és igy gyokei a méasodfoki egyenlet megoldokép-
letével meghatéarozhatok.

(1) <a2+2a—b>ac2+(aa—c)x+(2—d)

13. Megjegyzés. A [[1] Definicioban megadott kubikus rezolvenst a hatvanyaiként atirva a
(2) — 80 + 4ba® + (8d — 2ac)a + a®d — 4bd + 2 = 0
egyenletet kapjuk.

14. Példa. Megkeressiik az f = x* 4 423 — 622 + 42 — 2 polinom gydkeit. A (2) formula alapjan a
kubikus rezolvens « hatvanyaiként felirva:
—8a% — 240® — 48 — 64 = 0.

A . Allitasban szerepls helyettesités most 3 = o + 1 alaki. A fSegyiitthatoval, —8-cal, torténd
leosztés utén a

BP+33+4=0
egyenletet kapjuk, amelynek 8 = —1 egy megoldasa, igy @ = —2 megoldasa a kubikus rezolvensnek.
Ekkor az (1) polinom

622 — 12z + 6 = (V62 — V6)?
alakt, tehat Ferrari moédszerénél h = Vo6 — \/6, tovabba g = 22 4+ 22 — 2. Ekkor
f=(g+m)g—n) = (2 + 2+ V6w -2 - V6) (+*+ (2= VB)z — 2+ V6).
A masodfokt egyenletek megoldasaval megkapjuk a gyokoket:

—2-V6+1/18+8V6 —2+V6++18—8V6
2 ’ 2 '

15. Feladat. Oldjuk meg az 2* — 423 + 82 — 14 = 0 egyenletet.



