5. feladatsor — Polinomok

5.1. Feladat. Hatarozzuk meg a f és a g polinomok legnagyobb kozos osztojat euklideszi algorit-
mus segitségével a megadott polinomgytriikben.

(a) f=22"—32° — 222+ 20— 1, g=223 —2? — 4z — 1, Qlz];

(b) f=a+a' + 2+ 1, g=a"+1, Zofa];

(c) f=a®—a?—bx—3, g=a*+323+2? -3z -2, Q[z];

(d) f=—a*— 423 + 342? + 762 — 105, g = z* + 62> — 622 + 62 — 7, Qlx];
(e) f=a"+2+2, g=a+222+20+1, Zs[z];

(f) f=da" +22% + 2 + 2 +2, g=22"+ 322 +1, Zs|z].

5.2. Feladat. Hatarozzuk meg az f és a g racionalis egyiitthatos polinomok kozos gyokeit, majd
ennek felhasznalasaval az f és g Osszes gyokét.

(a) f=a—2?—bx—3, g=a*+32+2* - 30— 2
(b) f=a'+22° —T2? —8x+12, g=a' +2° —2? —dz — 12,

5.3. Feladat. Hatarozzuk meg az f = (x + 1)} (x —4)*(z — 3) ésa g = (v + 1)*(x — 3)°(z — 1)
polinomok legnagyobb kozos osztojat.

5.4. Feladat. Hatarozzuk meg az a, b € R egyiitthatok értékét gy, hogy teljesiiljon az oszthatosag
Rz]-ben.

(a) (z— )(3:—1—2)]@95 —i—a: +bx +3;
(®) (z—2)(x+1)|ax®— 2%+ br + 4;
(c) (z— 2;( 3§|ax + ba? +x—4

(d) (z+1)(z+2) | 2%+ ax® + bx —

5.5. Feladat. Hatarozzuk meg, hogy hanyszoros gyoke az f polinomnak a ¢ szdm a megadott
polinomgytriiben, majd ennek segitségével alakitsuk szorzatta az f polinomot.

(a) f=2"—62"+112% — 1122 + 12049, c=3, Q[zl;
(b) f =25 —8z* + 162 +182% — 81z + 54, ¢=3, Rz];
(c) f=a%—3iz* — ba® + Tiz? + 62 — 2i, c=1i, Claf;

(d) f=2*+222+2+2, ¢c=2, Zsx]

5.6. Feladat. Adjuk meg a kivetkezd polinomok komplex gyokeit.

(a) z*+ 16;

(b) z* —8;

(c) z* —4;

(d) 25— 64;

(e) x*+ 8i;

(f) '+ 1+ /3i.



5.7. Feladat. Adjuk meg a kovetkez6 polinomok irreducibilis felbontésat az R és C testek felett.
(a) z° + 2 — 6x;

(b) 23 —8;
(c) z° + 8z%
(d) z* — 25;
(e) 2% —27;

(f) 2% —22% — 822
5.8. Feladat. Adjunk meg minimaélis fokszamu f € R[z| polinomot, amelynek

(a) a 2 kétszeres, a —1 és a 2 + i egyszeres gyoke;
(b) az i haromszoros, a 3 + i egyszeres gyoke;
(c) az 1+ 4 haromszoros, a —2 kétszeres, az i egyszeres gyoke.

5.9. Feladat. Hatarozzuk meg az a, b € R egyiitthatok értékét ugy, hogy teljesiiljon az oszthatosag
R[x]-ben.

(a) (z —1)*| 2 + az® + ba® — 4o + 2;
(b) (x+1)?| 2* + ax3 + ba? + 62 + 3;
(¢) (x+2)|z* +ax® + ba? + 4.

5.10. Feladat. Keressiik meg a kévetkez6 polinomok t6bbszoros gyokeit.

(a) 28 — 621 — 423 + 92 + 127 + 4;
(b) z° — 1023 — 2022 — 15z — 4.

5.11. Feladat. Hatéarozzuk meg az f € Clz| polinom gyokeinek Osszegét és szorzatat. (Minden
gyokot a multiplicitdasanak megfelelg szamban vegyiink figyelembe.)

(a) f=a°— 32+ 22° + x + 4;

(b) f=a"+22* -3+ 2

(c) f=2a'"+ 220 + 325 — 422 + 15z
(d) f=a*"+2*+32% -2 +5;

(e) f=3x"—4dx'+22% + 62+ 2;
(f) f=8z"+62% —22% + 7z — 2.

5.12. Feladat. Lagrange-interpolacioval adjunk meg egy polinomot, melyre illeszkednek a kévetkezd
pontok:

(a) A(~1,1), B(2,4), C(3,9);
(b) A(1,3), B(2.8). C(4,12);

(c) A(~2,-6), B(L,0), C/(3,14);
(d) A(~1,2), B(0,0), C(1,4), D(4,0).

Szorgalmi feladatok
5.13. Feladat. Adjuk meg azokat az f,g € Zs[x| polinomokat, amelyeknek legnagyobb kozos

osztdja x + 1, a legnagyobb kozds oszté keresésekor az euklideszi algoritmus soran 3 maradékos
osztast végeztiink, és minden hanyados x volt.



5.14. Feladat. Adjunk példat olyan f,g € R[z] polinomokra, amelyre Inko(f,g) ~ z* + 1, és a
legnagyobb kozos osztd keresésekor az euklideszi algoritmus soran 4 maradékos osztéast végeztiink,
azaz a 3. osztasnal kaptuk a legutolsdé nemnulla maradékot. Igazoljuk is!

5.15. Feladat. Adjuk meg az a € C értékét tgy, hogy az 23 — (a + 1)x + 2 és az 2? — ax + 1
komplex egyiitthatos polinomoknak legyen kozos gyoke.

5.16. Feladat. Hatarozzuk meg az ™ —1 és az 2™ — 1 komplex egyiitthatos polinomok legnagyobb
koz0s osztojat tetszéleges n,m € N esetén.

5.17. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy 2%+ + 1 | 23 4 23+ 4 237+2 teljesiil C[z]-ben tetszdleges
k,m,n € N esetén.

5.18. Feladat. Adjuk meg az a, b egyiitthatokat gy, hogy (z — 1)? | az" ™! + bz" + 1 teljesiiljon.

5.19. Feladat. Adjuk meg az 6sszes olyan a € C egyiitthatot, amely esetén az 2t — 4x + a € Clz]
polinomnak van t6bbszords gyoke.

5.20. Feladat. Hatarozzuk meg az f = Y a;2" € Clz] n-ed foki nem konstans polinom gyoke-
inek négyzetosszegét a polinom egyiitthatoinak segitségével.



