ABSZTRAKT ALGEBRA

MTNM514G 2. FELADATSOR

GEOMETRIAI SZERKESZTHETOSEG

2.1. Feladat. Négy feladat geometriai szerkeszthet6ségrol (okt.21. 1.-4. gyak. H.F.):
https://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/absztot_20250sz/index.html

MEGOLDAS.

2.2. Feladat. Melyek alkotnak gyfiriit, testet az aldbbiakban megadott algebrdk koziil?
(a) (N; 450 (b) (Z +5-); (©) (@ +;-); (d) (R; +5 -)
(€) (C+5-) () (R 450 (g) (CF5+5-)  (h) (Z2%% +5 )
(1) (Zas +5-) G) (Zaz; +5-) (k) (RIS +5 -0 () (20 +5 -).

MEGOLDAS.

(a) nem gyftirti; (b) gylird; (c) test;
(d) test; (e) test; (f) gytirty;
(2) gyfird; (h) gytirti; (i) gytirt;
() test; (k) gyftirt.

2.3. Feladat. Hatdrozzuk meg a H halmaz 4ltal generdlt (rész)gyfirtit és (rész)testet.
(a) H=ZU{v2)
(b) H=QU{V2}
(c) H=QuU{V2}

(a) gytirtiként: Z[v2] ={a+bv2: a,b € Z}, testként Q(+/2);
(b) gyfirtiként és testként is Q(v/2) = {a + bv2: a,b € Q};
(c) gyfirtiként és testként is Q(v/2) ={a +bv2+cv4: a,b € Q}.

2.4. Feladat. Dontsiik el, hogy az alabbi polinomok irreducibilisek-e a megadott T testek feletti poli-
nomgytriikben.

(a) f=x>—x2—x—-2, T=QR,C;

(b) f=x—x>—2x3-3x* —x—-2, T=Q,R,C;
(c) f=x*+x*—6, T=QRC;

(d) f=2x19° —3x73 4+ 69x — 12, T=Q,R,C;
(e) f=x>+3x+12, T=Q,R,C;

(f) f=2x*+2x+2, T=17Z3;

(g) f=x3+x2+1, T=2Zy;

(h) f=x*+x>+1, T=12Z,.

MEGOLDAS.


https://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/absztot_2025osz/index.html

(a) Rac. gyok: 2, (x —2)(x? +x + 1), nem irreducbilis egyik felett sem;

(b) Rac. gyok: 1,—2, (x +1)(x — 2)(x? + 1)%, nem irreducibilis egyik felett sem;
(c) (x% +3)(x? —2), nem irreducibilis egyik felett sem;
(d) Schonemann-Eisenstein tétel, p = 3 Q felett irred, t&bbi felett nem;
(e) diszkrimindns negativ, Q és R felett irred, C felett nem;
(f) 1 gyoke, nem irred;
(g) nincs gyoke irred;

(h) nincs gydke, de f =x* +x2 +1= (x> +x + 1)?, nem irred.

2.5. Feladat. Hatdrozzuk meg az o minimélpolinomjét a T testek felett. (Ldsd még az
66. feladatat.)

a=—4, T=QR,C;

x=v3+2, T=Q,R,C;

(a)

(b)

() a=V2+i, T=QRG
)

)

b

(d) «a=21+3, T=QR,C;
(e) a=+3++5, T=QR,C.

MEGOLDAS.

(a) CIxl: x +4i, QIx],RIx]: x>+ 16;

() Rix],Clx]: x — (vV34+2), QIx]: x> —4x +1;

(¢) Cxl:x— (V2+1), RK:x2—2v2x+3, Q:x*—2x2+9;
(d) RIxJ,Clx]: x— (2 +3), QIx]: nincs;

(e) RIx],Clx]: x — (V3+V5), Qx]:x* —16x% +4.

2.6. Feladat. Oldjuk meg az u,v ismeretlen polinomokra az aldabbi egyenleteket a megadott poli-
nomgytriiben.

(a) (P +x*+2u+(x+2v=1, Z3;
(b) (x* —=2x—3)u+ (x> +2x — 15)v =x%? —3x, RIx];

(€) CCH+x*+ X3+ Nu+x*+Tv=x2+1, ZyK.

MEGOLDAS.

(a) Egy megoldds: up =1, vo = 2x% +x + 1.
(b) Egy megoldéﬁ: Uy = _%X7 vy = %X,

altaldnos: u = *%X + (x+5)t,v= %x — (x+1)t, t € R[x];

(c) Egy megoldas: uo =x, vo = x> +x+ 1,
altalanos: u=x+ (x> + DNt,v=x2+x+ 1+ (x> +x2 + t, t € Zz[x].
2.7. Feladat. Hatarozzuk meg az elemek inverzét: | 1. feladatsor | 65. feladat.

243V2.
(a) __'_1747


https://www.math.u-szeged.hu/~katai/absztalg25/1.felsor_abszt.pdf
https://www.math.u-szeged.hu/~katai/absztalg25/1.felsor_abszt.pdf

(b) V21,

(¢) nem tom.

2.8. Feladat. Szamoljunk polinom szerinti maradékosztaly-gytriikben:

63., 64. feladat.
63. feladat.

(a) x%;

(b) 2x2 +x;

(c) 2x2 +x+ 1.
64. feladat.

- —
() x "=x+1,x2 =x2+x+1;

—1
(b) 2x2+1 =%, X/x+1=x%+2x+1.

2.9. Feladat. Dontsiik el, hogy testet alkotnak-e a megadott maradékosztaly-gytriik, és hatarozzuk meg

az elemeik szAmat: 62. feladat.
(a
(b

test, 23 elemfi;
nem test, 52 elemf;

d

)
)
(c) nem test, 5° elemfi;
(d) test, 3% elemii;
)

(e) nem test, 3% elemfi.

2.10. Feladat.

(1) Adjuk meg az aldbbi « elem minimélpolinomjit Q felett, hatdrozzuk meg a Qo) | Q testb&vités
fokszamét, és adjuk meg Q(«) egy bézisat Q felett.

(2) Bizonyitsuk be, hogy az alabbi B,y € Q(x).
(3) Igazoljuk, hogy Q(a) = [QU{B, v}

(a) a=V2,p=V2,v="V2

(b) a=v2+V3,B=V2v=V3;

(¢) = ?Jr%i,ﬁzx/?:,y:i.

MEGOLDAS.

(a) (1): minimalpoinom: x® — 2, [Q(V/2): Q] = 6, bazis: 1, « = V2, o = V2, & = V2, «* = V22,
o’ = V25

2): V2 =03, V2= o?,

3): V2=, fey QUV2) S QU{V2, ¥2)ls, és (2) alapjin [QU{v2, V2 € Q(¥2);

(b) (1): minimalpoinom: x* —10x2 + 1, [Q(v2 4+ v3): Q] =4, bézis: 1, « =2+ V3, & =5+ 26,
o =11V2+9V3,
(2): V2=—fa+ 3o =—3(V2+V3) + (11V2+9V3),
V3=Sa—tad =1 (V2+V3) = J(11V2+9V3),
((@()\[\[ \\f[ € [QU{V2, V3}lt, tehdt Q(v2++/3) C [QU{v2, V3}]s, és (2) alapjén [QU{v2, v3}]; C


https://www.math.u-szeged.hu/~katai/absztalg25/1.felsor_abszt.pdf
https://www.math.u-szeged.hu/~katai/absztalg25/1.felsor_abszt.pdf

(¢) (1): minimalpoinom: x* —x? + 1, {Q (? + %1) : Q] =4, bézis: 1, x = ? + %i, o? = % + ?i
3

x’ =1,
(2): V3 =20— o3 =2(% + 1) — 1,
i=ad,

(3): 2 + 11 € [QU{V3,ill, tehdt Q (? + %i) C [QU{V3, 1)y, és (2) alapjan [QU{V3,i}l, C
Q (? + %i>;
2.11. Feladat. Az alabbi «, 3,y esetén, fokszamtétel segitségével igazoljuk, hogy Q) = Q(B,7v), és
adjuk meg egy bazisat.
(a) a=V2,p=V2,v="V2
(b) a=V2+V3, p=v2y=3

(€) a=+1i p=v3y=i

A feladatmegoldas menete:

(1) Meghatdrozzuk [Q(w): Q]-t a minimalpolionom fokszadmabdl.

(2) Meghatdrozzuk [Q(y): Ql-t a minimélpolinom fokszamdbol, majd igazoljuk, hogy B ¢ Q(y).
(Természetesen 3 ésy szerepe rendre felcserélhetd.) Meghatarozzuk [Q(B,v): Q(y)l-t. A fokszdmtétel:
[Q(B,v): Q = [Q(B,v): QY] [Q(v): QI segitségével megkaphatd, hogy [Q(«): Q] = [Q(B,v): Q.

(3) Igazoljuk, hogy o« € Q(B,v), fgy Q(x) C Q(B,v), de a bovités foka megegyzik, tehat Qo) =
Q(B,v)-

(4) Ezeknél a példakndl egy bdzis megkaphaté a Q(y) és Q(B) testek Q feletti egy-egy bdzisanak
szorzataként. (Altaldban egy bdzis a Q(y) | Q és Q(B,v) | Q(y) egy-egy bézisdnak szorzataként
kaphat6 meg.)

2.12. Feladat. Hatarozzuk meg véges testek egy elemének minimalpolinomjat: | 1. feladatsor | 67. fe-
ladat.

MEGOLDAS.

(a) x* +1;
(b) x> +x+1;

(c) x*+x>+x2+x+1.

2.13. Feladat. Dontsiik el, hogy szerkesztheté-e a az aldbbi o valds szdm. (A szerkesztés alaptese a
raciondlis szdmtest.)

@ a= 3 (YWE— 15V + v8);
o) a=y (VVo— 11471+ v2)
(€) a=/3v6—1+ V324 V7

@ a=

Ha az o valds szam szerkesztheto, akkor eleme Q egy olyan bovitésének, amelynek fokszama
kettohatvany.

(a) igen;


https://www.math.u-szeged.hu/~katai/absztalg25/1.felsor_abszt.pdf

(b) nem;
(¢) nem;

(d) nem.

2.14. Feladat. Létezik-e euklideszi szerkesztési eljaras, amellyel

(a) tetszOleges adott kocka esetén Otszor akkora térfogati kockat lehet szerkeszteni?
(b) tetsz6leges korhoz vele azonos teriileti haromszoget lehet szerkeszteni?

)
)
(¢c) 1 fokos sz0g szerkeszthet?
(d) 2 fokos szdg szerkeszthet6?
)

(e) 3 fokos sz0g szerkeszthet?

MEGOLDAS.

(a) Ha az o valds szdm szerkeszthetd, akkor eleme Q egy olyan bévitésének, amelynek fokszama
kett6hatvany, de [Q(v/5): Q] = 3, igy nem szerkeszthetd.

(b) A hdromszog teriilete: 5 algebrai, mert a, mq algebrai Q felett, és az algebrai szdmok résztestet
alkotnak C-ben. Az egységnyi sugari kor teriilete 7t, ami transzcendens, igy nem szerkeszthetd ilyen

tertilett hdromszog.

(c)—(e) Ha o< 180) osztéja 360-nak, akkor o fokos szog pontosan akkor szerkeszthetd, ha %—oldahi
szabdlyos sokszog szerkeszthet6. Alkalmazhaté a Gauss—Wantzel tétel.

(c) Nem szerkeszthetd 1 fokos szog, mert 32 | 360, igy szabélyos 360-oldali sokszog nem szerkeszt-
het6 (1d. Gauss—Wantzel tétel).

(d) Nem szerkeszthet6 2 fokos sz6g, mert 32 | 180, igy szabélyos 180-oldalti sokszog nem szerkeszt-
heté (1d. Gauss—Wantzel tétel).

(e) Szerkeszthetd 3 fokos szog, mert 120 = 23 .35, igy szabdlyos 120-oldalii sokszog szerkeszthetd
(1d. Gauss—Wantzel tétel).



