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Bevezetés

A feladatgytjtemény elkészitésében végzett aldozatos munkaért, beleértve a megoldasok megértését segits videok
és pdf-fajlok elkészitését, az alabbiakat illeti kdszonet:

Boldog Péter Tamas, Dorman Miklos, Gévay Gébor,

Gyenizse Gergg, Kardos Gergely, Katai-Urban Kamilla,
Kulin Julia, Kunos Adam, Locskai Béla,
Torma Bence, Torma Gébor, Toth Endre.

A feladatgytjtemény a Linedris algebra (kozgazdaszoknak) targyhoz késziilt. A feladatsorok az elGadason
szerepl6 fogalmak gyakorlasara szolgalnak. A sziikséges definiciok, tételek megtalalhatok az eldadasvazlatban M.

Az 1. fejezetben a targy gyakorlatahoz tartozo feladatok talalhatok (matrixok, determinansok, linearis egyen-
letrendszerek, matrixegyenletek, matrixok inverze, valos vektorterek, matrixok sajatértékei és sajatvektorai), a
2. fejezetben pedig a feladatok eredményei/megoldasai vannak. Bizonyos feladatok esetén a teljes megoldast
tartalmazo video (youtube-video/interaktiv vided (1)) vagy kidolgozott megoldés (pdf-fajl (#)) is elérhets. A
feladatok szamozasa ,1.x.y. feladat” alaku, ahol ,x.y. feladat” a gyakorlatokon hasznalt feladatsorok szamozaséit
koveti, a megfelel6 megoldasok sorszama: ,.2.x.y. feladat”.


https://www.math.u-szeged.hu/~katai/Linalkg_jegyzet/LinAlgGTK-Elm.pdf

1. FELADATOK

1.1. Matrixok

Mintafeladat. Legyen

1 2 =3 1 2
A= ( B ERT E e R e
1 -2 3 2 3 3 3

Szamitsuk ki az alabbi matrixokat (amennyiben léteznek):
(a) (AB)*+3C',
(b) A?B?+3C".

Megoldas. Elséként azt vizsgaljuk meg, hogy léteznek-e a kifejezések. A skalarral valé szorzés és a transz-
ponélas mindig definialt, de csak azonos méretili matrixok Osszege, valamint (m X n)-es és (n x p)-s matrixok
szorzata létezik.

(a) Az AB szorzat létezik, melynek mérete (2 x 2), igy (AB)?> = AB - AB is létezik és (AB)? € R?*?. Mivel

3CT is (2 x 2)-es, ezért az (AB)? + 3CT matrix létezik. Végezziik el a részletszamitasokat: AB = (_] ]3),

1 9
s (12 =130\ o (1 3\ .o (3 9\ ..
(AB) 7(]0 68 >,C =2 3 és 3C' = 6 9 , végiil
s aer (12 130\ (3 9\ (-9 —121
(AB)" +3C *(10 68)+(6 9)*<16 77)'

(b) Az A? = AA matrix nem létezik, ezért A*B? +3C" sem létezik.
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1.1.1. Feladat. Legyen
1 2 1

A:G _22 _31), B=|-1 1], c=(0 20, D=[-1],
1 3 2
- _ ) - ) - ) -
1 2 34 1 03 04 0 04
Szamitsuk ki az alabbi méatrixokat (amennyiben léteznek):
(a) A+B,A+F, 2B, BT, DT; (b) AB, BA, CB, BC, DC, CD;
(c) BF, E?, GH,EBT,ETA,D'CT; (d) (A+B)C, (A+B")D, AD+B'D.
A feladat eredménye/megoldasa:
1 3 =5
1.1.2. Feladat. Szamitsuk ki az f = x? + 3x — 4 polinom helyettesitési értékét az A = |4 —2 6 | helyen.
3 1 2

A feladat eredménye/megoldasa:

1.1.3. Feladat. Legyen A = ((1) }) Adjuk meg az Osszes olyan B matrixot, amely felcserélhets A-val, azaz
amelyre AB = BA teljesiil.

A feladat eredménye/megoldasa:

Mintafeladat. Egy gazdasdgban a munkanélkiiliek és a dolgozok k6zotti atmenetet az
0.95 0.6
A= (0.05 0.4)
matrix irja le (1 éves id6tavon). A matrix oszlopai a jelenlegi dolgozdknak / munkanélkiilieknek felelnek
meg, a sorok pedig a valtozasnak. Tehat a fenti matrix azt jelenti, hogy egy év alatt a dolgozok 95%-a
dolgoz6é marad, 5%-a munkanélkiilivé valik, a munkanélkiilieknek pedig 60%-a talal munkat és 40%-a marad
munkanélkiili. Jelenleg 4 687 000 dolgozo6 és 180 000 munkanélkiili van. Mekkora lesz a munkanélkiiliségi rata

1, 2, 3, illetve 4 év mulva? Van-e egyenstlyi helyzete a munkanélkiiliségi ratanak (vagyis olyan rata, amely
valtozatlan marad)?

Megoldas. Legyen xo = 4687000 és yo = 180000. Egy év mulva a dolgozok létszama: x1 = 0, 95x0 + 0, 6yo,
a munkanélkiiliek 1étszama pedig y1 = 0,05%0 +0,4yo. Az Gj és a régi adatok kozotti kapcsolatot az A matrix

segitségével is kifejezhetjiik: ) A ;Co . Ha xy, illetve yy jeloli a dolgozok, illetve a munkanélkiiliek
0
szamat k év mulva (k € N), akkor (XZ) =A (X]) =A(A (X())) = A? (XO). Hasonl6an kapjuk, hogy
Y2 Y1 Yo Yo
(Xs) =A3 (X()) és (X4> =A* (X()). A kapott értékeket az alabbi tablazat tartalmazza.
CE Yo Y4 Yo
0. év 1. év 2. év 3. év 4. év
Dolgozok szama (xx): 4687000 | 4560650 | ~ 4516428 | ~ 4500950 | ~ 4495532
Munkanélkiiliek szama (yx): 180000 306350 ~ 350572 ~ 366 050 ~ 371468
Munkanélk. rata: ~3.7% ~ 6.3% ~7.2% ~7.5% ~ 7.6%

Ha a kezdSadatok x} (dolg. szdma) és yy (munkanélk. szama), akkor a munkanélkiiliségi rata %. Egy

év milva a munkanélkiiliek széma yi = 0,05xg + 0,4y}, igy a munkanélkiiliségi rata: ;gorlsss- Egyensilyi
helyzetben a régi és az 1j rAta megegyezik, aminek kévetkeztében y; = yi. Van egyenstilyi helyzete a munka-
nélkiiliségi ratanak: 1% ~ 7.69%.

1.1.4. Feladat. Egy gazdasagban a munkanélkiiliek és a dolgozok kozotti atmenetet a kovetkez6 matrix irja le

(1 éves id6tavon):
09 03
0.1 07)°
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A maétrix oszlopai a jelenlegi dolgozoknak / munkanélkiiliecknek felelnek meg, a sorok pedig a valtozasnak. Tehat
a fenti matrix azt jelenti, hogy egy év alatt a dolgozok 90%-a dolgozd marad, 10%-a munkanélkiilivé valik,
a munkanélkiilieknek pedig 30%-a talal munkat és 70%-a marad munkanélkiili. Jelenleg 8 000000 dolgozo és
2000000 munkanélkiili van. Mekkora lesz a munkanélkiiliségi rata' a gazdasagban 1, 2, illetve 4 év mulva?
Van-e egyenstlyi helyzete a munkanélkiiliségi ratanak (vagyis olyan rata, amely valtozatlan marad)?

Plusz gondolkodnivalé: mi torténik, ha a modellbe bevessziik a lakossag nemekre osztésat is? Igaz-e, hogy
ekkor is egyértelmt a munkanélkiiliségi rata egyensulyi helyzete?

A feladat eredménye/megoldésa:

Tetsz6leges n € N-re és 1 < k < n-re legyen

k-adik komp.

exn=1(0...0 1 0...0 eR™ & 1,=(1... 10" erR™".

1.1.5. Feladat. Egy orszaggytilési valasztason a tizenot szavazokorzetben hat jeloltre lehet szavazni. Az érvényes
szavazatok megoszlasat az A = (a;j)ex15 méatrix tartalmazza, amelynek a;; eleme azt mutatja meg, hogy az
i-edik jeloltre a j-edik korzetben hanyan szavaztak. Milyen jelentést tulajdonithatunk a kévetkezd kifejezéseknek:

(a) e1T‘6~A~115, (b) 12~A’65)15?
Irja fel matrixaritmetikai jelslésekkel, hogy a masodik jeléltre a hatodik kérzetben leadott szavazatok szama hany
szazaléka az Osszes érvényes szavazatnak.

A feladat eredménye/megoldasa:

1.1.6. Feladat. Egy aruhazban tizenkét féle dobozos sort tartanak. Az elmult év juliusiban regisztraltak a
napi fogyast: az A € R31*12 matrix i-edik soranak j-edik eleme azt jelenti, hogy julius i-edik napjan hany
darab fogyott a j-edik fajta sorbsl. A b € R'*12 matrix a sorok egységarait tartalmazza. Milyen jelentést
tulajdonithatunk az alabbi kifejezéseknek:

(a) e3 31 A-bT, (b) 13;-A, (c) A-1127

Irja fel métrixaritmetikai jelolésekkel, hogy mennyi az 6todik fajta sorbél szarmazé arbevétel jaliusban.

A feladat eredménye/megoldasa:

Tesztes feladatok

1.1.7. Feladat. Dontsiik el, hogy igaz vagy hamis az allitas.
a) Barmely A matrix esetén AAT létezik.

b) Barmely A matrix esetén AAT egy négyzetes matrix.

) Barmely A matrix esetén AAT és ATA azonos méretli négyzetes matrixok.

) Barmely A és B (n x n)-es matrix esetén AB és BA azonos méretl négyzetes matrixok.
) Barmely A és B méatrix esetén ha A + B létezik, akkor AB is.

) Barmely A és B matrix esetén ha A + B létezik, akkor ABT is

) Barmely A és B (n x n)-es matrix esetén AB = BA.

) Barmely A matrix esetén (AT)T = A.

i) Ha egy méatrix szimmetrikus, akkor négyzetes.

j) Ha az A és B matrixokra AB = BA teljesiil, akkor az A és B matrixok négyzetesek.

k) Barmely A és B azonos méretli négyzetes matrixok esetén

—~ — ,\,_\

c
d
e
f
g
h

1

/-\A,.\

(A+B)(A—B)=A?—B%
(1) Ha az A és B azonos meéretii négyzetes matrixok esetén
(A+B)(A—B)=A?—B’

teljesiil, akkor A = B.

1A munkanélkiiliségi rata nem mas, mint a munkanélkiiliek szaménak és a munkaeré-allomanynak a hanyadosa, szazalékos for-
maban kifejezve. (Forras: Wikipédia m.)


https://hu.wikipedia.org/wiki/Munkan%C3%A9lk%C3%BClis%C3%A9g
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A feladat eredménye/megoldasa:

Az 1.8-17. Feladatokban a megadott négy valaszbol csak az egyik helyes, dontsiik el,
melyik.

1.1.8. Feladat. Legyen az A métrix (2 x 3)-as valos matrix.

a) Az AAT és ATA szorzatok definialtak.

(a)

b) Az AAT és ATA szorzatok nem definialtak.

(

¢) Az AAT szorzat definialt, de az ATA szorzat nem definialt.
(c)

(d) Az AAT szorzat nem definialt, de az ATA szorzat definialt.

A feladat eredménye/megoldasa:

1.1.9. Feladat. Legyenck adottak az A € R?*3, B € R3*3 és C € R2** matrixok. Ekkor ...

(a) az ABC szorzat definialt. (b) a CTAB szorzat definialt.
(c) az ABE3C' szorzat definilt. (d) a BATCT szorzat definialt.

A feladat eredménye/megoldasa:

1.1.10. Feladat. Legyenek adottak az A € R?2*3, B € R3*4 ¢s C € R**? matrixok. Ekkor ...
(a) az ABC = CAB egyenléség teljestil. (b) az (AB)C = A(BC) egyenléség teljesiil.
(c) az AB + BC 0sszeg definialt. (d) a BCAB szorzat nem definialt.

A feladat eredménye/megoldasa: [ 2.1.10

1.1.11. Feladat. Ha A € R™*™ (m,n € N), B € R**¢ (k,£ € N) és

(a) n =k, akkor A + B létezik. (b) m=n =k =1¢, akkor AB = BA.
(c) m=n =k =1, akkor AB — (BA)T létezik. (d) m=n=%k=1{ akkor (B+A)" = AB.

A feladat eredménye/megoldasa: | 2.1.11

1.1.12. Feladat. Mely matrixokra teljesiil az A(B + C) = AB + AC egyenl6ség?

(a) Ac RZOOOXZO]S, B e RZO]SXZOZ] 6s C e RZO]SXZOZ].
Ac R2004><2012 Be RZO]ZXZO]G 6s C e RZO]GXZOZO
s .

b
EC)) Ac R10x1000 Be R]OOX]OO é6s C e R]OOX]O’
(d) A € R34, B e R34 g5 C € R34,

A feladat eredménye/megoldasa: [2.1.12

1.1.13. Feladat. Az A € R?018x2019 matrixra (AT)T = A teljesiil. Ekkor ...
(a) A+ AT =2A. (b) A feliilr6l triangularis.
(c) A szimmetrikus. (d) A% nem definialt.

A feladat eredménye/megoldasa: [2.1.13

1.1.14. Feladat. Az A, B € R™*™ matrixokra (A + B)(A — B) = A? — B? teljesiil. Ekkor ...
(a) A triangularis (b) AB = (AT +BNT. (c) A és B felcserélhetd. (d) AT =B.

A feladat eredménye/megoldasa: |2.1.14

1.1.15. Feladat. Az A, B € R™ ™ matrixokra (A + B)? = A% + 2AB + B? teljesiil. Ekkor ...

(a) A vagy B az egységmatrix. (b) A vagy B a zérusmatrix.
(c) AB = (AB)T. (d) AB=(ATBT)T.
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A feladat eredménye/megoldasa: [2.1.15

1.1.16. Feladat. Az A és B (m x n)-es valos matrixokra (A + B)? = A% + AB + BA + B? teljesiil. Ekkor ...

(a) A vagy B az egységmétrix. (b) A vagy B négyzetes.
(c) A vagy B diagonalis. (d) A vagy B a zérusmatrix.

A feladat eredménye/megoldésa: | 2.1.16

1.1.17. Feladat. Az (Es)* matrix milyen k-ra (k € N) lesz diagonalis?

(a) Csak also trianguléris lesz barmely k € N esetén.
(b) Csak k € {1,2} esetén.

(c) Csak k €{1,2,3,4,5} esetén.

(d) Barmely k € N esetén.

A feladat eredménye/megoldésa: [2.1.17

Nehezebb feladatok

1.1.18. Feladat. Elemezziik az (AB)3 = A3B3 egyenlGséget értelmezhetdség szempontjabol.
(a) Elsfordulhat-e, hogy az egyenldség egyik oldala létezik, de a mésik oldal nem?
(b) Elsfordulhat-e, hogy mindkét oldal létezik, de kiilonb6z6 mérettiek?

1.1.19. Feladat. Legyen A = <11 21>. Adjuk meg az Osszes olyan B matrixot, amely felcserélheté A-val,
azaz amelyre AB = BA teljesiil.

1.1.20. Feladat. Hatarozzuk meg az Gsszes olyan (2 x 2)-es valés matrixot, amelynek négyzete a nullmatrix.
1.1.21. Feladat. Tetszbleges n természetes szamra szamitsuk ki az alabbi matrokat:
(a)o1“ (b) -1 V3\" (6)11”
-1 0) "’ -3 —=1) 1 0/ °
1.1.22. Feladat. Legyen A olyan (n X n)-es matrix, melyre igaz, hogy minden oszlopaban az elemek 0sszege 1.

Ha v (n x 1)-es oszlopmaétrix, akkor jeloljiik ||v||-vel v elemeinek az 6sszegét. Igazoljuk, hogy barmely v (n x 1)-es
oszlopvektorra ||Av|| = ||v|| teljesiil.

1.1.23. Feladat. Legyen A olyan (n x n)-es matrix, melyre igaz, hogy minden oszlopaban az elemek Osszege 0.
Igazoljuk, hogy van olyan v (n x 1)-es oszlopvektor, melyre Av = 0 teljesiil.

1.1.24. Feladat. Négyzetes matrix nyoméanak nevezziik és Trace(A)-val jeloljiik a f6atlojaban 16v6 elemek Ossze-
gét. Igazoljuk, hogy ha A és B azonos méretd négyzetes matrixok, akkor Trace(AB) = Trace(BA).

1.1.25. Feladat. Legyen A valos matrix és tegyiik fel, hogy az AAT matrix nyoma 0. Hatarozzuk meg A-t.

1.1.26. Feladat. Teljesiilnek-e az alabbi egyenldségek tetszdleges A és B (n x n)-es matrixok esetén (n € N)?
(a) (A+B)(A—B)=A?-B?% (b) (AB)T =ATBT; (c) ASAt = Ast (s,t € N).



1.2. Determinansok

2 3 =5
7 11 =13
—-17 19 23

Mintafeladat. Szamitsuk ki a determinénsok értékét.

Megoldas. A determinénst az els6 sora szerint fogjuk kifejteni:

2 3 =5
1 —13 7 —13 7 11
17 }; ’2133 =2 ’19 3 ’ _3‘47 3 ’+(_5)'47 19’ =2
- —_—— ——
11.23—(—13)-19=500 —60 320
1.2.1. Feladat. Szamitsuk ki az alabbi determinansok értékét.
1 2 2 -1 —0.6 05
(&) )—1 1 ® o of (c) ‘ 0.4 —0.3"
A feladat eredménye/megoldasa:
Mintafeladat. Irjuk fel az
1 1 2 0
o 0 0 =3
3 5 8§ =2
13 21 33 0

determinans kifejtését a masodik sora, illetve a negyedik oszlopa szerint. Hatarozzuk meg az értékét is.

Megoldas. A determinans mésodik sora szerinti kifejtése:

1 2 0 1 2 0 1 1 0 1T 1 2
(=1)210-5 8 —2|+(=1)*".0-]3 8 —2|+(=1)?**".0-]3 5 —2|+(=1)*""*(=3)-|3 5 8
21 33 0 13 33 0 13 21 0 13 21 33
A determinans negyedik oszlopa szerinti kifejtése:
0 0 0 1T 1 2 1T 1 2 11 2
(=D)'".0-13 5 8|+ (=12 (=3)-]3 5 8|+(=1)>*"(=2)-[0 0 Oo|+(=1*""0-]0 0 of.
13 21 33 13 21 33 13 21 33 3 5 8

(A determinéns értéke 6.)

1.2.2. Feladat. Irjuk fel az alabbi determinansok kifejtését a megadott soruk/oszlopuk szerint.

1T -1 2 -2 3
(a) |1 —2 =3|, 2. sor; (b) |-1 2 0], 3. oszlop.
-1 2 0 0 1 2

A feladat eredménye/megoldasa:

1.2.3. Feladat. Nullazzuk ki a *-gal megjelolt elemek sorat/oszlopat az adott elem segitségével az alabbi deter-
minansokban.
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1 0 1 1 1 2 -1 0
01 0 0o -2 =2 2
(a) 11 -1 2,oszlop; (b) 1 2 1 _al| o
o1 1 1 1 2 1 1
A feladat eredménye/megoldasa:
1 1 1 0
Mintafeladat. Szamitsuk ki az } (]) (]) } determinansok értékét.

o 1 1 1

Megoldas. Miel6tt kifejtenénk a determinéns néhany sorkon végrehajtott elemi atalakitassal egyszertibb
alakra hozzuk. Az elemi 4talakitasok jelolése: [i] +» [j] (az i-edik és a j-edik sor cseréje), c[i] (az i-edik sor
szorzéasa a ¢ # 0 valés szammal), [j] + ¢’[i] (a j-edik sorhoz hozzdadjuk az i-edik sor c’-szeresét, ahol ¢’ € R).
Az els6 oszlop masodik és harmadik elemét nullazzuk ki, majd fejtsiik ki az els6 oszlop szerint:

—_—_O -

© = = —
= S = =

ne feledjiik, hogy sorcsere/oszlopcsere esetén elGjelvaltas van. Ismét nullazunk az els6 oszlopban, majd kifejtés
kovetkezik az els6 oszlop szerint:

UL I L -1 1
—lo =1 11" —l0o -1 1|=—(=1) (=)™ : 2’:(4)-2*1 =2
1 1 1 0 1 2
A determinéns értéke —3.
1.2.4. Feladat. Szamitsuk ki az alabbi determinansok értékét.
1 0 0 1 -1 0 3 -5 4
(a) |1 2 0 (b)y |2 1 1§ (¢) |6 3 5;
-1 2 1 -1 2 3 9 4 3
-1 -2 3 1 1 -2 1 1 -1 2 2 2
-4 5 7 0 -1 2 -1 0 -1 1 2 3
@13 6 5 o © 1 7 2 qf ® 1 2 4 s)
-3 4 7 1 2 -1 4 -1 -2 4 3 2
> -3 2 1 2 -1 2 3 4
> 2 1 2 -2 3 3 4 5
(g) ; (hy -2 3 —4 -5 0
-2 1 2 3
3 2 11 1 1 1 1 1
2 3 4 5 6

A feladat eredménye/megoldésa:

Mintafeladat. Adjuk meg az x valos paraméter értékét ugy, hogy az

3 X X
dy=1]—2 -2 x-—1
1T -1 =29

determinans értéke —105 legyen.
Megoldas. Elgszor a d« determinans értékét hatarozzuk meg:

3 x x | M+(=3)3]
-2 -2 x-—1

1T -1 =29

0 x+3 x+87
0 —4 x-59
1 -1 -29

x+3 x+87

dx = 4  x—59

‘:x2—52x+171.

Ady=-105 x> —52x+176 =0 egyenletnek két megoldas van: x = 6 és x = 46.




>8 < 1.2. Determinansok

1.2.5. Feladat. Adjuk meg az x valdés paraméter értékét agy, hogy az aldbbi determinéns értéke 0, illetve 30

legyen:
-1 x X —1 X x—1 x—1 1 x—1
(a) -2 2 x+5; (b) |—2 x—2 x+3|; (¢) | -2 x—2 3
1 2 0 1 2 0 x—1 2 —x + 1

A feladat eredménye/megoldasa:

Tesztes feladatok

1.2.6. Feladat. Dontsiik el, hogy igaz vagy hamis az allitas.
(a) Ha egy determinéns értéke 0, akkor két sora megegyezik, vagy aranyos.
b) Ha egy egész szamokbol 4ll6 determinans értéke paros, akkor minden eleme paros.
) Ha egy egész szamokbol allo determinans értéke paros, akkor van péaros eleme.
) Ha egy determinans két sorat felcseréljiik, akkor értéke véaltozatlan marad.
) Ha egy egész szamokbol allo determinans egy sordban csak péaros szdmok vannak, akkor az értéke paros.
) Egész szamokbol allo determinans értéke is egész szam.
) Barmely azonos méretti négyzetes A és B matrixra |A + B| = |A| + [B].
)
)
)
)
)

AA/\,—\/\

c
d
e
f
g
h

—~

Barmely A négyzetes matrix esetén ’AT‘ =A|.
(i) Barmely A négyzetes méatrix esetén |A2| = |A\2.
(j) Barmely A négyzetes matrix esetén |A| = |—Al.
(k) Ha egy matrix minden eleme racionalis szam, akkor a matrix determinansa is racionalis szam.
(1) Ha egy matrix minden eleme irracionélis szdm, akkor a matrix determinansa is irraciondlis szam.
A feladat eredménye/megoldasa:

A 2.7-17. Feladatokban a megadott négy valaszbol csak az egyik helyes, dontsiik el,
melyik.

1.2.7. Feladat. Barmely (a,b) és (c,d) sikbeli helyvektor esetén a két vektor altal kifeszitett paralelogramma
tertilete ...

(a) lad — bc|. (b) ad — be. (¢) bc — ad. (d) |ab — cd.

A feladat eredménye/megoldasa:

1.2.8. Feladat. A (100 x 100)-as egységmatrix 2. soranak 3. eleméhez tartozd aldeterminansénak az értéke ...

(a) 1. (b) —1. (c) 0. (d) (—1)1°0.

A feladat eredménye/megoldasa:

1.2.9. Feladat. A ‘(1) ]‘ determinéns minden adjungélt aldeterminansanak értéke ...

0

(a) pozitiv. (b) nemnegativ. (c) negativ. (d) nempozitiv.

A feladat eredménye/megoldasa:

1.2.10. Feladat. Egy (4 x 4)-es determinénst kifejtettiink valamelyik sora vagy oszlopa szerint, majd az igy
kapott (3 x 3)-as determinansok mindegyikét kifejtettiik valamelyik soruk vagy oszlopuk szerint. Hany (2 x 2)-es
determinans szerepel az igy kapott dsszegben? (Minden 6sszeadandot leirtunk, azokat is, amelyek értéke 0.)

(a) 4. (b) 7. (c) 6. (d) 12.

A feladat eredménye/megoldésa: |2.2.10
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1.2.11. Feladat. Ha egy (n x n)-es determinéns mindegyik elemét megszorozzuk egy ¢ szammal, akkor a deter-
minans értéke ...

(a) a c-szeresére valtozik. (b) a c"-szeresére valtozik.
(c) a " -szeresére véltozik. (d) nem valtozik.

A feladat eredménye/megoldésa: | 2.2.11

1.2.12. Feladat. Ha egy (5 x 5)-0s triangularis matrix f6atlojanak minden eleme negativ, akkor a matrix deter-
minénsa ...

(a) 0. (b) negativ. (¢) pozitiv. (d) 1.

A feladat eredménye/megoldésa: |2.2.12

1.2.13. Feladat. Melyik igaz minden négyzetes matrixra az alabbiak koziil? Ha a méatrix két sorat felcseréljiik,
akkor ...

(a) a matrix determinansa nem valtozik. (b) a matrix determinansa 0 lesz.
(c) a matrix determinénsa a —1-szeresére valtozik. (d) a matrix determinansa a reciprokara valtozik.

A feladat eredménye/megoldasa: | 2.2.13

1.2.14. Feladat. Egy (100 x 100)-as matrix els6 sordba leirtuk az els6 100 pozitiv egész szamot. Majd min-
den tovabbi soraba az el6z8 sor elemeinek kétszeresét irtuk (ugyanolyan sorrendben). Az igy kapott méatrix
determinéansa ...

(a) 100. (b) 100! (c) 2. (d) 0.

A feladat eredménye/megoldasa: |2.2.14

1.2.15. Feladat. Melyik igaz minden négyzetes matrixra az alabbiak koziil? Ha a matrix egyik soranak c-szeresét
hozzaadjuk a matrix egy masik sordhoz, akkor ...

(a) a matrix determinansa nem valtozik. (b) a matrix determinansa 0 lesz.
(c) a matrix determinansa a —1-szeresére valtozik. (d) a matrix determinénsa a c-szeresére valtozik.

A feladat eredménye/megoldésa: |2.2.15

1.2.16. Feladat. Az |AB| = |A| - |B| egyenlet ...

(a) barmely A, B matrix esetén teljesiil.

(b) barmely A, B négyzetes matrix esetén teljesiil.

(c) barmely A, B azonos méret(i négyzetes matrix esetén teljesiil.
(d) barmely A, B diagonalis, négyzetes matrix esetén teljesiil.

A feladat eredménye/megoldasa: |2.2.16

1.2.17. Feladat. Legyen A és B (n x n)-es valdos méatrix, ¢ valés szam. Melyik igaz az alabbiak koziil?
(a) |AB| =|A +B|. (b) |cAl =CclAl. (c) |AB| =|BA|. (d) |JATB| # |ABT].

A feladat eredménye/megoldasa: | 2.2.17
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Nehezebb feladatok

60 &4

1.2.18. Feladat. Szamitsuk ki az 210 140

‘ determinéns értékét anélkiil, hogy az ad — bc képletet, illetve

torteket hasznalnank. Ha a fenti modszert egy altaldnos

ccl z‘ matrixra alkalmaznank, akkor végiil milyen

szammal nullaznank ki az oszlopat vagy sorat?

1T 1 =3
1.2.19. Feladat. Helyettesitsiik az |5 7 —2| determinéns elsé soranak egy elemét egy egész szammal ugy,
4 5 1

hogy a keletkez determinans O legyen.

1.2.20. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely, nem 0 értékd determinéns elsé sordban talalhato olyan elem, amit le
lehet agy cserélni, hogy a kapott determinéns méar O legyen.

1.2.21. Feladat. Igaz-e, hogy barmely 0 értéki determinans elsé soraban megvaltoztathatd egy elem tgy, hogy
a kapott determinans értéke mar ne 0 legyen?

1.2.22. Feladat. Egy determindns f6atlojaban minden elem <y, a tobbi helyen pedig & &all. Szamitsuk ki a
determinéans értékét.

1.2.23. Feladat. Legyen n > 3 természetes szam. Szamitsd ki az alabbi (n X n)-es determinansok értékét.

T 1 1 ... 1T 1 1 1 1 0 ... 00 0
1 2 3 ... n 1 0 0 ... 0 0 1 0O 1 1 0 0 O
-1 0 3 ... n 01 0 0 0 1 0 0 1 0 0 O
(a) -1 =20 ™ (b) [+t t oo (c) |5 = 1 o e
: : : D O 0 0 ... 0 01 O o0 0 ... 1T 10
-1 -2 -3 ... 0 O 0 0 ... 1T 01 O 0 0 ... 011
O 0 0 ... 011 1 0 0 ... 0 0 1

1.2.24. Feladat. Igazak-e a kovetkez allitasok (ha igen, bizonyitsuk be, ha nem, adjunk ellenpéldat):
(a) Ha egy matrix minden eleme racionalis szam és a determinansa 15, akkor a matrixban van olyan elem,
amelynek nevezdje paros szam.
(b) Ha egy matrix determinansa paros szam, akkor a matrix minden eleme paros szam.
(¢) Ha egy matrix determininsa paros szam, akkor a matrix valamelyik eleme péros szam.

1.2.25. Feladat. Igazak-e a kovetkez allitasok (ha igen, bizonyitsuk be, ha nem, adjunk ellenpéldat):
(a) Ha egy (2 x 2)-es matrix determinansa 0, akkor a matrix mindkét sora a méasik soranak konstansszorosa.
(b) Ha egy (2 X 2)-es méatrix determinénsa 0, akkor a matrix valamelyik sora a masik soranak konstansszorosa.
(c) Ha egy (3 x 3)-as matrix determinansa 0, akkor a matrix valamelyik sora valamelyik masik sordanak kons-
tansszorosa.
(d) Ha egy (n x n)-es matrix minden eleme péaros szam, akkor a matrix determinansa 2™-nel oszthaté egész
szam.



1.3. Linearis egyenletrendszerek

Mintafeladat. Oldjuk meg a
3x1 + x2 + 4x3 = 33
dx; + 3x2 + X3 = 7
X1 + 4x2 + 3x3 = 8
linearis egyenletrendszereket Gauss-eliminécioval.
3 1 4133
Megoldas. A LER bdvitett métrixa: (A | b) = 4 3 1| 7 ]. A matrix soraira alkalmazott elemi
1 4 3| 8
atalakitasokkal 1épcsés alakra hozzuk az (A | b) matrixot:
Bl-43 2
[2]+(—4)[1] 13 5 4
[11-(3] e e 173)[1] ! & 2 8 l+45 121 ] 0 13 13
(Alb) ~ 4 3 1|7 ~ 0 —13 —11|-25 ~ 0 —13 —11 | =25
2
3 1 4133 0 —-11 -5 9 0 o0 % %
B1-1L 2 5 4 5 4 21+11[3]
1+ 2] 10 -3 5 23 10 -3 11+ 5 (3] ! & 3
~ 0 —13 —11 | =25 ~ 0 —13 —11 | =25 ~ 0 —13 052
o o0 2|32 0 o0 1 7 0 1|7
102 1 0 0 3
~ 01 0| -4
0 0 1|7
Az utolsoként kapott lépcsss alakbol leolvashato a megoldas: x1 = —3, x2 =4, x3 = —7 (valamennyi ismeretlen
kotott).

1.3.1. Feladat. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszereket Gauss-eliminacioval és elemi bézistranszfor-

mécioval is.

X1 + 2x2 + 5x3 = 7 X1 + 2x2 + 5x3
(a) —X1 — X, — 3x3 = —4 (b) X1 — X2 4+ 3x3
X1 + X2 + 4xz3 = 6 3x1 — 6% — X3
Ix7 4+ 4x + 5x3 = 6 a — b + 2
(c) X1+ x2 + 2x3 3 (d) 2a¢ — 2b — 3c
X1 + 7x2 + 83 = 10 —a + 2b + 3c
X1 — 2x2 4+ x3 + x4 = 1
(e) —Xx1 + 2x2 — x3 + x4 = 1
X1 — X2 + x3 4+ 5x4 = 5
2x1 + 3x2 — 4x3 = —7
() 3x1 — 5xp + 2x3 = 4
5¢1 — 3x2 + 2x3 = 8
X1 + 3x — 4x3 + x4 = 1
(g) 2x1 + 6x2 — 7x3 + x4 = 6
—3x1 — % + 10x3 — x4 = -—11
2x7 + x2 + 4dxz3 + 8x4 = -1
(1) X1 + 3x; — 6x3 + 2x4 = 3
3x1 — 2x2 + 2x3 — 2x4 = 8
2x1 — X2 +  2x3 = 4

—9
2
25

o
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2x9 — x2 + x3 + 2x4 4+ 3x5 = 2
M) 6x7 — 3x2 + 2x3 + 4dxq4 + 5S5xs5 = 3
6x1 — 3% + 4dx3 + 8xq4 + 13x5 = 9
dx7 — 2x2 + X3 + X4 + 2x5 = 1
A feladat eredménye/megoldasa:
Mintafeladat. Oldjuk meg az
31 + x2 4+ 4dxs3 + x4 = 1
X1 + 3x2 + X3 + 4dxa = 1
Ix7  + X2 + 3x3 + x4 = 1
lineéris egyenletrendszert elemi bazistranszformacioval.
Megoldas. A LER megoldasa EBT-vel:
0. | x1 x2 x3 x4 |Db .| x2 X3 x4 b 2. X2 X4 b 3. X4 b
er |3 1 4 11 e | =8 1 —11| =2 x3 | —8 11| =2 x3 | —=1/19 | 2/19
e2 |1 3 1 411 X1 3 1 4 1 X1 11 15 3 x1 | —=1/19 | 2/19
e3[4 1 3 1|1 es | —11 -1 —-15| -3 e3 | —19* —-26| -5 x2 | 26/19 | 5/19

A LER megoldhato, az x1,x2,x3 ismeretlenek szabadok, az x4 ismeretlen kotott, a LER egy altalanos megol-
déasa: x1 = % + ]%X4, X2 = % — %*3)(47 Wa = % + %XA, (x4 € R).

1.3.2. Feladat. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszereket Gauss-eliminacioval és elemi bézistranszfor-

mécioval is.

3a — 4b +
(a) 2a — 3b —
5 — 7b +
a—b+u = 1
(b) at+c—v = 2
b+v4+w = 3

+
+

2u
3u

4

<

I+ +

v = —1
v = 11
10

1.3.3. Feladat. Dontsiik el, hogy (1,—1,2,3) megoldésa-e az

linearis egyenletrendszernek.

X1+ 3x2 — 2x3 + 3x4

X1 —2X2 + X3 — 2x4

2x1+x2—x3+x4 = 2

1.3.4. Feladat. Ellendrizziik, hogy (1,—1,2,1) megoldasa az

linearis egyenletrendszernek. Hogyan kaphato meg épp ez a konkrét megoldas az (egyik) altalanos megoldasbol?

A feladat eredménye/megoldasa:

X1 — 2X2 + X3 — 2x4
2x1+%xX2 —x3+x4 =
X1+ 3x2 — 2x3 + 3x4

= 3
0

= -3

A feladat eredménye/megoldasa:
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Mintafeladat. Hatarozzuk meg az a és b valés paraméterek Osszes olyan értékét, amelyre az

X1 + 2x2 — 3x3 = 2
x1 — 3x2 + 4x3 = 0
—X1 + 8 + bx; = 2
21 — X2 4+ x3 = a

egyenletrendszernek pontosan egy megoldésa van.

Megoldas. Az egyenletrendszernek pontosan akkor van egyetlen megoldasa, ha megoldhato és az altaldnos
megoldasban nincs szabad ismeretlen. EBT-vel oldjuk meg a feladatot:

0. X1 X2 X3 b ]. X2 X3 b 2 X3 b
el | 17 2 3|2 X1 2 -3 2 X1 —1/5 6/5
e2| 1 =3 4]0 e | —5* 7 -2 x2 | =7/5 | 2/5
e3 | —1 8 b | 2 e3 10 b-3 4 e3 | b+ 11 0
e4 2 -1 1 a es | —5 7 a—4 es4 0 a—2

Az utolso6 tablazatbol azt kapjuk, hogy a LER pontosan akkor oldhaté meg, ha a=2. Haa=2é b =—11,
akkor a 2. tablazat lesz a befejez tablazat, a LER-nek végtelen sok megoldasa lesz, mivel x; szabad ismeretlen.

>13 <

— 2
=B

Ekkor x1 = g, X2

Ha a =2 és b # —11, akkor az EBT befejezs 1épése:

2. X3 b 3. b
X1 —]/5 6/5 X1 6/5
X2 —7/5 2/5 X2 2/5
es | (b+11)" 0 X3 0
€4 0 0 (%] 0

és x3 = 0 az egyetlen megoldas.

1.3.5. Feladat. Hatarozzuk meg az a és b valés paraméterek 0sszes olyan értékét amelyekre az alabbi egyenlet-
rendszernek pontosan egy megoldasa van.

alakjat:

21-01]
31—all]
(Alb) — ~

Megoldas. A LER bdgvitett matrixa (A | b) =

1
1

1
a

1 a
1—a
1—a

—_ —

1—a

=)

—_— — 0

egyenletrendszernek az a valés paraméter fiiggvényében hany megoldésa van.

X1 —%X2+3x3 = 2
—X1+2x2 —5x3 = 1
2x; +bxy = 6
—2x1+x2+bxs = a
A feladat eredménye/megoldasa:
Kidolgozott feladat. Hatarozzuk meg, hogy az
x1 + x2 + ax3 = 1
x1 + ax2 + x3 = 2
ax; + x2 + x3 = 2a

1

2 Hatarozzuk meg (A | b) 1épcsss
2a

1 a 1
a—1 1—a 1

0 —a’—a+2|a+]
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Ezen a ponton kettévalik az eljaras. Ha a = 1, akkor az utolsoként kapott (x) matrix és lépcsGs alakja:

T 1 111 I 1T 1 171
0 0 0|1 ~ 0 0 0|1 :
0 0 0|2 0 0 00

amely azt mutatja, hogy ebben az esetben nincs megoldas. Ha a # 1, akkor a — 1 # 0, és a (*) matrix az
alabbi modon kozelit a 1épcsés alakjahoz:

T a 1 g 1 a 1
0 a-—1 1—a 1 = 0 1 -1 1/(a—1) )
0 0 —a’?—a+2 | a+1 0 0 —a—2| (a+1)/(a=1)

()

1 1 a 1
Ezen a ponton ismét kettévalik az eljaras. Ha a = —2, akkor (*x) = o 1 —-1]-1/3 ) , ezért a LER
0o 0 O 1/3
nem oldhaté meg. Ha a # —2, akkor a LER megoldhat6. Mivel szabad ismeretlen ekkor nincsen, ezért
pontosan egy megoldas van.
Osszefoglalva az elébbieket: ha a # 1 és a # —2, akkor pontosan egy megoldasa van, kiilsnben nincs megoldasa
a LER-nek.

1.3.6

(a)

()

()

. Feladat. Hatarozzuk meg, hogy az alabbi egyenletrendszereknek az a valos paraméter fliiggvényében hany
megoldasa van.
X1 —X2+2x3 = 3 X1 —X2+2x3 = 3
axo + (a?+a)x3 = a+1 (b) (a+1)x2+ax3 = a—1
ax3 = a—1 (a?2—a)x3 = a
X1 —%xX2+2x3 = 3 X1 —2x2+x3 = 1
(a+1)xz+ax3 = a—1 (d) X1 —%X2+x3 = 3
(a24+2a—3)x3 = a?—3a+2 x1—2x+ (a2 —8)x3 = a+4
X1 —X2+x3+axg = 1
xi+(1—a)xs+(a—T)xqg = 2
x1—axz3+(a—2)xg = 1
—axq +axo +2ax3 +2x4 = 3a-—1

A feladat eredménye/megoldasa:

Tesztes feladatok

1.3.7. Feladat. Dontsiik el, hogy igaz vagy hamis az allitas.

)
NINENY

~ e
NP N2

Ha egy lineéris egyenletrendszernek nincs megoldasa, akkor a bdévitett matrixanak lépcsds alakjaban van
ellentmondo sor.

Ha egy linearis egyenletrendszer matrixanak tobb oszlopa van, mint sora, akkor vagy nincs megoldésa, vagy
végtelen sok megoldasa van.

Linearis egyenletrendszer barmely valtozdja lehet szabad valtozoé.

Van olyan linearis egyenletrendszer, amelynek végtelen sok megoldésa van, és minden megoldasa csak egész
szamokat tartalmaz.

Csupa nulla sort nem tartalmazé 1épcsés méatrixnak nem lehet t6bb sora, mint oszlopa.

Ha egy linearis egyenletrendszer Osszes konstansa 0, akkor van megoldasa.

Ha egy linearis egyenletrendszer elemi bazistranszformaciokkal valé megoldasa soran az

Xz‘o O‘—Z

sort kapjuk, akkor az egyenletrendszernek nincs megoldasa.

Ha egy linearis egyenletrendszernek megoldasa a (0,0,...,0) valés szam-n-es, akkor az egyenletrendszer
homogén.

Van olyan linearis egyenletrendszer, amelynek megoldasa csak irraciondlis szamot tartalmaz.

Létezik olyan linearis egyenletrendszer, amelynek pontosan 2018 megoldasa van.

Ha egy linearis egyenletrendszer méatrixa szimmetrikus, akkor legalabb egy megoldasa van.
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(1) Ha egy lineéris egyenletrendszer kiegészitett matrixdnak determinansa 0-t6l kiilonbo6z8, akkor pontosan egy
megoldasa van.

A feladat eredménye/megoldasa:

A 3.8-18. Feladatokban a megadott négy vélaszbol csak az egyik helyes, dontsiik el,
melyik.

1.3.8. Feladat. Az Ax = b linearis egyenletrendszer megoldhatd Cramer-szaballyal, ha ...

(a) az A méatrix szimmetrikus, és determinéansa 0.

(b) az A matrix négyzetes, és determinénsa nem 0.

(c) az AT métrix szimmetrikus, és determinansa 0.

(d) az A matrix négyzetes, szimmetrikus és determinansa 0.

A feladat eredménye/megoldasa:

1.3.9. Feladat. Egy adott kétismeretlenes linearis egyenletrendszernek tudjuk, hogy pontosan egy megoldasa
van. Ekkor az egyenletrendszer bévitett métrixdnak 1épcsés alakja ...

(a) csak egy nemnulla sorbol allhat. (b) csak két nemnulla sorbol allhat.
(c) csak harom nemnulla sorbol allhat. (d) tetszoleges sok nemnulla sorbol allhat.

A feladat eredménye/megoldasa:

1.3.10. Feladat. Ha két linearis egyenletrendszernek ugyanaz az altalanos megoldasa, akkor ...

(a) a két egyenletrendszer csak ugyanaz lehet.

(b) a két egyenletrendszer nem egyezhet meg.

(c) a két egyenletrendszerben ugyanannyi egyenlet van.

(d) a két egyenletrendszerben ugyanannyi kiilonb6z6 ismeretlen jelenik meg.

A feladat eredménye/megoldasa:

1.3.11. Feladat. Probalgatassal talaltunk két megoldasat egy adott linearis egyenletrendszernek. Ekkor biztosan
tudjuk, hogy ...

(a) az egyenletrendszernek k darab megoldasa van, ahol k > 2 valamely konkrét pozitiv egész szam.

(b) az egyenletrendszernek végtelen sok megoldéasa van.

(c) az egyenletrendszer ellentmondo.

(d) az egyenletrendszernek pontosan két megoldasa van.

A feladat eredménye/megoldasa: | 2.3.11

1.3.12. Feladat. Egy linearis egyenletrendszer Gauss-eliminaciéval oldunk meg, és a bévitett matrix lépcsés
alakjanak utolso sora: ( 0 010 ‘ 2 ).Ekkor

(a) az egyenletrendszernek k darab megoldasa van, ahol k > 1 valamely konkrét pozitiv egész szam.
(b) az egyenletrendszernek végtelen sok megoldéasa van.

(c) az egyenletrendszer ellentmondo.

(d) az egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van.

A feladat eredménye/megoldasa: |2.3.12
1.3.13. Feladat. Egy linearis egyenletrendszert Gauss-eliminaciéval oldunk meg, és a bévitett métrix 1épcsés

00 10 2).Ekkor...

alakjanak utols6 két sora: (0 00 0l1

a) az egyenletrendszernek k darab megoldasa van, ahol k > 1 valamely konkrét pozitiv egész szam.
b) az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van.
¢) az egyenletrendszer ellentmondo.

d) az egyenletrendszernek pontosan egy megoldéasa van.

(
(
(
(
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A feladat eredménye/megoldasa:

1.3.14. Feladat. Egy linearis egyenletrendszert elemi bazistranszformaciéval oldottunk meg, és az utols6 lépés

Xa | b . Ekkor ...

utan a kovetkezdt kaptuk: 115

a) az egyenletrendszernek k darab megoldasa van, ahol k > 1 valamely konkrét pozitiv egész szam.
b) az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van.
¢) az egyenletrendszer ellentmondo.

d) az egyenletrendszernek pontosan egy megoldédsa van.

(
(
(
(

A feladat eredménye/megoldasa: |2.3.14

1.3.15. Feladat. Egy linearis egyenletrendszert elemi bazistranszformaciéval oldottunk meg, és az utols6 lépés

X2 b
utan a kovetkezot kaptuk: ey | 0 | —2 . Ekkor ...
X1 1 5

a) az egyenletrendszernek k darab megoldasa van, ahol k > 1 valamely konkrét pozitiv egész szam.
b) az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van.
¢) az egyenletrendszer ellentmondo.

d) az egyenletrendszernek pontosan egy megoldédsa van.

(
(
(
(

A feladat eredménye/megoldasa: |2.3.15

1.3.16. Feladat. Ha egy 5 ismeretlenes lineéris egyenletrendszer 7 egyenletbdl all tigy, hogy egyik egyenlet sem
szerepel kétszer, akkor ...

(a) az egyenletrendszer ellentmondo.

(b) az egyenletrendszernek legfeljebb egy megoldésa lehet.

(c) az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van.

(d) az egyenletrendszernek nulla, egy vagy végtelen sok megoldéasa van.

A feladat eredménye/megoldasa: |2.3.16

1.3.17. Feladat. Ha az Ax = b linearis egyenletrendszer A matrixa négyzetes, és a determinansa 0, akkor ...

(a) az egyenletrendszer biztosan megoldhato.

(b) az egyenletrendszer biztosan nem oldhato meg.

(c) az egyenletrendszer csak elemi bazistranszformécioval oldhaté meg.
(d) az egyenletrendszer nem oldhaté meg Cramer-szaballyal.

A feladat eredménye/megoldasa: | 2.3.17

1.3.18. Feladat. Az ax; + bx, = 0 linearis egyenletrendszernek ...
(a) nincs megoldéasa, ha a =0, b =1. (b) nincs megoldéasa, ha a =b =0.
(c) végtelen sok megoldasa van, ha a =b =1. (d) nincs megoldasa, ha a=b =1.

A feladat eredménye/megoldasa:

Nehezebb feladatok

1.3.19. Feladat. Legyen n > 2 természetes szam. Oldjuk meg a kovetkezs linearis egyenletrendszert, ahol a
tetszéleges valos szam.

ax; + x2 + x3 4+ ... + xp = 1
x1 + ax2 + x3 + ... + xn = 1
X1 + x2 + axz + + xp = 1

X1 + X2 + X3 + ... + axn, = 1
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1.3.20. Feladat. Altalanos megoldasa-e az

X1 — X2 + 2x3 4+ x4 = 3
X1 + 2x2 + x3 + 2x4 + x5 = 2
2x1 + x2 + 3x3 4+ 3x4 + x5 = 5

linearis egyenletrendszernek a kovetkezd: xq, x3, x4 kotott ismeretlenek, x,, x5 szabad ismeretlenek és
X7 = —2—5x%2, x3 = 2+ 3%, x4 =1 —x5?

1.3.21. Feladat. Tekintsiik az

X1 — X2 4+ 3x3 — x4 + 3x5 + x¢ = 1
X1 + 2x2 4+ x3 — 3x4 + 2x5 + x¢ = 3
X1 + X2 + x3 — 4x4 + 5Bxs + 2x¢ = 3

linearis egyenletrendszert. Van-e olyan altalanos megoldasa a fenti egyenletrendszernek, melyben a kotott isme-
retlenek éppen

(a) x2, x4 és x57

(b) x1, x3 és x57
Adj meg olyan altalanos megoldést, melyben az x1, x3 és x5 ismeretlenek a szabadok.
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2 3 5
Mintafeladat. Szamitsuk ki az A = (7 11 ]3) matrix inverzét, ha létezik.
2 16 1

Megoldas. Az A matrix determinansa |A| = 1, ezért A invertalhato. Az A matrix inverze:
1 —197 =110 13
Al = T Adj(A) = 77 —43 5],
| 16 -9 1
ahol Adj(A) = ((—1)”"1\/[“) az A matrix adjungalt matrixa.

A matrixok inverze elemi bazistranszformacioval és Gauss-eliminécioval is meghatarozhato, ld. eldadasvaz-

lat

1.4.1. Feladat. Szamitsuk ki a kovetkezd matrixok inverzét.

@ (3 7) o (% 7). @ (% o5):

3 -4 5 2 13 ;:;;;

@ (2 =3 1) @ (2 1 2|, ()
3 -5 -2 1 =240
0 -2 1 3

A feladat eredménye/megoldasa:

2 3 1 1 0
Mintafeladat. Oldjuk meg a (5 7) -X= (1 0 1) matrixegyenletet.
1 13 0 1 1

2 3 1 1 0

Megoldas. Legyen A = | 5 7| e R3*?2é B = (1 0 1| € R**3. Ha a matrixegyenletnek van
1 13 0 1 1

megoldasa, akkor az (2 x 3)-as. Az egyenletet Gauss eliminacioval oldjuk meg:

W23 1 10\ e /o o | -8 14 6
[314+(=7)[2]
0 —1/2| =32 572 1 ~ 0 —1/2|-32 -5/2 1
0 —7/2| 112 —9/2 1 o o | 5 13 -6

(11, (=2)121, 1131 1 04 -7 3
~ 0 1] 3 5 —2 .
0 0] 1 13/5 —6/5

A lépcs6s alakbol lathatjuk, hogy a matrixegyenlet nem oldhaté meg (a harmadik sor ellentmondod).

PARH(=

[31+(—
(AlB)  ~

[SENIE)

N|=



https://www.math.u-szeged.hu/~katai/Linalkg_jegyzet/LinAlgGTK-Elm.pdf
https://www.math.u-szeged.hu/~katai/Linalkg_jegyzet/LinAlgGTK-Elm.pdf
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0 0 1 1
1 0]-X=|1 1| matrixegyenletet.
1 1

1
Mintafeladat. Oldjuk meg az | O
0 1 1

1 1 0 O 1 1
Megoldas. Legyen A = [0 1 1 0| e R®** ¢ B = [1 1] € R**?2. Ha a matrixegyenletnek van
0 0 1 1 1 1

megoldasa, akkor az (4 x 2)-es. Az egyenletet EBT-vel oldjuk meg:

0. | x1 x2 x3 x4 | b1 by 1. | xo x3 x4 | b1 b 2. x3 X4 | bt by
er | 17 1 0 0 1 1 X1 1 0 0 1 1 x1 | —1 0 0 0
e2 | O 1 1 0 1 1 ex | 17 1 0 1 1 X2 1 0 1 1
e3 | 0 0 1 1 1 1 e3 0 1 1 1 1 e | 17 1 1 1

3. X4 b] bz

X1 1 1 1

x2 | —1 0 0

X3 1 1 1

Az eljarasnak vége, a matrixegyenlet megoldhat6 (vannak szabad valtozok, ezért végtelen sok megoldés van).
1 —xa1 1 —x42
X41 X42
T—x41 1—xa2
X41 X42

Egy &ltalanos megoldas: X = (x41,%x42 € R).

1.4.2. Feladat. Oldjuk meg a kiovetkez$ matrixegyenleteket.

1 1 9 11 T -1 21 T2 1
(a) (o 1 2>.x: -2 1}; by -1 2 1 0]-X=[|-2 1 1];
1 3 o 1 31 -1 -1 2
T -1 21 1T 21 _1] *21 ? T -2 1
() [-1 2 1 0o)-X=[|-21 1} @ X 15 7 3[=(2 1 3
0 1 31 -1 3 2 1 o 2 T 1 1
T -1 1
1T -1 0 T -2 1
(e) X 210 —(_1 2 1>, ) X-[-1 2 1]=12 1 3
3 -2 4 -2 0 2
131 2 1 2 T 1 1

A feladat eredménye/megoldasa:

04 0.2

Mintafeladat. Az A = (O 6 0 6) matrix egy két agazatra bontott gazdasag raforditasi matrixa. Dontsiik
el, hogy mikodsképes-e a gazdasig, valamint allapitsuk meg, hogy mekkora bruttd kibocsatéas tartozik a

d= (g) vektorral megadott netto kibocsatashoz.

Megoldas. Mivel az A méatrix Leontief-inverze: (E; —A)~' = (105/3 SéS)’ ezért a gazdasag mikodsképes.

A d nett6 kibocsatashoz x = (E; —A)™' -d = (25

45) brutto kibocsatas tartozik.

04 0.2
0.6 0.6
meg, hogy a v = (1 2) arvektorral szamolva mely dgazatok lesznek nyereségesek. Ha a gazdasidg miikodské-
pes, de nem nyereséges mindkét dgazat, akkor adjunk meg olyan arvektort, hogy mindketts nyereséges legyen.

Mintafeladat. Az A = ( > matrix egy két agazatra bontott gazdasig raforditasi matrixa. Vizsgaljuk

Megoldas. Mivel v- (E; —A) = (—0.6 0.6), ezért az els6 dgazat veszteséges, a masodik pedig nyereséges.
Legyen v/ = (X y). Pontosan akkor nyereséges mindkét dgazat, ha x >0és 3 <y <x. PL av' = (4 3)
esetén mindkét dgazat nyereséges.
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04 0.1

1.4.3. Feladat. Az A = (0.6 04

> méatrix egy két dgazatra bontott gazdasag raforditasi méatrixa. Dontsiik

. . . 1
el, hogy miikodsképes-e a gazdasag, valamint allapitsuk meg, hogy mekkora brutté kibocsatas tartozik az <2>

vektorral megadott netté kibocsatashoz. Vizsgaljuk meg, hogy a (2 3) arvektorral szdmolva mely agazatok
lesznek nyereségesek. Ha a gazdasag miikodGképes, de nem nyereséges mindkét dgazat, akkor adjunk meg olyan
arvektort, hogy mindketts nyereséges legyen.

A feladat eredménye/megoldasa:

1.4.4. Feladat. Ugyanaz, mint az el6z6 feladatban, de a kovetkez6 métrixokra, nett6é kibocsatasokra, illetve
arvektorokra:

ST o o (8 ()
© (o().i39 o?z)v <;>,(1038); (d) (00.’138 0‘7’2>, G),mo 38).

A feladat eredménye/megoldasa:

Tesztes feladatok

1.4.5. Feladat. Dontsiik el, hogy igaz vagy hamis az allitas.
(a) Ha egy invertalhato matrix minden eleme egész szam, akkor inverzének minden eleme is egész szam.
(b) Ha A és B azonos méreti invertalhatoé matrixok, akkor A + B is invertalhato.
(c) Ha A és B azonos méret invertalhaté matrixok, akkor AB is invertalhato.
(d) Ha egy matrix invertalhato, akkor a transzponaltja is invertalhato.
)

Az ; _11 X = (1 —1) matrixegyenletnek van megoldasa.

) Az X (1 _]> = (1 :;) matrixegyenletnek van megoldasa.

(e

—
-

2 =2 2
(g) Ha A és B azonos méretd négyzetes matrixok, valamint A invertalhaté matrix, akkor az AX = B matrix-
egyenletnek van megoldésa.
) Ha A és B azonos méret négyzetes matrixok, akkor az AX = B matrixegyenletnek van megoldésa.
(i) Legyen E a (3 x 3)-as egységmatrix. Ekkor barmely A (3 x 3)-as méatrixra az AX = E maéatrixegyenletnek
van megoldésa.
(j) Ha A egy mitikddoképes gazdasag raforditasi méatrixa és v a netté kibocsatas, akkor (E—A)~'v' a brutto
kibocsatas.
(k) Ha A egy miikodsképes gazdasag raforditasi matrixa és v a netto kibocsatas, w' pedig a brutté kibocsatas,
akkor v komponensei nem nagyobbak, mint w komponensei.
() Ha A egy miikodsképes gazdasag raforditasi matrixa, akkor barmely v arvektor esetén az Osszes agazat
nyereséges.
(ly) Ha A egy miikodsképes gazdasag raforditasi matrixa, akkor van olyan v arvektor, amelyre az Osszes dgazat
nyereséges.
(m) Ha A egy gazdasag raforditasi matrixa és v az arvektor, akkor v — vA a profitvektor.

T

A 4.6-13. Feladatokban a megadott négy valaszbol csak az egyik helyes, doéntsiik el,
melyik.

1.4.6. Feladat. A és B azonos méretti invertalhaté méatrixok. Melyik NEM feltétleniil invertalhato az alabbiak
kozil?
(a) A? (b) AB™! (c) (AB)~! (d)A—B

A feladat eredménye/megoldasa:

1.4.7. Feladat. A és B azonos méretd négyzetes matrixok. Melyik méatrixegyenlet esetén fordulhat els, hogy
nincs megoldésa az alabbiak koziil?

(a) AX = A (b) AX = AB (c) AX = B2 (d) AX =0
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A feladat eredménye/megoldasa:

1.4.8. Feladat. Egy négyzetes matrix elemei pozitiv egész szamok. Mikor mondhatjuk biztosan, hogy a matrix
inverzében csupa egész szam all?

(a) Ha a matrix determinansa 1. (b) Ha a méatrix determinéansa 0.
(c) Ha a méatrix determinansa pozitiv. (d) Az el6z6ek koziil egyik sem.

A feladat eredménye/megoldasa:

1.4.9. Feladat. A egy négyzetes matrix. Az alabbi feltételek koziil melyikb6l NEM kovetkezik, hogy A nemel-
fajulo?

(a) (A7) T=A.

(b) Az AX = B matrixegyenlet minden A-val azonos méretii B esetén megoldhato.

(c) AT invertalhato.

(d) A feliilr6 triangularis.

A feladat eredménye/megoldasa:

1.4.10. Feladat. Tegyiik fel, hogy egy gazdasag raforditasi matrixaban minden elem kisebb 1-nél. Melyik allitas
igaz feltétlentil a gazdasagra? (Megjegyzés: arvektorban nem lehetnek negativ szamok.)

(a) Mikoddképes.

(b) Van olyan arvektor, ami mellett van veszteséges agazat.

(c) Van olyan arvektor, ami mellett van nyereséges dgazat.

(d) Tetsz6leges nemnulla nett6 kibocsatashoz végtelen brutto kibocsatas tartozik.

A feladat eredménye/megoldasa: |2.4.10

1.4.11. Feladat. Tegyiik fel, hogy egy gazdasag raforditdsi matrixdban minden elem nagyobb 1-nél. Melyik
allitas NEM feltétlen igaz a gazdasagra? (Megjegyzés: az arvektorban nem lehetnek negativ szamok.)

(a) Nem miikédsképes.

(b) Barmely arvektor mellett van veszteséges agazat.

(¢c) Van olyan arvektor, ami mellett van nyereséges agazat.

(d) Tetszbleges nemnulla netto kibocsatashoz végtelen brutto kibocsatas tartozik.

A feladat eredménye/megoldasa: | 2.4.11

1.4.12. Feladat. Tegyiik fel, hogy egy gazdasag tgy valtozik meg, hogy raforditasi matrixaban minden elem né.
Melyik allitas igaz? (Megjegyzés: arvektorban nem lehetnek negativ szamok.)

(a) Ha a gazdasag miikodsképes volt, akkor az is maradt.

(b) Ha az arvektor nem valtozott, legalabb egy komponensében megnovekedett a profitvektor.
(¢) Amennyiben minden ar csékkent, legalabb egy komponensében megnovekedett a profitvektor.
(d) Ugyanakkora netto kibocsatashoz nagyobb brutté kibocsatas fog tartozni.

A feladat eredménye/megoldasa: |2.4.12

1.4.13. Feladat. Tegyiik fel, hogy egy gazdasag raforditasi méatrixa, valamint az egyes dgazatokhoz tartozo
arak is fixek. Az alabbiak koziil melyik feltétel a legjobb a gazdasag ,egészsége” szempontjabol? (Megjegyzés:
arvektorban nem lehetnek negativ szamok.)

(a) A gazdasag miikoddképes.

(b) A profitvektor dsszes komponense pozitiv.

(c) Semelyik agazat sem veszteséges.

(d) Minden nett6 kibocsatashoz véges brutto kibocsatas tartozik.

A feladat eredménye/megoldésa: | 2.4.13
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Nehezebb feladatok
1.4.14. Feladat. Adjuk meg az

o
—_
—_
—_

A= :
00 11
0 0 0 1
matrix inverzét.
x —1 1
1.4.15. Feladat. Hatarozzuk meg, hogy mely x valés szamok esetén invertalhato az A = |1 —2 x| matrix,

0o 1 1
valamint adjuk is meg az inverzét (természetesen x fliggvényében).

1.4.16. Feladat. Legyen A (n x n)-es invertalhaté méatrix. Igazoljuk, hogy az A matrix inverzének kiszamitésa
soran felléps generalo elemek szorzaténak abszolutértéke megegyezik A determindnsanak abszolutértékével.

0.2 0.1 03
1.4.17. Feladat. Egy gazdasag raforditasi matrixa: C = | 0.3 0.4 0.3 |. Tegyiik fel, hogy az egyes agazatok-
0.1 03 0.6

ban elgallitott termékek ara: 10, 15, illetve 5 Ft. Mely dgazatok nyereségesek, illetve veszteségesek? Probaljunk
meghatarozni olyan arakat, amelyek mellett a gazdasdgban nem lesz veszteséges agazat.

0.2 «x

1.4.18. Feladat. Az x valos paraméter mely értékei esetén lesz az A = (O 4 05

) matrix egy miikodsképes

gazdasag raforditasi méatrixa?

0.1 03 «x
1.4.19. Feladat. Az x valés paraméter mely értékei esetén leszaz A = | 0.4 0.2 0.4 | métrix egy miikodsképes
0.1 0 0.6

gazdasag raforditasi matrixa?

0.5 0.8
0.7 0.7
zalni probaljuk: a matrix barmely elemének 1-gyel torténd modositasanak a koltsége 1 milliard Ft. Hogyan lehet
a legolcsobban elérni, hogy a gazdasag mar éppen miikodsképes legyen?

1.4.20. Feladat. Egy miikodésképtelen gazdasag raforditasi matrixa: A = . A gazdasagot moderni-
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Mintafeladat. Déntsiik el, hogy az U részhalmaz altere-e az R* vektortérnek:
(a) U={(x1,%2,%x3,%a) | X1 +x2 = X2 + X3 = X3 + X4},
(b) U= {(x1,%x2,%3,xa) | x1(x3 + x5 +x5) = 0}.

Megoldas. Azt kell megvizsgélni, hogy az altérjelolt tartalmazza-e a zérusvektort, zart-e a vektorok Ossze-
adasara és skalarokkal val6 szorzasra.

(a) Az vilagos, hogy U tartalmazza a zérusvektort. Tegyiik fel, hogy u = (a1, a2, a3, as) ésv = (b1,b2, b3, bs)
eleme U-nak. Ekkor a; + a2 = a + az = asz + as és by + b, = bz + b3 = b3 + by, aminek kovetkeztében

(a1 +b1) + (a2 +b2) = (a2 +b2) + (a3 +b3) = (a3 +bsz) + (a4 + ba).

(ay+az)+(by+bz) (az+az)+(bza+b3) (az+ag)+(b3+byg)

Ekkor u+v = (a; +bi1,az2 + bz, a3 + bz, as + bs) is elem U-nak, azaz U zart a vektorok osszeadasara. Tegyiik
fel, hogy A € R. Ekkor A - u = (Aa1,Aaz,Aaz,Aas) és
Aar +Aaz = Aaz +Aaz = Aaz +Aas .
—_———— ~— ~—
Alar+az) Alaz+az) Alazt+ag)
Aminek kovetkeztében A - u € U (azaz U zart a skalarokkal valo szorzasra).

(b) Az u = (1,0,0,0) és v = (0,1,1,1) vektorok U-ban vannak, de az u+v = (1,1,1,1) vektor nem eleme
U-nak, igy U nem zart a vektorok osszeadéséira vonatkozoan. Ezért U nem altér.

Megjegyzés. Az (a) részben észrevehetjiik, hogy az x1 +x2 = x2 + x3 = X3 + X4 egyenldségek teljesiilése
ekvivalens az x1 = x3 és x2 = x4 egyenlGségek teljesiilésével.

1.5.1. Feladat. Allapitsuk meg, hogy az alabbi részhalmazok koziil melyek alterek az R3 vektortérben.

(a) U ={(x1,x2,%x3) [ x1 +2x2 —x3 = 0}, (b) U={(x1,x2,x3) [ x1 —x2 +x3 =1},
() U={(x1,%x2,%x3) | 2x1x2 +x3 = 0}, (d) U={(x1,%x2,x3) [ x1 =0 vagy x2 =0},
(e) U:{(x1,xz,x3)|x1 =0és X2 :O}v (f) U= {(X1)X25X3)|X%+X§ :O}v

(g) U={(x1,x2,%x3) [ x1 —%x2+x3=1,x1 +%x2 +x3 =0}

A feladat eredménye/megoldasa:

Mintafeladat. Déntsiik el, hogy a v = (2,0,2,2) vektor eleme-e az R* vektortér
u=[1111,01,1,1,0),(1,1,0,0),(1,0,0,0)]

alterének. Amennyiben v € U, akkor allitsuk el a v vektort az U alteret generald vektorok linearis kombina-
cigjaként.

Megoldas. Azt kell eldonteni, hogy a v vektor el6all-e az U alteret generald vektorok linearis kombinacioja-
ként.

Meg kell oldanunk av=a-(1,1,1,1)+b-(1,1,1,0) +c- (1,1,0,0) + d - (1,0,0,0) egyenletet, ahol az a,b,c,d
ismeretlenek valos szamok. Mivel a-(1,1,1,1)+b-(1,1,1,0) +c¢-(1,1,0,0)+d-(1,0,0,0) = (a+b+c+d,a+
b+ c,a+ b, a), ezért egyenletiink azzal ekvivalens, hogy

(2,0,2,)2)=(a+b+c+da+b+c,a+b,a) & a+b+c+d=2,a+b+c=0,a+b=2,a=2.

Egy LER-t kaptunk, amelyet a szokasos eljarasok (Gauss-elim. vagy EBT) valamelyikével megoldva azt
kapjuk, hogy a LER megoldhato, egyetlen megoldasa van: a =2, b =0, c = —2 és d = 2. Vélasz: a v vektor
elem U-nak, v=2-(1,1,1,1)4+0-(1,1,1,0) + (-2) - (1,1,0,0) + 2 - (1,0,0,0).
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Mintafeladat. Déntsiik el, hogy a v = (2,0,2,2) vektor eleme-e az R* vektortér
u=1[1112),01,1,20),(1,2,0,0)(1,0,0,8)]

alterének. Amennyiben v € U, akkor allitsuk el a v vektort az U alteret generald vektorok linearis kombina-
cigjaként.

Megoldas. Azt kell eldonteni, hogy a v vektor el6all-e az U alteret generald vektorok linearis kombinacioja-
ként.

Meg kell oldanunk av=a-(1,1,1,2)+b-(1,1,2,0) +c- (1,2,0,0) + d - (1,0,0, 8) egyenletet, ahol az a,b,c,d
ismeretlenek valos szamok. Mivel a-(1,1,1,2)+b-(1,1,2,0)+c¢c-(1,2,0,0)+d-(1,0,0,8) = (a+b+c+d,a+
b+ 2c,a+ 2b,2a + 8d), ezért egyenletiink azzal ekvivalens, hogy

(2,0,2,2) = (a+b+c+d,a+b+2c,a+2b,2a+8d) & a+b+c+d=2,a+b+2c =0,a+2b =2,2a+8d = 2.

A LER bdvitett matrixa és annak lépcsés alakja:

1 1 1 1|2 1 0 0 410
1 1 2 oo 01 0 =210
1 2 0 ofl2 |77l o o 1 —=1]0 |
2 0 0 812 0 0 0 0 |1

ezért a LER nem oldhat6 meg. Vélasz: a v vektor nem elem U-nak.

1.5.2. Feladat. Déntsiik el, hogy a v vektor eleme-e az R3 vektortér U alterének. Amennyiben v € U, akkor
allitsuk el6 a v vektort az U alteret general6 vektorok linearis kombinacidjaként.

(a) V:“,—1,1),u:[“,—],O),(0,0,])L (b) v:(1,1,1),U:[H,—1,2),(1,0,1)],
(C) V:(]>2»”7u:[(1)]>O))(0)1)])»(1)0)1)]>
(d) V:“az»])»u:[(])1»1))(130)_1))(23130)]~

A feladat eredménye/megoldasa:

Mintafeladat. A rang meghatarozasa nélkiil dontsiik el, hogy az
(a) w = (31,14,159), V=R,
(b) uz = (0,0,0),v2 = (2,71,828), V =R3,
(c) us = (19,73),v3 = (3,20), V =R?
vektorrendszerek linearisan fliggetlenek, generatorrendszerek, illetve bazisok-e az adott vektortérben.

Megoldas. (a) Az u; vektorrendszer linearisan fliggetlen, mivel egyetlen, a zérusvektortol kiilonb6z6 vektort
tartalmaz (u; # 0 = (0,0,0)). A vektorrendszer nem generéatorrendszer, mivel [ui] = {x-w; | x € R} # V (pl.
(0,0,1) € [wi1]). A vektorrendszer nem bazis, mivel nem generatorrendszer.

(b) Az uy,v, vektorrendszer nem linearisan fliggetlen, mivel egyik vektora a zérusvektor. A vektorrendszer
nem generatorrendszer, mivel

(uz,val ={a- w2+ B -va | &, B € R} ={B-v2 | B € R} = [v2]
(pl. (0,0,1) & [uz,v2]). A vektorrendszer nem bézis, mivel nem linearisan fiiggetlen.

(c) A vektorrendszer linearisan fiiggetlen, mivel a vektorrendszer kételemd, és egyik vektor sem skalarszorosa
a masik vektornak. A vektorrendszer generdtorrendszer, mivel tetszéleges a és b valds szdmokra

20a—-3b  —73a+19%
161 3 161

teljesiil. A vektorrendszer linearis fliggetlen és generatorrendszer, ezért bazis.

(a,b) = V3

1.5.3. Feladat. A rang meghatarozasa nélkiil dontsiik el, hogy az alabbi vektorrendszerek linearisan fiiggetlenek,
generatorrendszerek, illetve béazisok-e az adott vektortérben.

(a) (1,2,-3), V=R3, (b) (1,-1,1),(0,0,0), V = R3,
(c) (2,4,-2),(3,6,—-3), V=R?, @ (1,1,2),(1,1,3), V = R3,
(e) (1)2))(1)3)7 V:R2~
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A feladat eredménye/megoldasa:

Mintafeladat. Hatérozzuk meg a vi = (1,2,3),v2 = (2,3,1),vz = (3,1,2),v4 = (6,6,6) vektorrendszer
rangjat, és dontsiik el, hogy linearisan fiiggetlen, generatorrendszer, illetve bazis-e a V = R vektortérben.

Megoldas. Irjuk fel azt a matrixot, melynek sorait vi,v2,vs,vs vektorrendszer alkotja:

A% 1 2 3
Cv2 | 2 307
A= V3 - 3 1 2
V4 6 6 6

Ha az A matrixot lépcsds alakra hozzuk, akkor a vezéregyesek szama megegyezik a méatrix rangjaval. Az A
matrix lépcsds alakja:

1 0 0
01 0
0o o0 1}’
0 0 0

ezért T(v1,Vv2,v3,v4) = 3, azaz maximum 3 linearisan fiiggetlen vektor valaszthato ki a vektorrendszerbsl. A
vektorok nem linedrisan fiiggetlenek, ugyanis a vektorrendszer rangja kisebb, mint a vektorrendszer elemszama,
igy bézist sem alkotnak. Mivel a rang megegyezik V dimenzidjaval, ezért generatorrendszert alkotnak V-ben.

1.5.4. Feladat. Hatarozzuk meg az aldbbi vektorrendszerek rangjat, és dontsiik el, hogy linearisan fiiggetlenek,
generatorrendszerek, illetve bazisok-e az R* vektortérben.

(a) (1, —1,1,2) (1,2,1,2),(-1,0,1,-2),(1,3,5,2),

(b) (1,-1,2,-1),(2,2,1,0),(3,1,3,-1),(1,7,-4,3),
(C) (1a_1 2 1)»(1 0)1)2)»( 1 2 3 ])7
(d) (13*1 2 1)»(1 O>])2)»( ] 2 3 0)7
(e) (1,1,-1,2),(1,1,0,1),(1, J,U 0,1 0) (1,2,3,4),
6 (1,1,-1,2),(1,1,0,1), (-1, 21 1) (0, y4),(1,4,0,4),
(g) ( ]3)])2)( 83,1» 2))(2»6)2)]1))(_2)3)]>])7
(h) (5 2 8 ))(S)L‘I»* ))(6>1)*1a*4))(333)7)1)-
A feladat eredménye/megoldasa:
Kidolgozott feladat. Az a valés paraméter fliggvényében dontsik el a vi = (1,1,1,1),v2 =
(1,—1,1,=1),v3 = (1,2,4,8),v4 = (1,a,a?, a®) vektorrendszerrsl, hogy linearisan fiiggetlen, generatorrend-
szer, illetve bazis-e a V = R* vektortérben.
Vi 1 1 1 1
Megoldas. Hatarozzuk meg az A = ::; = } ;] é]l 8 matrix majdnem lépcsds alakjét:
V4 1 a o o
AU, 1 1 11 1 1
AWz [0 =2 0 -2 | =bhajo 1 0 1
0o 1 3 7 R 3 7
0 a—1 a*—1 a®>-1 0 a—1 a*—1 a®>—1
Bl-12] 1 1 1 1 1 1 1 1
“-(a-121 |0 1 0 1 (B0 1 0 1
- 00 3 6 “ o oo 1 2
0 0 a?—1 d®—a 0 0 a?—1 d®—a
1 1 1 1
4-(a*-nBI 10 1 0 1
b 00 1 2
0 0 0 a®>—2a*—a+2
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oS o —

Ha a®> —2a? — a+2 =0, akkor az A matrix majdnem lépcsés alakja: , ezért a vektorrendszer

0
rangja 3. Ezért a vektorrendszer nem linearisan fliggetlen (vektorrendszer 4-elemd, a rang 3), nem generator-
rendszer (V 4-dimenziés, a rang 3), nem bazis.

1T 1 1 1
Ha a®> —2a? — a+2 #0, akkor az A matrix majdnem lépcsés alakja: g (]) (]) ; , ezért a vektorrendszer
0 0 0 1

rangja 4. Ezért a vektorrendszer linearisan figgetlen (vektorrendszer 4-elemd, a rang is 4), generatorrendszer

(V 4-dimenzios, a rang 4) és bazis.

a

Megjegyzés. Tetsz6leges matrix majdnem 1épcsés alakjaban a vezéregyesek felett nem feltétleniil vannak
0-ak.

1.5.5. Feladat. Az a paraméter fiiggvényében dontsiik el az alabbi vektorrendszerrsl, hogy linearisan fliggetlen,
generatorrendszer, illetve bazis-e a megfelels R™ vektortérben.

(a) (1,-4,3,2),(—1,4,—2,—4),(3,—12,a,10),

(b) (1,-1,2),(2, —1,—1),(1,0,az),(Z,—1,a+4),

() (1, 2,1,2) (=1,—-1,0,—1),(2,—1,a%, a +4),

(d) (1,2,-1,-1),(-1,-1,3,3),(2,5,a,a),(1,0,a* — a —5,-5),
(e) (1,—-1,2),(2,—1,—1),(1,0,a%),(2,—1,a+4).

A feladat eredménye/megoldasa:

Mintafeladat. Hatérozzuk meg az R* vektorter U = [(1,0,1,0),(1,1,2,3),(1,4,5,8), (5,8,13,21)] alterének
dimenzidjat, valamint adjunk meg benne bézist.

Megoldas. Az U altér dimenzioja generatorrendszerének rangjaval egyezik meg. Ezt a rangot most EBT-vel
hatarozzuk meg, igy a generatorrendszer vektoraibdl valasztunk bazist. Az EBT soran a generéld elem oszlopa
és sora is elhagyhato, az indulé tablazat oszlopai tartalmazzak a generdtorrendszer vektorait.

0. V1 %) V3 Vg

= 1 o %) V3 V4
er |1 1 1 5 o [1° 4 8 2. V3 Vg 7 T
2| 0 1 4 8 Il I es | O 0 —
es| 1 2 5 13 63 59 es | —4* =3 3
es | 0 3 8 21 4

Az ,elttint” vektorok (vi,v2,v3) szdma adja U dimenziojat, azaz dim(U) = 3; a vi,v2,v3 vektorrendszer pedig
bézis az U altérben.

1.5.6. Feladat. Hatarozzuk meg az R* vektortér V alterének dimenzi6jat, valamint adjunk meg benne bazist.

(a) V=I[(1, 71,1,2) (1,2,1,2),(-1,0,1,-2),(1,3,5,2)],

(b) V=1[1,-1,2,-1),(2,2,1,0),(3,1,3,—1),(1,7,—4,3)],

() V=] ,—1 2 1,(1,0,1,2),(—1,2,-3,1)],

(d) V=101,-1,2,1),(1,0,1,2),(-1,2, 30)}7

(e) V=1I(1,1,-1,2),(1,1,0,1),(1,2,—1,2), (1, 0,1,0) (1,2,3,4)],
) V=1I1,1,-1,2),(1,1,0,1), (-1 2,1,1),( ,4), (1,4,0,4)].

A feladat eredménye/megoldasa:
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Mintafeladat. Adjuk meg a v = (2,3,5) vektor koordinatasorat az R® vektortér B: vy = (7,11,13),v2 =
(17,19, 23),v3 = (—2,—3,5) bazisban.

Megoldas. Ha a v vektor B bazisra vonatkozé koordinatasora (a, b, c), akkor
a-vi+b-va+c-vi=veET7a+17b—2c =2, 11a+19b—3c =3, 13a+ 23b + 5¢ =5,
tehat a,b,c annak a LER-nek az egyetlen megoldésa melynek bévitett matrixa és annak 1épcsés alakja:
7 17 =212 1 0 0] 65/231
(vi v; w3 |vi)= 1 19 3|3 |~~[0 1 0] 523 |.
13 23 5 |5 0 0 1| 13/77
65 5

A v vektor koordinatasora a LER egyetlen megoldasa: (?, PETE)

w

7)-

N

1.5.7. Feladat. Adjuk meg a v vektor koordinatasorat a megadott bazisban.

v =(0,0,0), bazis: (3,—-2,1),(-2,5,7),(2,1,2),
(1,—1 2), bazis: (1,2,3),(—1,1,-2),(0,2,1),
= (2,1,—1), bazis: (—4,-2,2),(1,2,4),(-1,3,9),

v= (, , 1), bazis: (1,—1,3),(2,—1,4),(3,—1,4),
= (6,12,-2), bazis: (3,5,-7),(-5,-3,7),(7,3,5),
= (1,1,1), bazis: (4,6,7),(-3,5,7),(2,5,6).

A feladat eredménye/megoldasa:

1 2 3 4
- L . 2 3 45 A . . . .. .
Mintafeladat. Szamitsuk ki az A = 3 4 5 6 matrixok rangjat, valamint adjunk meg benniik maxi-
4 5 6 7

malis méretd nem 0 értékid aldeterminénst.

Megoldas. EBT-vel hatarozzuk meg a rangot:

0. V1 %) V3 A 1 Vo V3 va

el 1* 2 3 4 : = 2. V3 Va4
e 2 3 4 5 2 *]2 *i *2 e 0 0
es |3 4 5 6| |21 70 ol |e]0 0
es | 4 5 6 7 4

Az EBT utolsé tablazata azt mondja, hogy a matrix rangja 2 (ez a béaziba bevont vektorok elemszama).
Egy maximalis méretd nem 0 értéki determinanst kapunk, ha tekintjiik a matrix els§ két oszlopanak (ezek
felelnek meg a bazisba bevont vektoroknak), és els6 két soranak (a bevont vektorok e; és e, helyére kertiltek)
metszéspontjai altal meghatarozott (2 x 2)-es aldeterminénst.

1.5.8. Feladat. Szamitsuk ki az alabbi matrixok rangjat, valamint adjunk meg benniik maximélis

0 értékd aldeterminanst.

(a)

121 0 1
10 0 L 201 1 -1 22
~1 0 0], O © [3 -1 2 =1 =
2 00 o 0] 13 0 -1 -3

0 51 2 4

méretd nem

A feladat eredménye/megoldasa:
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1 a —1 2

Mintafeladat. Hatarozzuk meg az A = [a+2 a*—1 0 2a+5 | matrix rangjat az a valés paramé-
2 at+10 —7 3

terek fliggvényében.

Megoldas. Hatarozzuk meg az A méatrix majdnem lépcsds alakjat:

2]—(a+2)[a] — _
[3]7;[1] 1 a 1 2 L 1 2 1 a
A ~ 0 —2a—-1 a+2 1 ~ 0 1 a+2 —2a-1

0 —a+10 -5 -1 0 -1 -5 —a+10

(31+02] bz a
~ 0 1 a+2 —2a-1
0 0 a—3 —3a+9

Ezen a ponton két esetet kell megkiilonboztetniink aszerint, hogy a —3 = 0 vagy a — 3 # 0 teljesiil. Ha

1 2 -1 a
a—3 #0, akkor az A matrix lépcs6s alakja: |0 1 a+2 —2a—1], ezért rangja 3. Ha a —3 = 0, akkor
0 o 1 -3
12 -1 3
az A métrix majdnem lépcsSs alakja: (O 1 5 —7) , ezért rangja 2.
0 0 O 0

Osszefoglalva: az A matrix rangja 3, ha a # 3 és 2, ha a = 3.

1.5.9. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkez6 matrix rangjat az a valos paraméter fiiggvényében:

1 a -1 2 2¢ -1 0 a2

1 1T 1 1

(a) |2 =1 a 5], (b) 0 3 2
1 10 —6 1

a 1T 1 a

A feladat eredménye/megoldasa:

Tesztes feladatok

1.5.10. Feladat. Dontsiik el, hogy igaz vagy hamis az allités.

Ha egy vektortér valamely részhalmaza zart az 6sszeadésra, akkor az altér.

Barmely vektortér barmely altere zart vektorok kivonéséara nézve.

Ha egy vektortérnek van 0-t6l kiilonb6z6 eleme, akkor végtelen sok eleme van.

Barmely vektortérnek van altere.

A vq,...,vy vektorok barmely linearis kombinacidja eleme az altaluk generalt altérnek.
Barmely V vektortér és vi,vy,v3 vektor esetén vi + v, —v3 € [vy,v2,v3].

Barmely V vektortér és vi,vz,v3 vektor esetén vi + vy, —v3 € [vy,va].

Ha egy vektorrendszer tartalmazza a 0 vektort, akkor linearisan fliggs.

Lineérisan fiiggs vektorrendszer barmely részrendszere is linearisan fiiggd.

Az egy vektorbol allo vektorrendszerek mind linearisan fliggetlenek.

R>-ben barmely 6 tagt vektorrendszer linearisan fiiggd.

R>-ben nincs 4 tagl generatorrendszer.

R™-beli vektorrendszer rangja mindig kisebb, vagy egyenls, mint n.

Ha egy vektorrendszer linearisan fiiggetlen, akkor a rangja megegyezik az elemszamaval.
Ha V-nek van n elemi béazisa, akkor nincs n + 1 elemi lineérisan fliggetlen vektorrendszere.
Ha V-ben van n elemt linearisan fiiggetlen vektorrendszer, akkor a dimenzidja n.

—~ —~
T o

A~ —~ A~
"B o e

/.\,\
=~
o~
5B S o wmac
CLEEEEE LR 22l 8

—~ o~
o

p) Ha V-ben van n elemi linearisan fliggetlen vektorrendszer, illetve n elemti generatorrendszer is, akkor n
dimenzios.

(q) Véges dimenzios vektortér barmely két bazisa azonos elemszamal.

(r) Legyen a V vektortérben a vq,...,vy vektorrendszer linearisan fiiggetlen, az uq,...,u, pedig generator-

rendszer. Ekkor k < n.

(s) Ha a V vektortér egy bézisa vi,v2,v3,Vva,Vs, és a v vektor koordinatasora ebben a béazisban (0 0 1 0 0),
akkor v tagja a bazisnak.

(t) Az R3 vektortér (1,—1,2),(2,1,3),(1,—1,3) bazisaban a (2,—2,5) vektor koordinatasora (1 0 1).
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A feladat eredménye/megoldasa: |2.5.10

Az 5.11-22. Feladatokban a megadott négy valaszbdl csak az egyik helyes, dontsiik el,
melyik.

1.5.11. Feladat. Legyen U = {(x1,x2,x3) : X1 +x2 +x3 = 0} &5 V = {(x1,%2,x3) : X3 + (x2 + x3)? = 0} alterek
R3-ben, ekkor ...

() UCV,deULV (b)VCU, deVgU () u

N

\% dVv<u

A feladat eredménye/megoldasa: | 2.5.11

1.5.12. Feladat. Tetsz6leges w1, Uz, u3,ugq € R3 vektorok esetén ...

(a) az w1, uz,us3 vektorrendszer linearisan fliggetlen.
(b) az uy vektorrendszer linearisan fiiggetlen.
(c) az uy,uz,u3,uq vektorrendszer linearisan fiiggs.
(d) az uy,uy vektorrendszer linearisan fiiggd.

A feladat eredménye/megoldasa: | 2.5.12

1.5.13. Feladat. Az a,b,c,d paraméterek kozott legalabb hany kiilonb6zs értéktnek kell lennie, hogy az
(a,b), (c,d) € R? vektorrendszer linearisan fiiggetlen legyen?

(a) 1 (b) 2 (c) 3 (d) 4

A feladat eredménye/megoldasa: |2.5.13

1.5.14. Feladat. Tetsz6leges U < R3 altér esetén, melyik allitas NEM teljesiil?

(a) 0 € U.

(b) Ha uy,uy € U, akkor acug + Puy € U tetszbleges o, B € R esetén.
(¢) Van olyan uq,u; € R3, amelyre [uy,uy] = U.

(d) Ha uq,uy € U, akkor [uy,uy] C U.

A feladat eredménye/megoldasa: |2.5.14

1.5.15. Feladat. Tetszdleges ug,...u, € R™ vektorokat irjuk be egy matrix soraiba, majd a métrixot hozzuk
lépcsGs alakra. A 1épcsds alakt méatrix nemnulla sorait jeldlje vi,...,vj.

(a) Ha j < k, akkor az uq,...uy vektorrendszer linearisan fiiggetlen.
(b) Ha k = j, akkor az vy, ...vj vektorrendszer linearisan fiiggé.

(c) Ha k > n, akkor az uj,...uy vektorrendszer R™ bazisa.

(d) Az uy,...ux vektorrendszer rangja j.

A feladat eredménye/megoldasa: |2.5.15

1.5. 16 Feladat. Az aldbbiak koziil melyik halmaz nem egy 3-dimenziés vektortér?

) R
b) { X1,X2,X3,X4) € R*: Z?:] Xi :O}
o) {(x1,x2,x3,%4,x5) € R”: (x1 +%2)(x3 — x4 + 2x5) = 0}
d) {(x1,x2,x3,%X4,X5,%X6) € R6 (x1 —x2)? + (x3 + 2x4)* + (2x5 + x6)* = 0}

(a
(
(
(

A feladat eredménye/megoldasa: | 2.5.16

1.5.17. Feladat. Az alabbiak koziil hany dimenziés nem lehet egy 3 kiilonb6z6 vektor altal kifeszitett vektortér?

(a) 0 (b) 1 (c) 2 () 3
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A feladat eredménye/megoldasa: | 2.5.17

1.5.18. Feladat. Egy (n x n)-es matrix minden eleme 1. Legalabb hany darab 1-est kell O-ra cserélniink, hogy
a matrix sorvektorai R™ egy bazisat alkossak?

(a)n—2 (b)yn—1 (c)n (d)n(n—-1)/2

A feladat eredménye/megoldasa: | 2.5.18

1.5.19. Feladat. Tudjuk, hogy U,V < R™, tovabba, hogy U NV = {0}, ekkor ...
(a) dimU+dimV < n. (b) dimU + dimV = n.
(¢) dimU+dimV>n. (d) az eléz6ek koziil egyik sem biztos.

A feladat eredménye/megoldasa: | 2.5.19

1.5.20. Feladat. Melyik &llitas NEM teljesiil?

(a) Van olyan matrix, amelynek rangja 0.

(b) Ha A € R™*™ akkor A rangja legfeljebb max(m,n).

(c) Nincs olyan A € R™*™ matrix, amelynek a rangja max(m,n).
(d) Ha A € R™*" akkor A rangja legfeljebb min(m,n).

A feladat eredménye/megoldasa: |2.5.20

1.5.21. Feladat. Egy A € R™*™ matrix sorvektorai alkotjék az U < R™ altér generatorrendszerét. Az alabbiak
koziil melyik egyezik meg az U altér dimenzi6javal?

(a) Az A matrix determinansa.

(b) Az A matrix rangja.

(¢) Az A métrix nyoma (a {64tloban 1év6 elemek Osszege).

(d) Az elsbbiek koziil egyik sem.

A feladat eredménye/megoldasa: | 2.5.21

1.5.22. Feladat. Ha a v € R? vektor koordinatasora az w7, uz,u3 béazisban (1,0, 1), akkor ...
(a) v € [ug,uzl.

(b) az wy,v,us vektorrendszer is bazis.

(¢) az uy koordinatasora a v, uy,us bazisban (1,0,—1).

(d) az uy koordinatasora a v, uz,us bazisban ugyanaz, mint a v, us, u, bazisban.

A feladat eredménye/megoldasa: |2.5.22

Nehezebb feladatok

1.5.23. Feladat. Legyen u,v,w harom vektor egy vektortérben. Mit lehet mondani az u vektorrdl, ha tudjuk,
hogy w ¢ [u,v], v ¢ [u,w], de u € [v,w]?

1.5.24. Feladat. Legyen
(a) U=1[(1,-2,1,-1),(=1,1,1,1),(1,-3,3,—-1)}, V= [(
(b) U= [(1»_2)])_]))(_])])])])7(])_3)33_])]a V= [(
két altere az R* vektortérnek. Igaz-e, hogy U = V?

)])a (1)_4)5»_1))(1»3)_4)2)}7
)1))( »_4)5»_1)) (—2,2,2,2)

bl
b

b

1.5.25. Feladat. Legyen U = {(x1,%2,%x3) | x1 —x2 +x3 =0} és V = [(1,2,1)] alterek R3-ban. Igaz-e, hogy
u=v?
1.5.26. Feladat. Legyen

u:{(X1,X2,X3,X4) [ X1 —%X2+X3+Xa =% +2x2 + X4 :O})
V= [(1)2)4) _5))(2)1»3,_4)]'

Igaz-e, hogy U = V?
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1.5.27. Feladat. Dontsiik el, hogy az a valés paraméter mely értékei esetén lesz eleme a vq = (—1,—3,a+ 1)

vektor az R3 vektortér U alterének:
(a) u= [(1,2,7(1), (1,1,0),(1,a +2)*2)]7

méatrixnak?

O N — -

—1

N O —=

(b) U=I[(1,-1,1),(1,0,1—a),(=1,a+1,-2)].

1.5.28. Feladat. Hany maximalis méretid nem 0 értékd aldetermindnsa van az

2

[SRES )

—1

N O =



1.6.

Sajatérték, sajatvektor, kvadratikus alakok

Mintafeladat. Adjunk meg bazist a

X1+ X2 +X3+X5 —Xe — X7
X2 +X3 —X5 — X7
—X2 — X3 + X4 + X7

homogén linearis egyenletrendszer megoldéasterében.

o O

Megoldas. Mindenek el6tt meg kell oldanunk a HLER-t a szokdsos moédok valamelyikén, pl. EBT-vel (mivel
a konstansok oszlopa az eljaras soran nem fog valtozni, ezért az indul6 tdblazatban nem tintetjiik fel):

0. X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 1. X2 X3 X4 X5 X6 X7
er | 17 1 1 0 1 -1 -1 X1 1 1 0 1 -1 =1
ex | O 1 1 0o -1 0o -1 e 1 1 0 -1 0o -1
es | 0 -1 —1 1 0 0 1 e3 | -1 -1 1° 0 0 1

2. | x2 X3 X5 X6 X7 3. | x2  x3 X6 X7

X1 1 1 1 -1 =1 X1 2 2 -1 =2

e 1 1 -1 0o -1 x5 | =1 =1 0 1

x4 | =1 =1 0 0 1 x4 | =1 =1 0 1

Az eljaras véget ért, harom kotott (x1,x4,%5) és négy szabad ismeretlen van (x2,x3,%6,X7). Egy &ltalanos

megoldés (az utols6 tablazatbol leolvasva):
X1 = —2X2 — 2x3 + X6 + 2X7, X4 = X2 +X3 — X7,

A HLER megoldasterének egy bazisa: vi,v2,V3,Vvs, ahol

X5 = X2 + X3 — X7

(Xz,X3,X5,X7 € R).

X2 X3 X6 X7 X1 X4 X5 ( X1, X2, X3, X4, X5, X6y X7 )
T 0 0 0]—2 1 1 |w=( -2 1, o0 1, 1, 0 0 )
0 1 0 O0-2 1 1 |v=( -2, 0o 1, 1, 1, 0, 0 )
0 o 1 o0]|—=2 1 1 |vw=( 1, o0 ©0 0 o0 1, 0 )
0 0 o0 1|-2 1 1 |w=( 2, 0 0 -1, -1, o0, 1 )

1.6.1. Feladat. Adjunk meg béazist a kivetkezd homogén linearis egyenletrendszerek megoldasterében.

(a)

()

X1 + x2 — 2x3 = 0
X1 — X2 — X3 = 0 (b)
2X1 — 3X3 = 0
X1 + x4 = 0
X1 + 2x2 4+ X3 = 0
2x) 4+ x3 — x4 = 0
X1 — 2x2 4+ 3x3 — 2x4 + x5 = 0
—X1 4+ x2 — X3 + x4 + 2x5 = 0
X1 — 3x2 4+ 5x3 — 3x4 + 4xs = 0

X1
X1
X1

+ X2
+ ZXZ

A feladat eredménye/megoldasa:

+ X3 = 0
— X4 = 0
+  3x3 =0
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2 35
Mintafeladat. Hatarozzuk meg az A = | 6 0 4 | maéatrix sajatértékeit.
2 7 1

Megoldas. Az A matrix sajatértékei pa karakterisztikus polinomjanak valos gyckei. A méatrix karakteriszti-
kus polinomja:

2—x 3 5
PA=IA—x-E3l=| 6 0—x 4 |=—x+3x>+54x+160 =—(x—10)(x* + 7x + 16),
2 7 1—x

melynek egyetlen valos gyoke van: A = 10. Ezért A egyetlen sajatértéke A = 10.

1.6.2. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi matrixok sajatértékeit:

@ (3 7) o (4 7): CN S

31 -5 1 -4 -5 4 -3 -
@ [o 3 —5]; e [-1 —6 —9]; @ |1 -4 =5
01 -2 1 4 7 -1 3 4

A feladat eredménye/megoldasa:

2 -1 =2
Mintafeladat. Adjunk meg az A = (4 —1 8) maétrix A = 3 sajatértékéhez tartozo U, sajatalterében
3 3 9

bazist.

Megoldas. Az A matrix karakterisztikus polinomja: pa = [A—x-E3| = —x3+10x? —33x+36 = —(x—4)(x—3)?.
Mivel A = 3 gybdke pa-nak, ezért valoban sajatértéke A-nak. A A = 3 sajatértékéhez tartozo U, sajataltér
-1 -1 =2
annak a HLER-nek a megoldastere, amelynek matrixa A—A-E3 =A—3-E3 = [ 4 —4 —8|. Igy a HLER
3 3 3
1T 1 2
fundamentalis megoldasrendszere az U, sajataltér bazisa. A HLER matrixanak lépcsés alakja [0 0 0
0 0 0
ezért a HLER egy 4ltalanos megoldasa: x1 = —x2 — 2x3 (x2,x3 € R). Egy fundamentalis megoldasrendszer
kapunk, ha a szabad ismeretlenek x, = 1,x3 = 0, illetve x2 = 0,x3 = 1 helyettesitését vessziik: vi = (—1,1,0),
vy = (—2,0,1). A vi,v2 vektorrendszer az U, sajataltér egy bazisa.

’

1.6.3. Feladat. Adjunk meg az A matrix A sajatértékéhez tartozo sajatalterében bézist.

-2 2 1 2 1 -1

(a) A=[-2 3 1], A=T; (b) A=[0 3 1|, A=2
-2 2 2 01 1
-1 0 0 1T 2 1

(c) A= 8 3 4 |, A=-1,; d A=|-1 3 0], A=2
-2 -1 =2 1T =1 2

A feladat eredménye/megoldasa:
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Mintafeladat. Sajatvektora-e a v vektor az A méatrixnak?
1 2 3

(a) v=(-1,0,1),A=[2 2 -2],
33 1

-1 2 3
(b) v=(-81,10,A=[2 1 1]
4 2 2

(a) Mivel Av' =

1 2 3 —1
2 2 -2 0
3 3 1 1 -2
—1
Al O

1
-1 2 3

-8
(b) Mivel Avi = [ 2 1 1 1
4 2 =2/ \10

= —5 sajatértékhez tartozo sajatvektor.

40
—5
—50 10

Megoldas. Azt kell megvizsgalni, hogy Av' skalarszorosa-e v'-nak.
2 2
(—4), ezért olyan A valds skalart keresiink, amelyre (—4)

teljesiil, azaz 2 = —A, —4 = OA és —2 = A. Ilyen skalar nem létezik, ezért v nem sajatvektora A-nak.

-8
(=5) - ( 1 ) , ezért v sajatvektora A-nak, mégpedig a

—2

1.6.4. Feladat. Sajatvektora-e a v vektor az A méatrixnak?

2 3
(a‘) V= (3)4)7 A= (_4 9)7

2 0
o) v=10.0.a=(] 9);
o 9 —4 0 9 —4
© v=644,A= (=4 0 9 ) @) v=(9,-58, A=~ 0 9
4 9 0 4 9 0

A feladat eredménye/megoldasa:

valés kvadratikus alakot, és hatarozzuk meg az osztalyat.

-3 1 1
Ag=|1 =3 1 |. Mivel
1 1 =3
2edm (3] 1\ s
Aqg ~ 0 -8/3 4/3
1 1 -3
BIT+1mT -3 0 0 Bl+ % 121
~ 0 —-8/3 4/3 ~
0 4/3 -8/3

(] NEI
1]

1

V3

mT —1 0 0 3mT —1 0 0

V3l 0 -8/3 0 Vi 0 -1 0
0 0 -2

0 0 —2
ezért g kanonikus alakja: —g% —y% —y%, tehat q negativ definit.

1 4/3

-3

Mintafeladat. Hozzuk kanonikus alakra a q: R — R, (x1,%X2,X3) — —3x% —3x% —3X§ +2x1X2 +2%x1%3 +2x2X3

1. Megoldas (a kanonikus alak eléallitasa szimmetrizalt elemi atalakitasokkal). A q kvadratikus alak méatrixa:

mr -3 0 1 Bl+10]
0 -—-8/3 4/3
=3 0 0\ 3ms
0 -8/3 4/3
0 0 -2

Do

-3 0 1
0 —8/3 4/3
0 4/3 -8/3

ot (-3 0 0
0 -8/3 0
A
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Mintafeladat. Hozzuk kanonikus alakra a q: R3 — R, (x1,%x2,x3) — 73X%73X%73X§+2X1X2 +2x1x3 +2x2%3
valés kvadratikus alakot, és hatarozzuk meg az osztalyat.

2. Megoldas (a kanonikus alak elallitasa teljes négyzetes kiegészitéssel). Teljes négyzetek Osszegé-
vé/kiilonbségévé alakitjuk a q(x1,x2,x3) kifejezést:

q(x1,x2,x3) = ,3,(% — SX% — 3x§ + 2x1%2 + 2x1X3 + 2x2%3

= —SX% + 2x1%2 + 2x1X3 —3x§ — 3x§ + 2x2X%3

2
1 2
,(\/gx] \}gXZ \/§X3) +;X%+;X§+3X2X3

8 8
—(V3x1 —x2 —x3)* —gx% + 3X2%3 —3%

2
8 2 2.2
—(‘/gxz—‘/§>c3) +5x3

= —(V3x1 —x2—x3)* — (\/gm - \/§X3>2 - (ﬁm)z

2 2 2
= —Yir—Yz2—Ys3,

ahol y1 = V3x1 —x2 — X3, Yz = \/gxz = \/gm és Y3 = v/2x3. Ezért g kanonikus alakja —y? —y3 —y3, tehat
g negativ definit.

Megjegyzés. A megoldas alapjat az alabbi azonossagok képezik (a,b,c € R, a > 0):

5 b \* b,
ax” +bxy = (\/ax—i— my) ~ag¥"
: 3 b\ b,
ax” +bxy = ( ax z\/ay> +4ay ;
5 B b c \° b ¢ , be
ax” +bxy +cxz = (\/ax—i- Zﬁy + 2ﬁ2> 1a 1Y T 3%

2 2

2 b [¢ 2 p c® , Dbc
ax” + bxy + cxz (ﬁ 2\/Ey 2\/52) tag¥ tagy tagv=

1.6.5. Feladat. Hozzuk kanonikus alakra a V vektortéren értelmezett valés kvadratikus alakokat, és hatarozzuk
meg az osztalyukat (pozitiv/negativ (szemi)definit, indefinit).

(a) V=R% x3—2x1x2 +x3; (b) V=R2 —4x? +4x1x3 —4x3;
() V=R3 8x}+x3+x3—4x1x2 —4x1x3; (d) V=R3 x%+6x3+4x3+4x1x2 — 4x2X3;
() V=R3 2x1x3 —2x1x2 — 2x2X3; (f) V=R* x1x2 +%x2x3 + X3X4.

A feladat eredménye/megoldasa:

Tesztes feladatok

1.6.6. Feladat. Dontsiik el, hogy igaz vagy hamis az allitas.
(a) Ha egy (n x n)-es méatrix determinansa 1, akkor a rangja n.
) Ha egy (n X n)-es matrix determinansa 0, akkor a rangja n — 1.
(¢) Ha egy (k x 1)-es matrix két sora aranyos, akkor a rangja nem lehet k.
(d) Van olyan homogén linearis egyenletrendszer, melynek nincs megoldasa.
) Ha egy homogén lineéris egyenletrendszer megoldastere 5 dimenzios, akkor az egyenletrendszer legalabb 5
ismeretlent tartalmaz.
(f) Ha egy homogén linearis egyenletrendszer megoldastere 5 dimenzios, akkor az egyenletrendszer legalabb 5
egyenletbdl all.
(g) Ha egy homogén linearis egyenletrendszernek tobb valtozoja van, mint egyenlete, akkor a megoldastere
legalabb 1 dimenzids.

(h) Az (; %) matrixnak sajatértéke az 1.
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o -1 2
(i) A[—-1 0 —2| matrixnak sajatvektora a (—1,1,1).
2 -2 3

(j) Ha u és v egy A matrix sajatvektorai, akkor u+v is.
(k) Ha A és v sajatértékei egy A matrixnak, akkor A + v is sajatértéke A-nak.
(1) Ha egy kvadratikus alak méatrixdnak f6minorai rendre —1, —3 és —5, akkor a kvadratikus alak negativ
definit.
(ly) Ha egy kvadratikus alak matrixanak sajatértéke az 1, akkor a kvadratikus alak pozitiv definit.

A feladat eredménye/megoldasa:

A 6.7-18. Feladatokban a megadott négy valaszbol csak az egyik helyes, dontsiik el,
melyik.

1.6.7. Feladat. Egy homogén linearis egyenletrendszernek ...

(a) pontosan akkor van megoldasa, ha az egyiitthatomatrixdnak determinénsa nem nulla.
(b) pontosan akkor van megoldasa, ha az egyiitthatomatrixanak determindnsa nulla.

(¢) mindig van megoldasa.
(d) mindig pontosan egy megoldasa van.

A feladat eredménye/megoldasa:

1.6.8. Feladat. Tekintsiink egy n-valtozo6s homogén linearis egyenletrendszert, amely megoldasainak altere két
dimenzios. Vegylink egy vi, vy linearisan fiiggetlen vektorrendszert a megoldasainak alterében. Ekkor az u
vektor pontosan akkor megoldasa az egyenletrendszernek, ha u ...

(a) skalarszorosa vagy a vq, vagy a v, vektornak.

(b) Osszege a vq és vy vektoroknak.

(c) a zérusvektorral egyenls, azaz v és v, egymaés ellentettje.

(d) tetszoleges linearis kombinacidja a vy és v2 vektoroknak.

A feladat eredménye/megoldasa:

1.6.9. Feladat. Tekintsiink egy n-valtozds homogén lineéris egyenletrendszert, és legyen az egyiitthatomatrixé-
nak rangja r. Ekkor az egyenletrendszer megoldasterének dimenzidja ...

(a) mindig kisebb, mint . (b) mindig nagyobb, mint T.

(c) pontosan . (d) pontosan n — .

A feladat eredménye/megoldasa:

1.6.10. Feladat. Egy tetsz6leges homogén lineéris egyenletrendszer megoldastere ...

(a) mindig tartalmazza a zérusvektort.

(b) sohasem tartalmazza a zérusvektort.

(¢) kizarolag a zérusvektorbol all.

(d) mindig tartalmaz a zérusvektortél kiilonb6zs elemet.

A feladat eredménye/megoldasa: |2.6.10

(a) Egy négyzetes matrixnak mindig van legalabb egy sajatértéke a valos szamok kozott.

(b) Ha egy négyzetes matrixnak van legalabb egy sajatértéke a valos szamok kozott, akkor van tobb is.
(c) Ha egy matrixnak van sajatértéke a valos szamok kozott, akkor az csak négyzetes méatrix lehet.

(d) Ha egy méatrixnak nincs sajatértéke a valos szamok kozott, akkor az nem lehet négyzetes matrix.
1.6.11. Feladat.

A feladat eredménye/megoldasa: | 2.6.11
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a) Egy matrix karakterisztikus polinomjanak mindig van a valos szamok korében gyoke.

b) Ha egy matrix karakterisztikus polinomjanak van legalabb egy gyoke, akkor van tobb is.
¢) Egy matrix karakterisztikus polinomjanak mindig van egynél tobb gyoke.

d) A fenti harom allitds mindegyike hamis.

(
(
(
(

1.6.12. Feladat.

A feladat eredménye/megoldasa: |2.6.12

1.6.13. Feladat. Egy matrix adott A sajatértékéhez tartozo sajataltere ...

(a) kizardlag az ugyanehhez a sajatértékhez tartozo Osszes sajatvektorbol all.
(b) tartalmazza az ugyanehhez a sajatértékhez tartozo Osszes sajatvektort.

(c) nem tartalmazza az ugyanehhez a sajatértékhez tartozo Osszes sajatvektort.
(d) tartalmazza a méatrix Osszes sajatértékéhez tartozo Osszes sajatvektort.

A feladat eredménye/megoldasa: |2.6.13

1.6.14. Feladat. Egy A € R3*3 matrix A sajatértékéhez tartozo sajatalterének dimenzioja ...

(a) lehet nagyobb, mint 3.

(b) mindig pontosan 3.

(c) lehet kisebb, mint 3.

(d) pontosan akkor lehet 3, ha van a A sajatértékhez tartozo 3 kiilonb6zs sajatvektor.

A feladat eredménye/megoldésa: |2.6.14

1.6.15. Feladat. Egy A € R™* ™ matrix A sajatértékéhez tartozo sajatalterének dimenzioja ...

(a) mindig pontosan n.

(b) lehet, hogy kisebb, mint n, de nagyobb, mint az A — A - E,, méatrix rangja.
(c) egyenls az A — A - B, matrix rangjaval.

(d) lehet kisebb, mint az A — A - E;, matrix rangja.

A feladat eredménye/megoldasa: | 2.6.15

1.6.16. Feladat. Egy n-valtozos kvadratikus alak kanonikus alakjaban ...

(a) csak masodfoku tagok vannak, a tagok szama mindig pontosan mn.
(b) csak méasodfoku tagok vannak, a tagok szama mindig kisebb, mint n.
(c) csak masodfoku tagok vannak, a tagok szama legfeljebb n.

(d) van elstfoku tag, ha a kvadratikus alak szemidefinit.

A feladat eredménye/megoldasa: | 2.6.16

1.6.17. Feladat. Egy kvadratikus alak matrixa ...

(a) transzponalaskor nem valtozik.

(b) ha tartalmaz nullat, akkor a kvadratikus alak szemidefinit.

(c) felsd triangularis matrix, ha a kvadratikus alak pozitiv definit.
(d) mindig diagonalis matrix.

A feladat eredménye/megoldasa: | 2.6.17

Negativ definit kvadratikus alak minden f6minora negativ.

Pozitiv definit kvadratikus alak minden f6minora pozitiv.

Pozitiv definit kvadratikus alak féminorai felvehetnek pozitiv és negativ értékeket is.
A fenti harom &llitas mindegyike hamis.

~ T —

(a
(b
(c
(d

~—

1.6.18. Feladat.

A feladat eredménye/megoldésa: | 2.6.18
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Nehezebb feladatok

1.6.19. Feladat. Adjuk meg az alabbi egyenletrendszer megoldasat az a valos paraméter értékétdl fiiggden.

X1 — 3x + 2x3 = 1
2x1 — 4x; + 83 = 0
—3x1 4+ 5x — 14x3 = a

1.6.20. Feladat. Adjuk meg az alabbi egyenletrendszer megoldésat az a valés paraméter értékétsl fiiggden.

—x1 + 3x2 + X3 + 2x4 =
— 3x 4+ 83 + axg
—x1 4+ 5x2 4+ T1lxz3 + 2x4
+ 4dx; + Ix3 + 8xq4 =

|
TN O W

1.6.21. Feladat. Melyek igazak a kovetkezs allitasok koziil tetszéleges m egyenletbdl allo n ismeretlenes linearis
egyenletrendszerre? Ha nem teljesiil az allitas, adjunk ellenpéldét.
(a) Ha n > m, akkor végtelen sok megoldas van.
) Ha n = m, akkor pontosan egy megoldas van.
) Ha pontosan egy megoldas van, akkor n = m.
) Ha n < m, akkor nincs megoldas.
) Ha m < n, akkor nem lehet pontosan egy megoldas.
) Ha n = m és végtelen sok megoldas van, akkor az egyiitthatokbol 4116 determinéns 0.
) Ha n =m és az egyiitthatokbol 4ll6 determinéns 0, akkor végtelen sok megoldas van.

1.6.22. Feladat. Adjuk meg az aldbbi homogén linearis egyenletrendszerben az a valos paraméter értékét gy,
hogy a megoldastér dimenzidja 3 legyen, valamint ekkor adjunk is meg béazist a megoldasterében.

X2 + X3 — axs = 0
—x1 4+ x2 + ax3 — 3x4 =0
X1 + ax; + x3 + 3x4 — 2x5 = 0

1.6.23. Feladat. Adjuk meg az a paraméter Osszes olyan értékét, melyekre az alabbi métrixnak a A valds szam
nem sajatértéke.

a2 1 1 a -1
(a) <a+2 a>,7\_—2; (b) —aZ 1 (]) ,A=2.

1.6.24. Feladat. Adjunk meg olyan, O-t nem tartalmaz6 matrixot, melynek (1,—1,3) sajatvektora.
1.6.25. Feladat. Adjunk meg olyan, O-t nem tartalmazo6 (3 X 3)-as matrixot, melynek —3 sajatértéke.
1.6.26. Feladat. Adjunk meg olyan, 0-t nem tartalmazé matrixot, melynek (1,—1,3) és (2,1, —1) sajatvektorai.

1.6.27. Feladat. Az a valés paraméter milyen értékei esetén sajatvektora a v = (1,—1, a) vektor az

1 -3 —4
A=1[-1 1 2
0 1 a

méatrixnak?



2. MEGOLDASOK

2.1. Matrixok

4 2 4

22 3 2 4
2.1.1. Megoldas. (a) A + B nem definialt, A + F = < ), 2B = (-2 2], BT = (

DT = ( -1 2),
_2 : -2 5
(b) AB = 9>7 4 41, CB = (—1 4), BC nem definialt,
8
1 2 0
DC=[-1 -2 0
2 4 0

8 0 AE 2v2 | 36
32 —_ =~
1 2/10 5

12
T —4 TeT — (1)
3 ! 5>EA ( 4),DC — (—1);

(d) (A + B)C nem definialt, (A +BT)D = (1]6)’ AD +B'D = (1 )

2 6

3.87298  2.03538
0.474342  0.34

)



> 40 < 2.1. Matrixok

(11 (0], - 1]

2.1.2. Megoldas. Az f polinom A helyen vett helyettesitési értéke:

-3 1 -12
f(A)=A?+3-A—4.-E3=(26 12 =2
2 12 -3

P [i13]

2.1.3. Megoldas. A B matrix pontosan akkor cserélhetd fel az A matrixszal, ha vannak olyan a és b valos

szamok, amelyekre B = (8 E) teljesiil.

BE" | 1.3,

, #0)1.3.], «P[1.1.3]

2.1.4. Megoldas. A munkanélkiiliségi rata 1 év mulva 22%, 2 év mulva 23.2%, illetve 4 év milva 24.352%. A
munkanélkiiliségi ratanak van egyensilyi helyzete: 25%.

DS 11, &0 14| «P[1.1.4]
2.1.5. Megoldas. (a) Az 1. jeloltre leadott szavazatok.
(b) Az 5. korzetben leadott szavazatok.
A mésodik jeloltre a hatodik korzetben leadott szavazatok szama
T A
ng—% 100
1T A 1p5
szazaléka az Osszes érvényes szavazatnak.
P
2.1.6. Megoldas. (a) e;s] -A-b': a harmadik napon elfogyott sor ara,
(b) 11, - A: a jaliusban fogyasztott sér mennyisége fajtdkra lebontva,
(c) A -1y2: a juliusban fogyasztott sor mennyisége napokra lebontva.
BE" [ 1.6.], «P[1.16]

Tesztes feladatok

2.1.7. Megoldas. (a) Igaz, (b) igaz, (c) hamis, (d) igaz, (e) hamis, (f) igaz, (g) hamis, (h) igaz, (i) igaz, (j) igaz,
(k) hamis, (1) hamis.

P[]

2.1.8. Megoldas. (a)

P [L13]

2.1.9. Megoldas. (b)

<P [1.19)]

2.1.10. Megoldas. (b)

P [L.L.10]

2.1.11. Megoldas. (c)

<P [1L11]

2.1.12. Megoldas. (a)

P [LL12]


https://www.youtube.com/watch?v=3cluogfMaoU
https://www.youtube.com/watch?v=25qzO-t11fI
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/1.3.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=F3id3iejywQ
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/1.4.pdf
https://youtu.be/5X4iaFEGvrk
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2.1.13. Megoldas. (d)
P

2.1.14. Megoldas. (c)
.

2.1.15. Megoldas. (d)
P

2.1.16. Megoldas. (b)
.

2.1.17. Megoldas. (d)

<P [1.117]



2.2. Determinansok

i 1T 2 2 1| —0.6 05|
2.2.1. Megoldas. (a) 1 ]‘—3, (b) ’O O‘ 0; (C)’OA _0.3‘—0.02.
ep [121]
Por2 ~1 2 12 1
2.2.2. Megoldas. (a) | 1 -2 —3|=1-(=1)2*1. +(=2)-(—1)*+2. +(=3)-(=1)**+3. ;
2 0 -1 0 — 2
-1 2 0
-1 2 3
(b) -1 2 0 :3.(7”1+3_ -1 2 +0.(7])2+3_ 12 +2.(7])3+3, 2.
0 1 1 -1 2
0 1 2
cp[123]
1T 0 1% 1 1T 0 1 1 1 2 =1 0 1 2 -3 2
, o1 o 14 0o 10 1 ., 0 =2 =2 2| |0 =2 0 O
2.2.3. Megoldas. (a)1 1 -1 20712 1 0 3,(b)1 ) 1 4lTh 2 3 2
o1 1 1 -1 1 0 0 1 2 1 1 1 2 -1 3
cp[123
1 00 1T -1 0 3 -5 4
2.2.4. Megoldas. (a) |1 2 0/=2;(b) |2 1 1/=8;(c)|—6 3 5/ =-552
-1 2 1 -1 2 3 9 4 3
-1 =2 3 1 1T =2 1 1 -1 2 2 2
-4 5 7 0 -1 2 -1 0 -1 1 2 3
Wi 6 5071 @ ), 7 2 p[F16E |5 5 4 5715
-3 4 7 1 2 -1 4 -1 -2 4 3 2
2 -3 2 1 2 -1 2 3 4
> 2 1 2 -2 3 3 4 5
(&) — 6 ()|-2 3 —4 -5 0| =-24.
-2 1 2 3
3 2 1 1 1 1 1 1
2 3 4 5 o6
BE" 2.4, (a) & (b) | (c) ), | ()], (h) |, &0 24| (a) & (b)|,| (F) || (h)], <P [1.2.4]
-1 x X
2.2.5. Megoldas. (a) d=|—2 2 x+5|=x%+x+10, ezért
1 2 0
d = 0 nem lehetséges,
d=30 &= x=—-5vagy x =4;
—1 x  x—1
(byd=1|-2 x—2 x+3|=8+4x, ezért
1 2 0

d=0&=x=-2,
d=30¢=x=11/2


https://youtu.be/YxpZ_iGg2h4
https://youtu.be/ShPEE1B946w
https://youtu.be/MNLuOTwRoSc
https://youtu.be/GX1pAkB50rU
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/2.4ab.pdf
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/2.4f.pdf
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/2.4h.pdf

2.2. Determinansok

>43 <

x—1 1

-2 x-2

x—1 2

d=0&=x=1,

x—1
3
—x + 1

d=30 ¢ x =

= —2x3 4+ 8x2 — 19x + 13, ezért

Wl =

V9V10099 — 887

25

22/3

i/z (gm - 887)

+4

~ —0.672381.

= (250} P28

Tesztes feladatok

2.2.6. Megoldas. (a) Hamis, (b) hamis, (c) hamis, (d) hamis, (e) igaz, (f) igaz, (g) hamis, (h) igaz, (i) igaz, (j)
hamis, (k) igaz, (1) hamis.

2.2.7. Megoldas. (a)

2.2.8. Megoldas. (c)

2.2.9. Megoldas. (d)

2.2.10.

2.2.11.

2.2.12.

2.2.13.

2.2.14.

2.2.15.

2.2.16.

2.2.17.

Megoldas.

Megoldas.

Megoldas.

Megoldas.

Megoldas.

Megoldas.

Megoldas.

Megoldas.

P [120]

P [1.27]

o [123]

P [1.29]

o [12.10]

<P [1.2.11]

op[1212]

P [1.2.13]

o [12.11]

<P [1.2.15]

o [1216]

<P [1.2.17]


https://youtu.be/ZjIvhNQMapU

2.3. Linearis egyenletrendszerek

2.3.1. Megoldas. A linearis egyenletrendszer kiegészitett métrixara végrehajtott Gauss-eliminacio utolso 1épését
(matrixat) adjuk meg, a nem csak O-akat tartalmazo sorok els6 0-t6l kiilonbozs eleme 1, és ezen T-esek felett is
Jkinullaztuk” az elemeket (Igy konnyen leolvashaté a megoldas).

1.0 0f-1 1.0 0] 2 11 010 1003
@fo 1 ol-1|,ml[o1T o3| @[O0O01|/0],@|O0 101 ],
00 1]2 00 1/[-1 00 01 00 1]-1

101 0]0 10 01 130 =317
o 1T oojo],®f0 1T o1 |,@[o0o0 1 —1]4],
000 1[1 00 13 000 010

o005 fod T i
Wloo1o0/2]®]0o 0 01 0o
000 1|3 0 0 00 010

0. ‘ X1 X2 X3 X4 Xs ‘ b 1 ‘ X2 X3 X4 Xs ‘ b
er |2 -1 1 2 312 xi|— 5 1 3]1
e2| 6 -3 2 4 513 e2| 0 -1 -2 —4|-3
es| 6 -3 4 8 13|9 es| 0 1 2 4 3
es |4 -2 1 1 211 es2 ] 0 -1 -3 —4|-3
2. x2 xa x5 | b 3. x2 x5 | b
eI
ex| O 0 0 0 ex | 0 0 0
x3| O 2 4 3 x3| O 4 3
es | 0 —1* 0 0 x4 | O 0 0
Az egyenletrendszerek altalanos megoldasa:
Szabad valtozok | Kotott valtozok alt. mo.
(a) — X1,X2,X3 X1 =x2=—1, x3 =2
(b) — X1,X2,X3 X1 =2, x2 =—3, x3 =—1
(c) — — nincs megoldas
(d) 7 X1yX2,X3 X1 = 3) X2 = 1) x3 = —1
(e) X3 X1yX2,X4 X1 =—x3, X2 =0, x4 =1
(f) — X1yX2,X3 X1:X2:1,X3 =3
() X2,X4 X1,X3 X1 =17 —=3x2+3x4, X3 =4+x4
(h) - X1,X2yX3yX4 X1 :2> X2:_3> X3:_3/2) X4:1/2
(i) X2,X5 X1, X3, X4 x1=—1/24+1/2x2 +1/2x5, x3 =3 —4x5, x4 =0

BE"3.1. (f) & (h) | (Gauss-elim.), (f) & (h) (EBT), <P [1.3.1]

2.3.2. Megoldas. (a) Gauss-eliminacioval:

3 4 1 =2 3|1 1.0 7 —18 5| —47
2 =3 -1 3 1|1 ~-e~ 0O 1T 5 =13 3|35 |.
5 =7 0 1 4110 000 0 0] O

Az altalanos megoldas: a = —47 —7c+18u—5v, b = —35—5¢c + 13u—3v (¢c,u,v € R).


http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/LER_Gauss_3-1f/practice.html
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/LER_EBT_3-1h/practice.html
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Elemi bazistranszformacioval:

0.]a b ¢ u]|v l.l]la b u v|b 2.la b v |b
e |3 4 1 =213 c |3 4 -2 3|-1 c |13 —18 11|19
e 2 -3 -1 3 |1 e2|5 =7 1 4110 ul|5 -7 4110
e3|5 —7 0 1 |4 es|5 =7 1 4110 e3| O 0 010

Az altalanos megoldas: ¢ =19 —13a+18b—11v, u=10—5a+7b —4v (a,b,v € R).
(b) Gauss-eliminacioval:
1T =1 0 1 0 01 100
1 0o 10 -1 0|2 |~~~ 010 0 1 1]3
o 1 0 0 1 1]3 0 0 1
Az altalanos megoldas: a=4—u—v—w, b=3—-v—w,c=-24+u+2v+w (u,v,w € R).

Elemi bazistranszformacioval:

0.|]a b c¢c u v wlb .|]b ¢ u v wlb
er |1 =1 01 0 0]1 al—-1 0 1 0 0]1
e2| 1 0 1.0 =1 02 e2 | 1* 1 =1 =1 01
e3| 0 1T 0 0 1 1]|3 es| 1 0 0 1 1]3
2.l ¢ u v wl|b 3J]u v wl|hb
a 1 0 -1 0|2 a| 1 1 1 4
b 1 -1 =1 01 b| 0 1 1 3
ez | —1* 1 2 112 c|—1 =2 —-1|-=2
Az altalanos megoldas: a=4—-—u—v—w,b=3—v—w,c=-24+u+2v+w (u,v,w € R).
B 3.2, (a) ], (b) ] @32 [(a)],[(h) ], P
2.3.3. Megoldas. Nem.
<P
2.3.4. Megoldas. Az egyenletrendszer (egy) altalanos megoldasa:
3+x —6 + 3x3 — 5%
X1 :733 Xz:# (x3,x4 € R),
5 5
ha x3 =2 és x4 = 1, akkor éppen a szoébanforgo konkrét megoldast kapjuk.
<P

2.3.5. Megoldas. Az egyenletrendszernek pontosan akkor van egyetlen megoldésa, ha b # —4 és a = —7. Ekkor
x1 =5, x2 =3 és x3 = 0 az egyetlen megoldés.

s
2.3.6. Megoldas.
‘ A megoldasok szama ‘ A megoldasok szama ‘ A megoldasok szama
(a) | a#0 (egy mo.) (b) | a#0,£1 (egy mo.) (¢) | a#—3,£1 (egy mo.)
a =0 (nincs mo.) a =0 (oo sok mo.) a =1 (co sok mo.)
a = +1 (nincs mo.) a =—-3,—1 (nincs mo.)
| A megoldésok szdma | A megoldésok szdma
(d) | a## +3 (egy mo.) (e) | a#1,2 (egy mo.)
a = 3 (nincs mo.) a =2 (nincs mo.)
a = —3 (oo sok mo.) a=1 (oo sok mo.)

IS 3.6. , , #1336, , , P



https://youtu.be/HO3jocXYKo8
https://youtu.be/nyeTzDWvfF4
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/3.2a.pdf
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/3.2b.pdf
https://youtu.be/5WcxLOqyjgw
https://youtu.be/NFw_l-OdZaM
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/3.6d.pdf
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/3.6e.pdf
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2.3. Linearis egyenletrendszerek

Tesztes feladatok

2.3.7. Megoldas. (a) Igaz, (b) igaz, (c) hamis, (d) hamis, (e) igaz, (f) igaz, (g) hamis, (h) igaz, (i) igaz, (j)

hamis, (k) hamis, (1) hamis.

2.3.8. Megoldas. (b)

2.3.9. Megoldas. (b)

2.3.10.

2.3.11.

2.3.12.

2.3.13.

2.3.14.

2.3.15.

2.3.16.

2.3.17.

2.3.18.

Megoldas.

Megoldas.

Megoldas.

Megoldas.

Megoldas.

Megoldas.

Megoldas.

Megoldas.

Megoldas.

(d)

P [137]

P [1.38]

P [133]

<P [1.3.10]

o [1311]

P [13.12]

P [15.13]

<P [1.3.14]

o [13.15]

<P [1.3.16]

o [13.17]

P [13.15]



2.4. Matrixok inverze, matrixegyenletek, Leontief modell

-1
2.4.1. Megoldas. (a) (; _11> = <_12//33 };;)7

(b) a ( 2 _]> méatrixnak nincs inverzre,
0

7
3 4 5\ —8 29 —11
@2 -3 1 - 5 18 —7 |,
3 -5 1 1 =3 1
2 -1 3\ 1T -1
e 2 1 2 = 73 L
1 -2 1 A 12
1 -1 2 1\ 18 12 -5 —4
0 2 355 | =2 1 0o -1
1 2 46| | 11 =7 3 2
0 -2 1 3 5 3 -1 —I

IS 4.1. , #41. , , 7 P

2.4.2. Megoldas.
(a) Nincs megoldas,
(b) nincs megoldas,

X1,1 X1,2 X1,3
X2,1 X2,2 X2,3
’ ’ ’ X1.1,X1.2,X1.3,X2.1,X2.2,%23 €R
() X1,1—2X2y1—2 X1,2_2X2,2+] X1,3—2X2,3+1 ( 1,1y 21,2y X1,39y X271y X2,2y X2,3 )7

—3x1,1 +5%x2,1 +5  5x22 —3x12 —3%x1,3 +5%2,3 — 1
x1,1 (31,1 —=3)/5 (—x11—4)/5 2
(d) | x2,1 3x2,1/5 1—x2,1/5 0 (x1,1,%x2,1,%3,1 € R),
X3,1 3x3,1/5 T—x31/5 -1
(e) nincs megoldas,

10 5 -2
(f) ( 5 3 0 )
2 1T
IE 4.9, , #9 4.2, , , 7<—P

2.4.3. Megoldas. A brutté kibocsatas vektora: (E;—A)~ - (;) = <8é3>. Mivel (2 3)~(E2—A) = (—0.6 1.6)7

ezért a masodik Agazat nyereséges, az els6é pedig veszteséges. Ha az arvektort példaul (3 2)-nek vélasztjuk,
mindkét dgazat nyereséges lesz.

BE™ | 1.3,

, <P [1.43]

10.25

2.4.4. Megoldas. (a) A brutto kibocsatas vektora: <16 75

). Mindkét dgazat nyereséges.

(b) A brutté kibocsatas vektora: (15

29>. Az els6 adgazat veszteséges, a masodik nyereséges. Példaul a (4 1)


https://youtu.be/DFVjlC36cfY
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/4.1a_kezzel.pdf
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/4.1b_kezzel.pdf
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/4.1e.pdf
https://youtu.be/tlCyHRF1t58
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/4.2c_kezzel.pdf
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/4.2d.pdf
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/4.2f_kezzel.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=rvJvneg0tuY&feature=youtu.be
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2.4. Matrixok inverze, matrixegyenletek, Leontief modell

arvektorral mindkét agazat nyereséges.

(¢) A gazdasag nem miikodGképes, igy nincs értelme a brutto kibocséatéasnak. A profitvektor (—0.22 0.4).

(d) A brutto kibocsatas vektora: < 70

>. Mindkét dgazat nyereséges.

BE 4.4, (b) & (d), £v44. (b) & (d) |, <P

Tesztes feladatok
2.4.5. Megoldas. (a) Hamis, (b) hamis, (c) igaz, (d) igaz, (e) hamis, (f) igaz, (g) igaz, (h) hamis, (i) hamis, (j)

igaz, (k) igaz, (1) hamis, (ly) igaz, (m) igaz.

2.4.6. Megoldas.

2.4.7. Megoldas.

2.4.8. Megoldas.

2.4.9. Megoldas.

2.4.10. Megoldas.

2.4.11. Megoldas.

2.4.12. Megoldas.

2.4.13. Megoldas.

(d)

P [125]

<P [1.46]

o [147]

P [1.458]

P [149]

<P [1.4.10]

o [Ta11]

P [1.4.12]

P [1413]


https://youtu.be/wrQ3XaO8Ie0
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/4.4bd.pdf

2.5. Vektortér, altér, generalas, linearis fiiggetlenség, bazis

2.5.1. Megoldas. (a) Altér, (b) nem altér, (c) nem altér, (d) nem altér, (e) altér, (f) altér, (g) nem altér.

& 5.1, ()], (0)], «P[15.1]

2.5.2. Megoldas. (a) Igen,v=1-(1,—1,0)+1-(0,0,1), (b) nem, (c) igen, v=1-(1,1,0)+1-(0,1,1)+0-(1,0,1),

(d) nem.

2.5.3. Megoldas.

B2 52 (c) & (d), £25.2. (¢) & (d), «P

Linarisan fiiggetlen | Generatorrendszer | Bazis
(a) igen nem nem
(b) nem nem nem
(c) nem nem nem
(d) igen nem nem
(e) igen igen igen

2.5.4. Megoldas.

#53.(c) & (c), «P[15.3]

Rang | Linarisan fliggetlen | Generédtorrendszer | Béazis
(a) 3 nem nem nem
(b) 2 nem nem nem
(c) 3 igen nem nem
(d) 2 nem nem nem
(e) 4 nem igen nem
() 3 nem nem nem
(2) 3 nem nem nem
(h) 4 igen igen igen

BE" 5.4, (a)), (2) ), @0 5.4. | (), (e) & (h)], «P[15.4]

2.5.5. Megoldas. (a) Ha a = 7, akkor linearisan fliggs, egyébként linearisan fiiggetlen, de nem generatorrend-

szer, igy bazis sem lehet.

(b) A vektorrendszer minden a valds szamra linedrisan fliggd, generatorrendszer, igy nem bazis.

(c¢) A vektorrendszer minden a valds szamra linearisan fiiggetlen, de nem generatorrendszer, igy bézis sem lehet.
(d) Ha a # 0,1, akkor vektorrendszer bézis, azaz linearisan fiiggetlen generatorrendszer. Ha a € {0, 1}, akkor
nem linearisan fiiggetlen, nem generatorrendszer és nem béazis.
(e) A vektorrendszer minden a valds szdmra generatorrendszer, de nem linearisan fliggetlen.

IE" 5.5, , , # 5.5, 7 P


https://youtu.be/qKWeQjYfdK0
https://youtu.be/QPk5xN8GKLQ
https://youtu.be/D4kCCR4jMb8
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/5.2cd.pdf
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/5.3ce.pdf
https://youtu.be/HZ-X1ZyAXVA
https://www.youtube.com/watch?v=joaPpW8y7IU&feature=youtu.be
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/5.4ceh.pdf
https://youtu.be/OJOvARs_rBs
https://www.youtube.com/watch?v=KQuQgah-V6E
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/5.5a.pdf

> 50«

2.5. Vektortér, altér, generélas, linearis fliggetlenség, bazis

2.5.7. Megoldas. A v vektor koordinatasora:

DS 5.6. (1), #56.[(a) & (¢), P
(a) (O»O)O); (b) (0»_1)0); (C) (_1/2) O)O); (d) (3)_4»2); (e) (3)2)]); (f) (_2/3»_]/3»4/3)

BE”5.7. (), @57, () & ()], [ ()}, &P

2.5.8. Megoldas. (a) a matrix rangja 1, nem 0 értékd aldeterminans: (1)

(b) a méatrix rangja 2, nem 0 értékd aldeterminans: (2 1)

(c) a matrix rangja 3, nem 0 értékii aldeterminans:

2.5.9. Megoldas. (a)

—1
a
—6

—_ N =

2
5) méatrix rangja = {
1

2

o

0 —= =

10

1 =2 0
2 1 -1
0 -5 2

BE”5.8. (a) & (b), 5.8, (a) & (b)), P

matrix rangja = {

2, haa=3
3, kiilonben.

2, haa=1,

4, kiilonben.

59, ()], <P [159]

Tesztes feladatok

2.5.10. Megoldas. (a) Hamis, (b) igaz, (¢) igaz, (d) igaz, (e) igaz, (f) igaz, (g) hamis, (h) igaz, (i) hamis, (j)
hamis, (k) igaz, (1) igaz, (ly) igaz, (m) igaz, (n) igaz, (o) hamis, (p) igaz, (q) igaz, (r) igaz, (s) igaz, (t) igaz.

2.5.11.

2.5.12.

2.5.13.

2.5.14.

2.5.15.

2.5.16.

2.5.17.

Megoldas.

Megoldas.

Megoldas.

Megoldas.

Megoldas.

Megoldas.

Megoldas.

(d)

<P [1.5.10]

<P [15.11]

P [15.22]

o [15.13]

o [15.14]

o [15.15]

o [15:10]

o [15.17]


https://youtu.be/-woYJhgbwEE
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/5.6ae.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=a6SNCdXMlw0
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/5.7cd.pdf
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/5.7e.pdf
https://youtu.be/WCy5PAnN_Rc
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/5.8ab.pdf
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/5.9a.pdf

2.5. Vektortér, altér, generélas, linearis fliggetlenség, bazis >51 <

2.5.18. Megoldas. (b)
P

2.5.19. Megoldas. (a)
s

2.5.20. Megoldas. (c)
P

2.5.21. Megoldas. (b)
s

2.5.22. Megoldas. (c)

<P [1.5.22]



2.6. Sajatérték, sajatvektor, kvadratikus alakok

(b (1)_2»1)3);
(C) (130»_1)_1))(0)1)_2)O)§
(d) (1,0,0,3/5,1/5),(0,1,0,

2.6.1. Megoldas. (a) (1,1/3,2/3);
)

_1)O)>(030)])7/5)_]/5)

2.6.2. Megoldas. (a) nincs valos sajatérték;

(b) 0 és 3;

(c) 2 (ketszeres)

(d) 3, (1£v5)/2

(e) 2 és 2 (kétszeres);
(f) —1, 2 és 3.

66, (0 (0] #2620 0]}, o [T

.| (a) & (b) |,

(d),

2.6.3. Megoldas. (a) (0,1,-2),

(b) (1,0,0), (0,1, 1);
(©) @1,1),(1,-2,0)
(d) (~1,-1,1).

2.6.4. Megoldas. (a) Igen, (b) nem, (c) igen, (d) nem.

2.6.5. Megoldas.

.| (a)

& (b) |,

(d) & (o)

BE" 6.3. | (1) & (), £ 6.3.] (b) & (d) |, <P

DS 6.4. () & (d)], #26.4. [ (a) & (d)], <P

Kanonikus alak Osztaly
(a) y7 pozitiv szemidefinit
(b) -y —y3 negativ definit
(c) Yy +y3 pozitiv szemidefinit
(d) Yy +y3+y3 pozitiv definit
(e) y?—y3—v3 indefinit
) | y?+vy3—y3— indefinit

@’6.5.,,@)6.5 )|, P [1.6.5]

Tesztes feladatok

2.6.6. Megoldas. (a) Igaz, (b) hamis, (c) igaz, (d) hamis, (e) igaz, (f) hamis, (g) igaz, (h) hamis, (i) igaz, (j)
hamis, (k) hamis, (1) hamis, (ly) hamis.

2.6.7. Megoldas. (c)

o [16]

P [1.67]


https://youtu.be/0HWrheaRyco
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/6.1ac.pdf
http://www.math.u-szeged.hu/~katai/lin_feladatsor20/6.2abTB/HTML5/practice.html
https://youtu.be/3xcspAEdz_U
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/6.2ab.pdf
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/6.2de.pdf
https://youtu.be/Z4HVY2eHscI
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/6.3bd.pdf
https://youtu.be/fBAiCjR6HNs
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/6.4ad.pdf
https://youtu.be/HJ19z7_rRJw
https://youtu.be/o9RGWO0FwI0
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/6.5cf.pdf

2.6. Sajatérték, sajatvektor, kvadratikus alakok > 53 <

2.6.8. Megoldas. (d)

P
2.6.9. Megoldas. (d)

e
2.6.10. Megoldas. (a)

P
2.6.11. Megoldas. (c)

.
2.6.12. Megoldas. (d)

P
2.6.13. Megoldas. (b)

.
2.6.14. Megoldas. (c)

P
2.6.15. Megoldas. (d)

s
2.6.16. Megoldas. (c)

P
2.6.17. Megoldas. (a)

s

2.6.18. Megoldas. (b)

P [16.15]



3. A megoldasokhoz készitett videdk jegyzéke

Matrixok

L (d) e (20°417)
LB (4’6"
L (14’517
1B e (18723
Determinansok

24.(a) & (B) covvi (12714
2 (€ e (12307
2.4 (F) e (9'50")
24, (M) e (13740")
2. (€] e (14749

Linearis egyenletrendszerek

3.1. (f) & (h) (Gauss-elim.)................. (23’21
3.1 (f) & (h) (EBT) vovieiiiiei e (2439
B2 (B) et (29748")
3.2 (D) et (16728")
3.6 (A) et (1217
36 () et (13’36")

Matrixok inverze

L L () et (15720")
Matrixegyenletek
4.2, (d) e (2221

Leontief-féle input/output modell

A (11738
A4 (D) & () oeeeeeeie (10750

Vektorterek, alterek

o R ) P (13'57")
o R ) I (522"
52.(€) & (d) e (11725

Generalas, linearis fiiggetlenség, bazis

B (B) e e (217417)
e () e e e (974"
55 () et e e e e (4'3")

(

(
5.5 (A) et (23721
() e (13327



https://www.youtube.com/watch?v=3cluogfMaoU
https://www.youtube.com/watch?v=25qzO-t11fI
https://www.youtube.com/watch?v=F3id3iejywQ
https://youtu.be/5X4iaFEGvrk
https://youtu.be/YxpZ_iGg2h4
https://youtu.be/ShPEE1B946w
https://youtu.be/MNLuOTwRoSc
https://youtu.be/GX1pAkB50rU
https://youtu.be/ZjIvhNQMapU
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/LER_Gauss_3-1f/practice.html
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/LER_EBT_3-1h/practice.html
https://youtu.be/HO3jocXYKo8
https://youtu.be/nyeTzDWvfF4
https://youtu.be/5WcxLOqyjgw
https://youtu.be/NFw_l-OdZaM
https://youtu.be/DFVjlC36cfY
https://youtu.be/tlCyHRF1t58
https://www.youtube.com/watch?v=rvJvneg0tuY&feature=youtu.be
https://youtu.be/wrQ3XaO8Ie0
https://youtu.be/qKWeQjYfdK0
https://youtu.be/QPk5xN8GKLQ
https://youtu.be/D4kCCR4jMb8
https://youtu.be/HZ-X1ZyAXVA
https://www.youtube.com/watch?v=joaPpW8y7IU&feature=youtu.be
https://youtu.be/OJOvARs_rBs
https://www.youtube.com/watch?v=KQuQgah-V6E
https://youtu.be/-woYJhgbwEE
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Vektorok koordinatasora
DT (@) e ettt (3'54")

Matrixok rangja

58.(a) & (b) veveenii i (9748")

Sajatértékek, sajatvektorok

6.1. () & () eevvenii e (10741
6.2. (a) & (D) cenvviii (6'28")

6.2, (d)eeenen (7740")

6.3. (D) & (d) ervvveneniiii (137397)
6.4. (a) & (d) vevevnii (3’14

Kvadratikus alakok

6.5, () vt (10217
6.5, (d)eeee (7'33")


https://www.youtube.com/watch?v=a6SNCdXMlw0
https://youtu.be/WCy5PAnN_Rc
https://youtu.be/0HWrheaRyco
http://www.math.u-szeged.hu/~katai/lin_feladatsor20/6.2abTB/HTML5/practice.html
https://youtu.be/3xcspAEdz_U
https://youtu.be/Z4HVY2eHscI
https://youtu.be/fBAiCjR6HNs
https://youtu.be/HJ19z7_rRJw
https://youtu.be/o9RGWO0FwI0
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