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1. MAtrixok

1.1. Mik is azok a matrixok?

Video

1.1. Definici6é (matrix). Matrixon, pontosabban (m x 1n)-es valos matrixon (m,n € N) egy

e kerek zarojelek kozott elhelyezked§ ,téblazatot” értiink,

e melynek m sora és n oszlopa van,

e clemei pedig R elemei, azaz valés szamok.
Az 6sszes (M x n)-es valés matrixok halmazat R™*™ jeloli.

A maétrixokat altalaban nagybettikkel jeloljik (A,B,C,...). Az M matrix i-edik soranak j-edik elemére
hasznédlhatjuk az aji; jelolést, de ugyanezt az elemet Ajj-vel is szokas jelolni.

j

i Qaij

Az elemeket az oszlopokban fentrdl lefelé, mig a sorokban balrol jobbra szémozzuk.

1.2. Példa. Az

3 -1 1,2
2 o Vv2
A=l oo
0 0 0 4x3

métrix egy (4 x 3)-as valos matrix, pl. a masodik soranak harmadik eleme a3 = v/2.

1.2. Matrixok szorzasa skalarral

Videé: | Miiveletek matrixokkal

1.3. Megjegyzés. A tovabbiakban skalaron mindig valés szamot értiink.

1.4. Definicié (matrix szorzasa skalarral). Az A matrixot agy szorzzuk a A skalarral, hogy A minden elemét

megszorozzuk A-val:
(}\A)ij = ?\(lij.

1.5. Példa.


https://youtu.be/cWUHnoNs-Uk?t=43
https://youtu.be/BUWMVSnaUDA

>24 1. MATRIXOK 1.3. MATRIX TRANSZPONALTJA

1.3. Matrix transzponaltja

1.6. Definicié (matrix transzponaltja). Matrix transzponaltja mindig létezik, (n x m)-es matrix transzpo-
naltja (m x n)-es. Az eredeti méatrix sorait beirjuk az oszlopokba.

1.7. Példa. A matrix transzponéltja:

.
}‘Jé 11 -1 2
A I R
N 2 0 1 4

1.4. Matrixok Osszeadasa

1.8. Definici6 (méatrixok osszege). Ha az A és B matrixok (n x m)-es matrixok, akkor dsszeadhatok. Az Gsszegiik
is (n x m)-es matrix lesz. Csak azonos méretii matrixok adhatok ossze.
Az A + B Osszegmaétrix i-edik sordanak j-edik eleme A i-edik sora j-edik elemének és B i-edik sora j-edik
elemének az Osszege:
(A +B)yj = ayj + by,

azaz a matrixokat elemenként adunk Ossze.

1.9. Példa.
1 -2 2 —1 Ci11 Ci2 3 -3
3 4 +10 1 =1lc21 ca2|,= 3 5
2 1 2 4 C31 C32 4 5
ahol

cii =142, ci2=(-2)+ (1),
c21 =340, c2=4+1,
c31=2+2, c32=1+4.

1.5. MAtrixszorzas

1.10. Definicié (matrixok szorzdsa — egzisztencia). Ha A (n x m)-es, B pedig (m x k)-s matrix, akkor létezik
a szorzatuk, A - B, amely (n x k)-s matrix. Mas esetben a szorzat nem létezik.

1.11. Definicié (matrixok szorzasa — a szorzata elemei). Ha létezik az A - B szorzatmatrix, akkor az i-edik
soranak j-edik elemét a kévetkezSképpen kapjuk: Osszeszorozzuk A i-edik sordnak elemeit B j-edik oszlopénak
megfelels elemeivel majd az igy kapott szamokat Gsszeadjuk. (,Az A-beli sor és B-beli oszlop skalarszorzata.”)

1.12. Példa.

(o 1 2)_ (‘) _2] :(c” c12>:<—4 5)
-1 2 3 ) 3 C21 C22 —7 5)°



1.5. MATRIXSZORZAS 1. MATRIXOK >3 <

ahol
C1=0-141-042-(—2) =4,
ci2=0-241-(-1)+2-3=5,
co1=(—=1)-1T4+2-0+3-(-2)=-7,
c2=(-1)-242-(-1)+3-3=5.

, akkor AB és BA is létezik. Az AB matrix 2-dik
1 5 25 125

|
)
o =

12 4 38 } B
1.13. Példa. HaA=|1 3 9 27 ] ésB= 1
1

soranak 3-adik eleme

12 4 38 } _11 } 15 —33 9
139 27 T, =40 =0
15 25 15) (1 5% 156 —429 1234

1-1T4+3-1+9-4427-9 =286.

1.14. Definicié (matrixszorzas). Legyen A (n x m)-es, B pedig (m x k)-s matrix:

arn aiz ... Qaim
by ... ... Dby
by . ... box
A= ay a2 ... Qim |, B= . .
bmi ... ee. bmx
An1 an2 ... Qanm
Ekkor az A - B méatrix (n x k)-s, i-edik soranak j-edik eleme:
m
(A-B)y =ai; + a2 +-+aim :Zait .
t=1

MATRIXOK SZORZASA NEM KOMMUTATIV.

1.15. Példa. (a) Az A - B szorzat létezik, de a B - A szorzat nem létezik:

o (7 9) =2 -,

(—]1 (])) . (] —]) nem létezik.

(b) Az A - B és B - A szorzat is létezik, de kiilonb6z8 mérettiek:
1 -1 2
() a=(53)

(-1 2). @ ~3).

(c) Az A -B és B - A is létezik, egyforma méretiiek, de mégsem egyenldk:

G )G -3 s)
CHH R R HE

1.16. Definicié (munkanélkiiliségi rata). A munkanélkiiliségi rata munkanélkiiliek szaiméanak és a munkaerd-
allomanynak a hanyadosa, szézalékos formaban kifejezve.

de

de



>4« 1. MATRIXOK 1.6. MGVELETI TULAJDONSAGOK

1.17. Példa. Egy gazdasagban a munkanélkiiliek és a dolgozok kozotti atmenetet a kovetkez6 méatrix irja le (1
éves idGtavon):
0.8 0.6
A= (o.z o.4> :

A matrix alapjan egy év alatt a dolgozok 80%-a dolgoz6 marad, 20%-a munkanélkiilivé valik, a munkanélkiilieknek
pedig 60%-a taldl munkat és 40%-a marad munkanélkiili. Jelenleg 4 000000 dolgozé és 1000000 munkanélkiili
van. Meghatarozzuk mekkora lesz a munkanélkiiliségi rata 1 év milva.

A dolgozdk és a munkanélkiiliek szama jelenleg milli6 f6ben szamolva: xp = 4 és yo = 1. Egy év mulva a
dolgozdk létszama: x; = 0,8%x¢ + 0, 6y, a munkanélkiiliek 1étszama pedig y1 = 0,2x¢ + 0,4yo, azaz

X1 _ (%0 _ (08 06) (4} _ (33
Y1 - Yo “\02 04 1) \1.2)"
A munkanélkiiliségi rata: X]‘i‘w = 1200000 — 24%

1.18. Jeldlés. Legyen A € R™™ és k € N, ekkor AK =A - A .. A,
—_—
k db

1.19. Megjegyzés. A 1.17. Példaban szerepl6 A matrix hatvanya segitségével meghatarozhaté a munkanélkiili-

ségi rata 2 év mulva.
(XZ) A <X1) A (A (:(O>) AZ <XO)
Y2 Y1 Yo Yo

2 1 - . 2 2 - . yz
A munkanélkiiliségi rata 2 év mulva: TPwET

1.6. Miiveleti tulajdonsagok

1.20. Tétel. Legyenek A, B és C valés matrixok. Valahanyszor az alabbi egyenlGség egyik oldala értelmezett,
mindannyiszor a masik oldal is, és ekkor a kapott két métrix megegyezik.

(A+B)+C=A+(B+0Q),

(A-B)-C=A-(B-C),

A-B+C)=A-B+A-Cés(B+C)-A=B-A+C-A,

(AT = A,

(A-B)T=BT.AT.

1.7. Specialis matrixok

Videé: | Specidlis matrixok

1.7.1. Szimmetrikus matrixok

1.21. Definicié (szimmetrikus méatrix). Az A matrix szimmetrikus, ha megegyezik a transzponaltjaval, azaz
AT =A.

1.22. Példa.
1 -1 2
-1 0 -4
2 -4 -3

1.23. Megjegyzés. Természetesen minden szimmetrikus métrix négyzetes, azaz (n x n)-es valamely n termé-
szetes szamra. Az A = (aij)nxn Dégyzetes matrix f6atlojat az ayx (k = 1,2,...,n) elemek, mellékatlojat
pedig az ayxm_ky1) (k=1,2,...,n) elemek alkotjak.


https://youtu.be/ZMcvkmrDhDQ

1.7. SPECIALIS MATRIXOK 1. MATRIXOK >54

1. dbra. Négyzetes matrix {6- és mellékatloja

1.7.2. Triangularis matrixok

1.24. Definicié (triangularis matrix). Egy (n x n)-es matrixot triangularisnak neveziink, ha a f6atloja alatt
(vagy felett) minden elem O.

1.25. Példa. Triangularis matrix kétféle lehet:

(fels6 triangularis matrix), (also triangularis matrix).

c oo w
© O U
(S, BTN
UL D
[ Nt
ORI
w ot o o
oo oo

1.7.3. Diagonalis matrixok

1.26. Definicié (diagonalis matrix). Az (n x n)-es A matrixot diagonalisnak neveziink, ha a f6atlojan kiviili
elemek mind 0-ak (a f6atlojaban tetszdleges elemek lehetnek).

1.27. Példa. Az alabbi méatrix diagonélis:

10 0 0
00 0 O
0 0 =2 0
0 0 0 4

1.7.4. Egységmatrix(ok)

1.28. Definicio (egységmatrix). Az (n x n)-es egységmatrix az a diagonalis matrix, amelynek fgatlojaban
minden elem 1. Jele: E,,.

1.29. Példa. Az (1 x 1)-es, (2 x 2)-es és (3 x 3)-as egységmétrixok:

Lo 10 0
E; = (1), E2=<0 1), Es=[0 1 0
0 0 1

1.30. Megjegyzés. Az egységmatrix a matrixszorzasra nézve ugy viselkedik, mint az 1 valos szam a valos szamok
szorzésara nézve. Barmely A € R™*™ matrix esetén

En-A=A-E, =A.

1.7.5. Zéromatrix(ok)

1.31. Definicié (zéromatrix). Az (n x n)-es zéromatrix az a matrix, amelynek minden eleme 0. Jele: Z,, vagy
On.

1.32. Példa. Az (1 x 1)-es, (2 x 2)-es és (3 x 3)-as zéroméatrixok:

o 0 00 0
Z,=(0), Zz—<0 O), Zz=10 0 0
00 0

1.33. Megjegyzés. A zérométrix a szorzasra nézve ugy viselkedik, mint a 0 valos szam a valos szamok szorzéasara
nézve. Barmely A € R™*™ méatrix esetén

Zn A=A -Zy,=Z,.



2. Determinansok

Video:

Tekintsiik az alabbi egyenletrendszert, ahol a, b, c, d, e, f valés paraméterek. Hatarozzuk meg az x; ismeretlen értékét.

axq + bxy = e
cXq + dx; = f.
Ha az els6 egyenletet megszorozzuk c-vel, a masodikat pedig a-val, a kdvetkezs egyenletrendszert kapjuk:
acxq + bcxy; = ec,
acxq + adx, = af.

A masodik egyenletbdl az elsst kivonva kapjuk:
(ad —be)xy = af —ce,

azaz, ha ad —bc # 0, akkor x; = g(fi:‘{')i (6s x1 = gg:gz ). Eszrevehetd, hogy a fenti megoldas nevezdje csak az egyenletrendszer bal

oldalan szerepl$ egyiitthatoktol fligg, vagyis csak az (2’ 3) matrixtol.

Tekintsiik a sikon az (a,b) és (c,d) koordinataju helyvektorokat. Ez a két vektor egy paralelogrammat feszit ki. Koordinatageo-
metria segitségével belathato, hogy ennek a paralelogramméanak a tertilete éppen |ad — bc|.

(c,d)

(03 0) ((l, b)

2.1. Megjegyzés. Ugyanaz az érték szerepel a paralellogramma teriiletének kiszamitasakor, mint a kétismeretlenes linearis egyen-
letrendszer megoldéasakor. Mivel ez az érték a matematika sok més teriiletén is el6fordul, és nagyon fontos szerepet jatszik, ezért
kiilon neve is van: determindns.

2.2. Definicié ((2 x 2)-es matrix determinansa). Az

(< 3)

valos matrix determinansa az ad — bc valos szam.

2.1. A determinans definici6ja

Vide6: | A determinans definicioja

2.3. Definici6é (determinans (1. rész)). Csak négyzetes matrixoknak van determinansa. Az A = (ay;) € R™*™
négyzetes matrix determinénsa valés szam. Ennek a szamnak a jele: det(A) vagy |A| vagy

ar eee Q1n

an1 cee Qnn


https://youtu.be/8y_1HY8imKk
https://www.youtube.com/watch?v=MgoXJTT1lTY

2.1. A DETERMINANS DEFINICIOJA 2. DETERMINANSOK >74

Az n természetes szamot a det(A) determinans rendjének nevezziik. Ha A = (a) (1 x 1)-es métrix, akkor A
determinéansa: |A| = a.

Nagyobb maétrixokra a determinans definicidja rekurziv: egy (n x m)-es matrix determinansdhoz n darab
(n—1) x (n—1))-es méatrix determinansat kell kiszamolni.

2.4. Definici6 (aldeterminéans). Legyen A = (ayj) € R™*™ tetszéleges matrix. Az |A| determinans i-edik soranak
j-edik eleméhez tartozoé aldeterminans tugy keletkezik, hogy a determinansbdl elhagyjuk annak i-edik sorat és
j-edik oszlopat. A kapott determinans jele: My;.

2.5. Példa. Az A matrix determinansa masodik soranak harmadik eleméhez tartozé6 M,3 aldeterminéns:

1 -1 2 1 : 11

|A| = 1 ! 3 y M23 =12 2 2
2 2 -1 2

3 =1 1
3 -1 2 1

Altalaban, az A = (aij Jnxn Matrix determinansa és i-edik soranak j-edik eleméhez tartozo Mi; aldeterminédnsa:

an (11(1-,1] arj aig+1n) Ain
Ai-n1 .- AEa-nG-1n 0 AN AE-nEH) eee Q=T
Al = ail . ai(j—1) Ai(j+1) . Qin s
A+ eee o AEEDG-1) G+ AE+)GH) cee AE+)n
ani (ln(j,” Unj an(jH) Ann
[eR ] Cl](j,U A1(G5+1) Ain
My = |B6=D1 e Qa-DG-1) AE-DG+) -ee Ga-Tn
1) — .
) Ai+n1r --o A+ G- A+ (G+1) ee QlitT)n
an1 An(j—1) An(j+1) Ann

(A ayj elem sordban és oszlopaban 16vé (a pirossal jelolt) elemek torlésével adodik Myj.)

2.6. Definici6 (adjungélt aldeterminans). Legyen A = (aij) € R™*™ tetszbleges matrix. Az

ai eee Q1n
an1 vee Qnn

determinans i-edik soranak j-edik eleméhez tartozé adjungalt aldeterminans tgy keletkezik, hogy az My
aldeterminanst ellatjuk a (—1)"" elgjellel: Ay = (—1)"TMy;.

2.7. Példa.

1 —1 2 1 : :
A= 3, Ap=(-1F2 2 2.
3 -1 2 1

2.8. Definici6 (determinans (2. rész): els6 sor szerinti kifejtés). Legyen n > 2 természetes szam. Ekkor az

ar a2 . A1n
azq az2 . aon
an1 an2 ... Qpn

determinans els§ sora szerinti kifejtése:

n n
Zau (=D My = Zau Agj.
—_— ¢
j=1

-
) Atj



>8« 2. DETERMINANSOK 2.2. DETERMINANSELMELETI TETELEK

(g,h,1)

(0)0)0) (a,b,c)

2.9. Megjegyzés. (a) A paralelogramma teriiletét a sikon (2 x 2)-es méatrix determinansanak abszolutértékeként
kaptuk meg.

(b) A térben az (a,b,c), (d,e,f), (g,h,1i) vektorok és az origo altal meghatarozott test (paralelepipedon)
térfogatat 3-ad rendd determinans abszolutértéke adja meg. A determinanst ugy kapjuk, hogy soraiban az

A

kifejtjlik az els6 sora szerint:

a b c
d e fl=a- (-1
g h i

d f

e flip. oz ¢
i g i

h

+c- (=13 ‘d e‘ = aei—afh—bdi+bfg+cdh—ceg.

g h

A paralelepipedon térfogata: V = |aei — afh — bdi + bfg + cdh — ceg].

2.10. Megjegyzés. A determinans rekurziv definicidja alapjan az (n x n)-es determinans n! sok szorzat ¢ssze-
geként szamithato ki.

Vegyiik észre ugyanakkor, hogy ha a determinéns elsé sordban sok a 0, akkor az Gsszegzés joval egyszertibb
lesz.
N 204
1 2 0

NN O
o ~ O

:o+(—2).(—1)3-‘ ’+O:—16.

Ezt az észrevételt felhasznalva mar egy sokkal gyorsabb modszer adodik determinansok kiszamitasara.

2.2. Determinanselméleti tételek

Videé: ‘ A determinans tulajdonsagai

2.11. Tétel (A kifejtési tétel). Determinans barmelyik sora, vagy oszlopa szerint kifejthet6. A determinéans
i-edik sora szerint kifejtése:

n n
Al = Z aij - (=1 My = Z aij - Agj.
=1 =1

A determinans j-edik oszlop szerinti kifejtése:

n n
Al = Z aij - (=1 My = Z aij - Agj-
i=1 i=1

2.12. Megjegyzés. A két formula ,csak” az Osszegzés indexében kiilonbozik egymastol.

2.13. Tétel (A determinansképzés és a transzponalas kapcesolata). Legyen A négyzetes matrix. Ekkor
Al = |AT].

Azaz négyzetes matrixnak és transzponéltjanak a determinansa megegyezik.

2.14. Példa.

1T -1 2 1T =21
-2 0 1=-10=|-1 0 1j.
1 1 2 2 1 2

2.15. Tétel (Dualitasi elv). Ha egy a determinansokra vonatkozo igaz allitasban az ,oszlop” és ,sor” szavakat
kovetkezetesen felcseréljiik, akkor szintén igaz allitast kapunk.


https://youtu.be/yxKO_VsIs38
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2.16. Tétel (determinans szorzasa szammal). Ha egy determindns valamely sordnak minden elemét megszoroz-
zuk a ¢ valés szdmmal, akkor a determinans értéke c-szeresére valtozik.

2.17. Példa.

1 2 3 1 2 3
2 3 1 =43-12 3 1 | =2021.
43-1 43-2 43-82/43 1 2 82/43

2.18. Tétel (triangularis matrix deteminansa). Ha egy determinéans f6atloja felett (alatt) minden elem nulla,
azaz egy trianguldris mdtrix determinansa, akkor a determinans értéke a fGatlojaban 1évé elemek szorzata.

2.19. Példa.

43 -1 2 5

0 47 0 1

0 0 2 —17 =43-47-2-1/2=2021.
0 0 0 1/2

2.20. Tétel (sorcsere determinénsban). Ha egy determinans két sorat felcseréljiik, akkor értéke (—1)-szeresére
valtozik.

2.21. Példa.

1 2 3 4 1 2 3 4

333 3

341 25341 2=
333 3

2.22. Tétel (determinans = 0 — elegendd feltétel). A determinans értéke nulla, ha
e valamely soranak [oszlop4dnak| minden eleme nulla,
e valamely két sora [oszlopa| azonos,
e valamely két sora [oszlopa] aranyos.

2.23. Példa.

0 0 0 31 4 3 1 4
31 4=13 1 4=|-9 -3 —-12/=0
15 9 15 9 1 5 9

2.3. Determinans hatékony szamitasa

2.24. Tétel (determinans sorainak kombinalasa). Determinans értéke nem valtozik, ha valamely sorahoz egy
mésik sor c-szeresét hozzaadjuk (c € R).

2.25. Példa. Ha a lenti determinans 2. sorahoz hozzdadjuk a 3. sor 2-szeresét, az értéke valtozatlan marad:

1T -1 2 1T -1 2
-2 2 1/=10 0 7.
1 -1 3 1 -1 3

2.26. Megjegyzés. Az el6z6 tételt felhasznalva barmely determinans barmely sora, vagy oszlopa ,kinullazhato”
vagyis elérhetd, hogy benne legfeljebb egy 0-t6l kiilonb6zé elem maradjon.

2.27. Példa. Nullazzuk ki a determinéns 3. oszlopat ezen oszlop 3. eleme, azaz 1 segitségével, majd fejtsiik ki
a determinénst:

1 -1 2

2 -1 3.

1T 1 1

El6szor vonjuk ki a 2. sorbdl a 3. sor 3-szorosat:

T -1 2] |1 =12
2 -1 3|=|-1 -4 o,
11 1 1T 1 7
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majd az 1. sorbél vonjuk ki a 3. sor 2-szeresét:

1 =12 |-1 =3 0
1 —4 0|=|-1 —4 o,
T 1 (11

Ezutan a determinanst kifejthetjiik az utols6 oszlopa szerint:

-1 =3 0 1 3
—1 —4 0|=040+1-(=1)3%3. =1.
11 -1 4

2.4. Determinansok szorzastétele

2.28. Tétel (determinansok szorzéstétele). Ha A és B azonos mérett négyzetes matrixok, akkor:
|AB| = |A]- B,

azaz azonos méretl négyzetes méatrixok szorzatanak determinénsa a determinansok szorzata.

2.5. Kifejtési tétel és a ferde kifejtés tétele

2.29. Tétel (determinans kifejtése). Determinans barmelyik sora, vagy oszlopa szerint kifejthet. A determinéans
i-edik sora szerint kifejtése:

n n
Al=> ay - (=D My =) ai-Ay.
j=1 j=1
A determinans j-edik oszlop szerinti kifejtése:
n n
Al = Z aij - (=1 My = Z aij - Agj-
i=1 i=1

2.30. Tétel (A ferde kifejtés tétele). Legyen

ar a2 . A1n

azq az2 . aon
A_ =

an1 an2 ... Qpn

Ha i #j, akkor
n
Z aikAjx =0,
k=1

azaz, ha determinéns egy soranak az elemeit egy masik sordhoz tartozé adjungaltakkal szorozzuk, és a szorzatokat
Osszeadjuk, akkor 0-t kapunk.

1T =21
2.31. Példa. Alkalmazzunk ferde kifejtést az |2 —1 2| determinénsra az 1. és 3. sorok szerint (az els§ sor
2 1 2
elemeit a rendre a harmadik sor elemeihez tartozo adjungélt aldeterminansokkal szorozzuk):
-2 1 1 1 1 =2
. —_ 3+1 . —_ . —_ 3+2 . . _— 3+3 . fr— . . —_ —_ . —_ . . . =
1-(=1) ‘] 2'4—(2) (-1 ‘2 2‘4—1 (-1 ‘2 1‘ 1-1-(=3)+(=2)-(-1)-0+1-1-3=0.



3. Linearis egyenletrendszerek

3.1. A linearis egyenletrendszer (A LER)

Vided:

3.1. Definicié (LER). LER-nek nevezziik az alabbi objektumot:

app x4+ aiz-x2 A+ 0+ QimcXm = )
An1 X1 + Gn2-%X2 + -+ + Anm - Xm = )
ahol
X1yX2y ...y Xm az ismeretlenck,
az ayj (1 <i<n, 1<) <m) valds szdmok az egyiitthatok,
abi,...,b, valos szamok a

3.2. Definicié (LER konkrét megoldéasa). Az elébbi LER konkrét megoldasan egy olyan (s1,82,...,8m) valos
szam-m-est értiink, amelyet behelyettesitve az egyenletrendszerbe, minden egyenl&ség teljestil:

ajpisy +  apes2 4+ - 4+ AimSm = by,

an1st + an2s2 + -+ 4+ AamSm = Dbn.

3.2. Linearis egyenletrendszer és matrixai

3.3. Definici6é (LER (egyiitthato)méatrixa). Az

ajpr-x1 + apz2-x2 4+ -+ 4+ Aim-Xm = by,

An1 - X1 + an2 - X2 + t + Anm " Xm = bn)

LER (egyiitthato)matrixa az alabbi (n x m)-es valos méatrix:

a a2 vee Q1
azi azo ee. Q2m

)
an1 aAn2 ... Qpm

amely a LER egyiitthatoit tartalmazza.

3.4. Definicié (LER matrixos alakja). Legyen LER-iink matrixa A € R™*™. Jelolje b a konstansokbol alkotott
(b1 - bm) matrixot, valamint x az ismeretlenekbdl alkotott (X] - xn) méatrixot. Ekkor LER-link az
alabbi (t6mor) formaban irhato fel:

A-x" =b",

amelyet a LER matrixos alakjanak neveziink.


https://youtu.be/zLzXARi5a0w
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3.5. Példa. Az

—x1 + 2x3 — 3x3 = 7
2x7 — 6x3 + 7x3 = 8
LER matrixos alakja:
-1 2 =3\ () _(7
2 -6 7 2= \8)
X3
azaz
A-x=bh,
X1
-1 2 =3 s _ o (7
ahol A = <2 6 7> (a LER maétrixa), x = | x2 | ésb = <8)
X3
3.6. Definici6é (LER kiegészitett méatrixa). Az
ajr-x1 +  ajz-x2 + o0+ AimcXm = )
an1 X1 + QAn2-X2 + -+ Onm - Xm = )

LER kiegészitett matrixa (vagy bévitett matrixa) az alabbi (n x (m + 1))-es valos matrix:

an a2 oo A1m
azi azo . A2m

)
an1 an2 N Anm

amely a LER egyiitthatoit és a konstansokat tartalmazza.

3.3. Cramer-szabaly

Vide6: | A Cramer-szabaly

3.7. Definicié (Szabalyos LER). Azt mondjuk, hogy egy linearis egyenletrendszer szabalyos, ha a benne sze-
repld egyenletek és ismeretlen szdma megegyezik, azaz matrixa négyzetes, tovibba matrixanak determinansa nem

0.
3.8. Tétel (Cramer-szabaly). Ha az

ajr-x1 + aiz-x2 + - 4+ Aim-Xm = by,

Qn1 X1 + an2-X%X2 + - + AnmXm = bp,

egyenletrendszer szabalyos, akkor pontosan egy megoldasa van, amely a kovetkezs:

air ... Qo1 broaggny .- Qin
azr ... Qi-1) b2 azign) ... G2n
ani ... Qn(i_1) b An(it1) ... @ .
Xy = n n(i—1) n n(i+1) nn (1 <i< Tl).
arn ... ArE-m a1(i+1) ... QAIn
azr ... A2(i-1) A2(i4+1) ... Q2n
Ani1 ... Qn(i—1) An(i+1) --- Qnn

3.9. Megjegyzés. Tehat a fenti tétel (Cramer-szabély) azt mondja ki, hogy pontosan egy megoldas létezik, azaz
az X1,...,Xn ismeretleneknek csak egyféleképpen lehet ugy értéket adni, hogy az egyenletrendszer egyenletei
teljesiiljenek.

S6t, a tétel meg is hatarozza, hogy mik ezek az értékek: x; értékét egy tort adja meg, amelynek nevezsje az
egyenletrendszer matrixdnak determinansa (amely nem 0, mert az egyenletrendszer szabalyos!), a szamlaloban
pedig az i-edik oszlopot kicseréljiik a konstansok oszlopaval.


https://youtu.be/AQy92REONQk
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3.10. Példa. Oldjuk meg a

2%,  — X3 + x4 = 1,
—x1 + 2x2 4+ 2x3 = 2
2x1 + X2 = -1

egyenletredszert a Cramer-szabély alkalmazasaval, ha lehetséges.

A Cramer-szabaly nem alkalmazhato, mert az egyenletrendszer métrixa nem négyzetes méatrix.

0 2 -1 1
-1 2 2 0
2 1 0 0
3.11. Példa. Oldjuk meg a
x1 4+ 2x2 + 2x3 = 1,
—X1 + 2x2 + 2x3 = 2,
2x7  + X2 + x3 = —1.

egyenletredszert a Cramer-szabaly alkalmazaséaval, ha lehetséges.
A Cramer-szabaly nem alkalmazhato, mert az egyenletrendszer matrixa ugyan négyzetes, de determinansa 0.

3.12. Példa. Oldjuk meg a

2X2 — X3 = 1,
—xX1 4+ 2x2 + 2x3 = 2,
2x1  + X2 = -1
egyenletredszert a Cramer-szabaly alkalmazaséaval, ha lehetséges.
0 2 -1
Az egyenletrendszer matrixa négyzetes, determinansa: |[—1 2 2 | =13 #£ 0. Az egyenletrendszer szabalyos,
2 1 0
igy alkalmazhaté a Cramer-szabaly. A linearis egyenletrendszer egyetlen megoldasa:
1 2 -1 0 1 -1 0o 2 1
2 2 2 -1 2 2 -1 2 2
=110 =10 2 -1 0] 7 21 =1
L F R E R 13 A R Y

3.13. Megjegyzés. (a) A Cramer-szabaly NEM alkalmazhato olyan esetben, ha az egyenletrendszer nem ugyan-
annyi egyenletet és ismeretlent tartalmaz.

(b) A Cramer-szabaly NEM alkalmazhato olyan esetben, ha az el6z6 feltétel teljesiil, azonban az egyiittha-
tomatrix determinénsa 0.

3.4. Altalanos LER-ek

Videé: | Matrixok lépcsts alakja és a LER-ek

3.14. Példa. Tekintsiik a kovetkezd lineéris egyenletrendszert:

X1+ X2 - X3 - xg = T,
X1 + 3x3 — 2x4 = 3,
X1 + 2x2 — b5x3 + x4 = 3.

Az egyenletrendszer egy konkrét megoldasa: (11,—6,0,4). Az egyenletrendszer (egy) altalanos megoldasa:
x1 =11—3x3, x2=—6+4x3, x4=4 (x3 € R).

Az x7, X2 és x4 ismeretlenek a kotott ismeretlenek. Az x3 ismeretlen pedig szabad ismeretlen. A fent
emlitett konkrét megoldéast pedig gy kapjuk meg, hogy a szabad ismeretlennek az x3 = 0 értéket valasztjuk.


https://youtu.be/AomMLOYxLPo
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3.15. Megjegyzés. Fontos latni a {6 kiilonbséget az egyenletrendszer és az altalanos megoldas kozott: a meg-
oldasban szerepld szabad ismeretlenek értéke szabadon valaszthato, és alkalmas valasztassal valamennyi konkrét
megoldas megkaphatd.

3.16. Tétel (LER altalanos megoldasa). Ha egy LER-nek van megoldésa, akkor az altalanos megoldasa mindig
megadhaté olyan alakban, hogy meghatarozzuk a kotott és szabad ismeretleneket.

A szabad ismeretlenek értékei egymastol fiiggetleniil és szabadon valaszthatok, ha nekik értéket adtunk, akkor
a kotott ismeretlenek értéke mar egyértelmiien meghatarozott.

3.17. Megjegyzés. A megoldas része az is, hogy kifejezziik a kotott ismeretleneket a szabad ismeretlenek segit-
ségével. Fontos, hogy a szabad, illetve kotott ismeretlenek nem egyértelmiek: az altalanos megoldast altalaban
tobbféleképpen is meg lehet adni.

3.18. Példa. Az

X1+ X2 — X3 — xqg = 1,
X1+ 3x3 — 2x4 = 3,
X1 + 2x — 5x3 + x4 = 3

linearis egyenletrendszernek az alabbiak mindegyike altalanos megoldésa:

(1) x1=11=3x3, x2=—6+4x3, x4=4, (x5 € R)

2) xi=8-30, x3=3+10, xi=4 (x> €R)
(3) XZZ%*% ) XSZ%*% ) X4:4a ( ER)-

3.5. A Gauss-eliminaci6

Videé: | LER: Gauss-eliminacio

3.19. Definicié (LER elemi atalakitasai). LER elemi atalakitasai a kovetkezok:
o két egyenlet felcserélése,
e egy egyenlethez masik egyenlet tetszéleges szamszorosanak hozzaadasa,
e egyenlet szorzéasa 0-t6l kiilonbo6z6 valds szammal.

3.20. Példa. A LER sorain végzett elemi atalakitasok segitségével oldjuk meg a

2x1  + X2 — X3 4+ 6x4 = 1
5% + 3x3 — 9% = 3
X1 + 2x2 — 5x3 + 2x4 = 3
linearis egyenletrendszert.
2xq + X2 - x3 + o6x4 = 1 X1 + 2x3 - 5x3 + 2x4 = 3
5%, ¥ 33 - 9% = 3 Pisic 5% b 3 - 9% = 3
X1 + 2x) — 5x3 + 2x4 = 3 2xq + X2 — X3 + 6X4 = 1

214 (—5)-11] X1 + 2x2 — 5x3 + 2x4

2xq + X2 - x3 + 6Xx4

X1 + 2x2 — 5x3 + 2x4

Bl =2 { — 10x; 4 28x5 — 194 = —12

X1 +  2x — 5x3
X2 —  35X3
— 3x2 + 9x3

+ 4+ +
=
x
S
I
2l

X1 +  2x; — 5x3
X2 — ?X3

+ 4+
NS
x
B
\

X1 + 2%y — 5x3

]]j“.


https://youtu.be/kS-17PhQuLA
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Az utolsoként kapott LER-b6l az adodik, hogy

ahol

a7

3 3 6 4y

_s. M ¥ __16 27

MEFTENTMT T T g
1

x1:3—2xz+5>c3—27c4:2—|—79><4,

x4 tetszéleges valos szam (az x4 ismeretlen szabad, x1, x2, x3 pedig kotott ismeretlen).

A kisérlet eredménye az, hogy

3.21

az elemi atalakitasok nem valtoztatjak meg az egyenletrendszer konkrét megoldasait,
az elemi atalakitasok segitségével megkaphat6 a lineéris egyenletrendszerek altalanos megoldéasa,
sokat irtunk feleslegesen.

. Definicio (Matrixok elemi atalakitasai). Matrixok elemi atalakitasai a kovetkezdk:
két sor felcserélése,

egy sorhoz masik sor tetszGleges szamszorosdnak hozzaadasa,

sor szorzéasa 0-t6l kiillonb6zd valos szammal.

3.22. Jelblés. Ha a B matrix elemi atalakitéasokkal keletkezik az A matrixbol, akkor az A ~ B jel6lést hasznaljuk.
3.23. Példa. A 3.20. Példabeli LER megoldésa a kiegészitett matrixan végzett elemi atalakitasokkal. A
2x1  + X2 — x3 + 6x4 = 1
5% + 3x3 — 9% = 3
X1 4+ 2xo — 5x3 + 2x4 = 3
LER kiegészitett matrixa és a sorain végzett atalakitdsok:
21 =1 6 |1
50 3 —-9|3
1 2 -5 213
1 2 -5 213 1 2 -5 2 3
Heb 50 3 -9/3 2 0 10 28 —19|-12
2 1 -1 6 1 2 1 —1 6 1
1 2 -5 2 3 1. 1 2 -5 2 3
Bl 0 —10 28 —19|-12 Crg) 0 1 —14/5 1910 | 6/5
0o -3 9 2 -5 0 -3 9 2 -5
1 2 -5 2 3 5. 1 2 -5 2 3
Bl 0 1 —14/5 19/10| 6/5 30 0 1 —14/5 19/10| 6/5
0 0 3/5 77/10|-7/5 00 1 77/6 | -7/3
1.0 0 —19/2] 2
= 0 1 0 227/6 | —16/3 |.
0 0 1 77/6 -7/3
Az utolsoként kapott matrixbol mér leolvashatd a LER egy altalanos megoldasa:
9 16 227 7 77
X1 :24—7)(4, X2 Z—?—7X4, X3 =—§—2X4 (X4 ER).

3.24. Definicié (Lépcsds alakt matrixok). Legyen A tetszoleges valos matrix. Ha az A métrix a zérusmatrix,
akkor 1épcsds alaku. Tegylik fel, hogy A nem a zérusmatrix. Ekkor A 1épcsds alakn, ha
e a matrix azon sorai, amelyek csak 0-kat tartalmaznak, azon sorok alatt helyezkednek el, amelyek tartal-

magznak 0-tél kiilonb6z6 elemet,

e ha a matrix ij-edik és i,-edik sora tartalmaz 0-tol kiilonboz6 elemet (i < i2), és ayi,j,, illetve aj,j, ezen

(Ld.

sorok elsd 0-t6l kiilonb6z6 elem, akkor
= iy, = Qiyj, = 1,

— j1 <j2, azaz minden sorban az els6 nem nulla elem ,hatrébb” van, mint a megel&z6 sor elsé nem nulla

eleme,
(a nem csak O-kat tartalmazo sorok kezdd 1-ese feletti elemek 0-ak).
2. dbra. A —sel jelolt elemek a vezéregyesek.)
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0 0O [1lm 0 m 0 mmmm o0 mm 0 ... 0 0 mm
0 0 (1l m 0 memm @ mm 0 © mm
0 0 [1] memm 0 mm 0 0 mm
0o ... 0 0o .. 0

0 0 [1] mm 0 ... 0 [[1]
0 N R T
0 0 0 0

2. dbra. Lépcs6s alakt matrix

3.25. Tétel. Elemi atalakitasokkal (Gauss-féle kikiiszobdléssel, azaz Gauss-eliminacioval) barmely méatrix 1épcsss
alakra hozhato.

3.26. Megjegyzés. A Gauss-eliminécié nagyon hasonlo a determinansok szamolasanal alkalmazhato6 ,kinulla-
zéshoz”. Azonban Gauss-eliminécié sordan CSAK a SOROKON végezhetsk atalakitasok, az OSZLOPOKON
NEM.

3.27. Megjegyzés. A LER-ek altalanos megoldasa az alabbi séma alapjan torténik:
e a LER bévitett matrixat lépesds alakra hozzuk (pl. Gauss-eliminécioval),
e a lépcsds alak ismeretében eldontjiik, hogy van-e megoldas (1d. 3.28. Tétel),
e ha van megoldas, akkor egy altalanos megoldas leolvashatd a 1épcsds alakbol.

3.28. Tétel (LER megoldhatosaga). LER-nek pontosan akkor nincs megoldasa, ha bévitett matrixa lépcsds
alakjanak utols6 nem csupa 0-at tartalmazoé sora ellentmondd, azaz a kévetkezd alaki:

o ... o[l

0 ... 0] 0

0 ... 00

3.29. Tétel (LER altalanos megoldasa). Ha a LER bévitett matrixanak lépcsds alakja nem tartalmaz ellentmon-
do sort, akkor van megoldasa az egyenletrendszernek. Ha a b&vitett matrix vezéregyesei rendre a j; < --- < j
oszlopokban vannak, akkor az x;,,...,x;, ismeretlenek lesznek kotottek, a tobbi ismeretlen pedig szabad. Ha a
bévitett matrix 1épesds alakja az alabbi alaka (ne felejtsiik el, hogy a vezéregyesek felett 0-ak allnak):

/ / / /
0 ... 0 T a1 0 ajj,4m ajm, | by
/ / /
0O ... 00 0 e P S M T EAS I oK I
0o ... 0 0
akkor
— / / . _...—/
Xj, =by —aj, 1%, 41 A1 mXm,
— / / . _...—l
Xj, = br T 01X QrmXm.-

3.30. Példa. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszert, ahol A valos paraméter.

2x7 - X2 + x3 + xqg = 1,
X7 + 2x2 — X3 + dxy = 2,
21 + 7x2 — 4dx3 4+ 1lxg = A
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Az egyenletrendszer bévitett matrixa és annak ,majdnem lépcsss alakja™

2 -1 1 1 1o I & 2
T2 -1 42 |~-~f0 1 =3 Z §
27 —4 1A 00 0 O0|A=5

Ha A # 5, akkor nincs megoldéasa az egyenletrendszernek, mivel van ellentmond6 sor. Az egyenletrendszer
bévitett matrixa és annak 1épcsés alakja:

2 -1 1 1 10 2 g
12 -1 4|2 |~-~[0]1 =2 £
27 —4 1A 00 0 0

Ha A =5, akkor van megoldas. Az egyenletrendszer bévitett matrixa és annak lépcsds alakja:

2 -1 1 11 10 1/5 6/5|4/5
1 2 -1 4|2 |~ ~|0]1 =3/5 7/5|3/5
5

2 7 -4 1 00 0 0] 0

Két kotott (x1,x2) és két szabad (x3,x4) ismeretlen van. Az altalanos megoldas:

41,6 33 T e €R)
X1—5 5X3 5X4) Xz—5 5X3 5X4 X3yX4 ’

valés szamnégyesek halmazaként pedig:

5T 5% T 5% T T X3 — X4y, X3, X4>)

5 5

4 1. 6 3 3 7
5

ahol x3 és x4 tetszbleges valds szamok.
Az egyenletrendszer egy konkrét megoldasat ugy kapjuk meg, hogy a szabad ismeretleneknek (konkrét) értéket
adunk. Legyen x3 = 9 és x4 = 25, ekkor x; = —31 és x; = —29, a konkrét megoldas ekkor: (—31,—29,9,25).

3.31. Tétel (a megoldasok szaméarol). Az

anxyt + ... 4+ aimxm = by

AniXnl + ... + QumXm = by

LER-nek
e nincs megoldasa, ha b&vitett matrixanak 1écsés alakjaban van ellentmondé sor,
e pontosan egy megoldasa van, ha bévitett matrixanak lécsés alakjaban nincs ellentmond6 sor és nincs szabad
ismeretlene,
e végtelen sok megoldasa van, ha bévitett matrixanak lécsés alakjaban nincs ellentmondé sor és van legalabb
egy szabad ismeretlene.

3.32. Példa.

X1 +x2+x3=1
3x1 +3x2 +x3 =1
X1 +x2 —x3 =2

1 1 1 1
3 3 1 1
1T 1 =112

Nincs megoldas.

X1 —x2+x3 =1
3x1 +3x2 +x3 =1
X1 +x2—x3=3

I 1 1
3 1 1
1 -113
1 0 2
0 0| —1
0 1| -2

Egy megoldas van.
Nincs szabad valtozo.
Mo.: X1 :2, X2 = 7], X3 = -2

—_— O = W

o

X1 +x2+x3 =1
3x1 +3x2 +x3 =1
X1 +x2 —x3 =—1

T 1 1

3 3 1

T 1 -1
1T 1 010
0 o011
0 0 01O

Végtelen sok mo. van.
Van szabad valtozo (x3).
X1 =-—%x2,x3 =1 (x2 €ER)
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3.6. Elemi Bazistranszformacio

Vide6: |LER: EBT

Foglaljuk tablazatba az

anxyr + ... 4+ amXm = bq
an1x1 + ... 4+ AamXm = bn
linearis egyenletrendszer egyiitthatoit:
0. X1 Xm b
er | an Qim | b1
€n | Ani Anm | bn

Az alabbi lépéseket hajtsuk végre az indulo (0.) tablazattal kezdve:

e a generald elem vilasztasa: az egyiitthatok koziil valasztunk egy olyan 0-t6l kiilonb6z6t, amelynek sorcim-
kéje az indexes” e (pl.: aij-t, ami annak felel meg, hogy az i-edik egyenletbdl fejezziik ki x;-t), a generald
elemet x-gal megjeloljiik (afj),

e az xj-hez tartozo oszlopot tordljiik és a kovetkezd atalakitasokat hajtjuk végre:

— e; helyébe x; kertil,
— az i-edik sor minden elemét osztjuk ai;-vel,
— az 0j tablazat tobbi elemét pedig a Téglalap-szaballyal szamitjuk ki (a konstansok b oszlopaban is).

3.33. Definici6é (A ,Téglalap-szabaly”). A téglalap-szabaly segitségével azon elemek szamithatok, amelyek nin-
csenek egy sorban, illetve oszlopban a generalo elemmel. Egy ilyen elem (a 3. d4bran a d elem) a general6 elemmel
(a*) egylitt egy téglalap két szemkozti csuesat adja (1d. 3. dbra). Ha ezen téglalap masik két csicsa b és ¢, akkor

az 1j tablazatban d helyére d — %C keriil, vagy mas forméban: %.
Xi e X
er b d
: X
es a* c

3. abra. A Téglalap-szabalyban szerepls elemek

Elemi bazistranszformécio: afj # 0 (a generalo elem), valamint a k-adik és a (k + 1)-edik tablazat.

Ko|... Xy oo X ...| b (k+1). | ... % ... Xj_1 X1 ...l b
/ / li
eu Qv Ayj €u N T au(].q] au(j+1)
. . * . . / ! ! /
€i Aiy aj; by Xj ai, AiG-1) AiG+1) bi
Transzformacios szabalyok:
/ * *
ai, = Giv/aj, = bi/aj;
’ AyjAiy Auy Clj:]- — Oy Qiy .
auv:au\)_ " = " y hau#l,
i ai;
*
aujbi buaij - aujbi .
=by — = , ha u # i.

* *
aj aj


https://youtu.be/fKtRs59iyhc

3.6. ELEMI BAZISTRANSZFORMACIO 3. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK >19«
3.34. Példa. Tekintsiik az alabbi egyenletrendszert:
X2 — X4 — X5 0,
2x1 — b5xy4 — 6x5 0,
3x3 — bxg — 6x5 0,
X1 — X2 — X3 2.
A LER-hez tartozo indulo EBT-tablazat az elsé generaloelemmel, majd sorban a tébbi tablazat:
0. | x1 X2 X3 X4 X5 b 1. | x1 X3 X4 X5 b 2. | X3 X4 Xs b
er | 0 1% 0o -1 -1 0 x2 | O 0o -1 -1 0 x| 0 =1 =1 0
er | 2 0 0O -5 —6] 0 er | 2 0 -5 —6]| 0 e; | 2 -3 4| 4
e3 | 0 0 3 -5 —-6| 0 e3 | O 3 -5 -6 0 e3| 3 -5 —-6]| 0
es | 1 =1 -1 0 0 | -2 es |1 -1 -1 —-1]-=2 x| =1 =1 =1]=2
3. X4 X5 b 4, X5 b
X2 —1 —] 0 X2 —1 12
x3 | =3/2 2| 2 x3 | —2 | 20
e3 | —1/2* 0 | —6 x4 | O |12
x1 | =5/2 =-3| 0 x7 | =3 ] 30

A 4. tablazatban elakad az algoritmus, mivel nem tudunk generédld elemet vélasztani. az xs ismeretlen értéke

tetszGlegesen megvélaszthato.

3.35. Tétel (LER EBT-vel valo megoldhatosaga). Linearis egyenletrendszernek pontosan akkor nincs megoldésa,

ha az elemi bazistranszforméacié soran van ellentmondé sor, ami a kdvetkezd alaki:

L.

b

€i

c;;é()

3.36. Megjegyzés. Fontos: az ellentmondoé sor elején ,indexes e’-nek kell szerepelnie!



4. Matrixegyenletek

4.1. AX=B

Video: ‘ A maétrixegyenletek megoldasarol

Probléma. Legyen A (m x n)-es és B (m x {)-es valés matrix. Talalhato-e olyan X valés matrix, amelyre
AX =B?

4.1. Megjegyzés. (a) Ha létezik a fenti tulajdonsagi X matrix, akkor X € R™*¢,
(b) Az

X711 b1y

Xn1 bnﬂ

métrixegyenlet ekvivalens az alabbi LER-rendszerrel, ami { darab LER-b&l 4ll, amelyek mindegyike m egyenletet
és m ismeretlent tartalmaz:

Al =0 A =

Xn1 bml

Az egyes LER-ek elemi bazistranszformacioval megoldhatok, iigyesen szervezve a teenddket, akar egyszerre is.

Az EBT-t az alabbi indul6 tablazatra fogjuk végrehajtani:

0. X1 Xn b] b/g
€1 a A1n bn b]z
€m Am1 . Amn bm1 . bmg

Szabalyok:
e az ,e’-ket szeretnénk lecserélni ,,x’-ekre, igy
e a general6 elem csak az aij-k koziil keriilhet ki.

1T -1 2 1 -1 10
(1 0 1 1> X= ( 12 1)
matrixegyenletet.

Ha X megoldasa a matrixegyenletnek, akkor X € R**3. Az EBT-hez sziikséges indulo tablazat az alabbi lesz:

4.2. Példa. Oldjuk meg az

0. X1 X2 X3 X4 b] bz b3
er |1 -1 2 1 |—-1 1 0
ex | 1 o 1 =171 2 1



https://youtu.be/N9CWBi8iMhA
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Az EBT soran az alabbi tablazatok szerepelnek:

0. X1 X2 X3 X4 b] bz b3 1. X2 X3 X4 b] b2 b3
e | 1* -1 2 1T -1 1 0 x| —1 2 1T -1 1 0
ey | 1 0 1T =11 2 1 e | 1 -1 =2\ 2 1 1
2. X3 X4 b] bz b3
X1 1T =111 2 1
x| —1 =22 1 1

A cserét teljesen végrehajtottuk, a matrixegyenlet megoldhato. Az utolséd tablazatbol a megoldasokat is leolvas-
hatjuk. Legyen X = (xij)ax3. Ekkor x1; és x5 (1 <j < 3) ,kot6tt ismeretlenek” lesznek, az x3; és x45 (1 <j < 3)

ismeretlenek pedig ,szabadok™

x11 =1 —x%x31 +x41, x21 = 2+ x31 + 2x41,

X712 =2 — %32 + X42, x22 = 1+ %32 + 2x42,

x13 =1 —x%33 + Xx43, x23 = 1 +x33 + 2x43.

A matrixegyenlet altalanos megoldésa:
T—T-x31 — (=1) - x4

2—x32+x%x42 1 —x%x33+%43

x|~ (=1)-x31 —(=2) %41 1T4+x32+2%x42 1 +x%x33+ 2x43
X31 X32 X33
X41 X42 X43

ahol x31,%32,X33,X41,X42,X43 tetsz6leges valos szamok.

4.3. Megjegyzés. Tegyiik fel, hogy az AX = B matrixegyenlet megoldhato (A € R™*" B € R™*4) az EBT-

eljaras indulé (0.) és befejezd (w.) tablazata legyen az alabbi:

Ww. Xj g Xy, b] bg
- 7 7 7 7
Xi; | Qi Gin | Dig bie
0 X1 Xn b, b, ) . . . .
er | an ain | big bie ,' A ; ;
: . Xi, isjsat isjn bisl bise
. . i, 0 . 0 0 0
€m Ami Amn bm] bme . .
ei 0 ... o0 | o0 0

o Az x; valtoz6 az X megolddsmétrix xi; valtozoit ,jelképezi”.

e A valtozok értékét ugy hatarozhatjuk meg, mint az egyenletrendszer megoldasa esetén. Tehat a példaban
az x3 és x4 ,szabad valtozok” lesznek, igy X minden oszlopanak harmadik és negyedik eleme szabadon

valaszthato.

e A konstansok meghatarozasakor a megfelelé oszlop kontansait a jobboldali konstansok megfelels oszlopa
hatérozza meg, példaul a mésodik oszlophoz csak a jobboldali konstansok masodik oszlopat kell figyelembe

venni.

A matrixegyenletnek pontosan akkor nincs megoldasa, ha az elemi bazistranszformécié soran van ellentmondo

sor, ami a kovetkezd alaku lehet:

Xj1

b,

b,

€i

0

Cq

Ce

ahol a c-k koziil legalabb egy nem nulla, VAGY

w.

b,

by

€i

C1

Ce
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ahol a ,,c”-k koziil legalabb egy nem nulla. Azaz a valtozok oszlopai mér ,elfogytak”, de maradt e; soraban nem
nulla elem.
Ha a maéatrixegyenlet megoldasa soran a kévetkezé tablazatot kapjuk:

b; b, bs
x| 1 2 2
X3

x| 1 -1 =1

akkor nincs szabad ismeretlen (és nincs ellentmondo6 sor), igy pontosan egy megoldas van.
A megoldas leolvasasakor ligyeljiink, hogy a sorokat megfelels sorrendbe irjuk a megoldasmatrixba, azaz ebben
az esetben:

X=1 -1 -1

4.4. Példa. Elgallhat-e a kovetkezs tablazat egy matrixegyenlet megoldéasa soran?

w. H b1 bz b3
x| 2 2 -1
X2

e3||l 0 0 O

Igen, ha az A maéatrix (3 x 2), a B pedig (3 x 3) méretii, akkor az AX = B maétrixegyenletnél az X matrix, ha
létezik, (2 x 3) tipust.
Héany megoldas van? Az ez cimkéjd sorban minden elem nulla, igy nincs ellentmond6 sor. Mivel nincs szabad

ismeretlen, pontosan egy megoldas van: X = (2 2 _])_

4.2. Az XA = B alakti matrixegyenletek

A megoldas alapjaul szolgalo Gtlet az alabbi:

T
XA=B & ATX"=BT.

Azaz,
1. el6szor oldjuk meg az ATY = BT matrixegyenletet (a kordbban targyalt médon),
2. ha Y megoldasa, akkor az eredeti egyenlet megoldasa X = YT lesz.

4.5. Példa. Oldjuk meg az

KRN ERT
X- =17 7 6 0
2 8 4 6 4
4 3 3 1
matrixegyenletet (X € R3*x4),
,Iranszponaljuk az egyenletet”

1 1 2 4 9 7 8

0 2 1 3| y — 7 7 4

1T 1 13 |6 6 6

1T -1 11 2 0 4
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0. |y1 ¥y2 ¥y3 ya|b1 by b3 1.1 y2 y3 ya | by by b3
e | 1* 1 2 4 9 7 8 yi 1 2 4 9 7 8
e; | O 2 1 3 7 7 4 e 2 1* 3 7 7 4
ez | 1 1 1 3 6 6 6 e3 o -1 —-1|-3 -1 =2
€4 1 —1 1 1 2 0 4 es | 2 -1 3| -7 -7 —4
2. | y2 ya | by by b3 3. | ya | b1 by bs

=3 2|5 —7 o0 w11 2 3

vl 2 317 7 4 v 113 1 2

e3 | 2* 2 4 6 2 Y2 1 2 3 1

€4 0 0 0 0 0 €4

Nem sikeriilt minden ,,e”-t ”y”-ra cserélni, de a megmaradt ,,e”-k soraAban minden elem 0, tehét nincs ellentmondo

sor. Ekkor a megoldas a korabbi médon olvashaté le az utolsd tablazatbol. A transzponalt méatrixegyenlet
megoldas a kovetkez6:

Yy =1—yar1, Y21 =2 —ya1, Y31 =3 —ya1,
Y12 =2 —Yaz, Y22 = 3 —Ya2, ys2 =1 —yaa,
Y13 =3 — Y3, Y23 = 1 —ya3, Y33 = 2 — Y43,

ahol y45 (j = 1,2,3) teszélegesen valaszthato, azaz

T—yar 2—-yaz 3—Ys3
2—ys1 3—ya2 1-—ya3

Y:
3—ysr 1—vya2 2—vya3
Ya1 Y42 Y43
Az
} g } _11 97 6 2
X- =7 7 6 0
2 11 8 4 6 4
4 3 3 1

maétrixegyenletet megoldasa pedig

. T—ysr 2—ya1 3—Ya1 Yym
X=Y"=|2-ya2 3—ya2 1—-vya2 vyaz |,
3—yaz 1—vYsz 2—y43 Ya3

ahol ysj (j = 1,2,3) teszéleges valos szamok.

4.6. Megjegyzés. Specialis tipusit matrixegyenletek az A matrix inverzének felhasznalasaval is megoldhatok,
1d. 5.16. Megjegyzés.



5. Matrixok inverze

Videé6: | Matrixok inverzének kiszamolasarol

5.1. Definici6é (matrix inverze). Legyen A négyzetes matrix, A € R™*™. Azt mondjuk, hogy a B € R™*™ matrix
inverze A-nak, ha AB =E, és BA =E,.

5.2. Megjegyzés. Nem minden négyzetes matrixnak van inverze. Ha az A matrixnak inverze a B matrix, akkor
1 =|E.| =|AB| = |A] - |B| kovetkeztében |A| # 0.

5.3. Definicié (nemelfajulé és invertalhaté matrixok). Ha az A matrix determinansa nem nulla, akkor a matrixot
nemelfajulonak nevezziik. Ha az A matrixnak létezik inverze, azt mondjuk, hogy az A métrix invertalhato.

5.4. Példa. (a) Az E; = <(])

(b) Az A = <(1) ;) matrix invertalhato, mivel A - A = E,.

?) matrix nemelfajul6, mivel [E;| =1 # 0.

5.5. Tétel. Az A négyzetes matrixnak pontosan akkor létezik inverze, ha determindnsa nem 0. Azaz az A
négyzetes matrix pontosan akkor invertalhato, ha nemelfajulé.

5.6. Megjegyzés. Ha egy matrixnak létezik inverze, akkor az egyértelmi. Az A matrix inverzét (ha az létezik)
AT jeloli.

5.1. Inverz szamolas adjungalt aldeterminansokkal

5.7. Tétel. Ha az A € R™*™ négyzetes matrixnak létezik inverze, akkor

T
1 A1l ... A
Al=—1| - : ,
‘A' . . .
Ant ... Ann
ahol Ayj az A métrix ay; eleméhez tartozé adjungalt aldeterminansa.
1 13 17
5.8. Példa. Legyen A = | 19 23 29 |. Ekkor |A| = —40 # 0 kovetkeztében A invertalhato:
31 37 4
LB o2 o299 T
37 4 31 4 31 37
_ — 3 12 7
JT T 00 /IR T N N 1 O 1 BN B Gt oA I SN
a0 | T o T oa] TRros| T\ ) e )\ ® T
B o 4 10 20
+13 170 117 +11 13
23 29 19 29 19 23



https://youtu.be/vNotqOoI4wQ
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5.9. Megjegyzés. Ha az A matrix (2 x 2)-es az aldeterminénsok (1 x 1)-esek, igy ha |A| # 0, akkor a méatrix
inverze konnyen megkaphat6. Erre a speciélis esetre felirjuk a 5.7. Tételben szerepls formulat:

A _f(a by _1(d —\'_1/d -b
~\c d JAJ\-b a ) JA]\—c a /)

5.2. Inverz szamitasa EBT-vel

5.10. Megjegyzés. Hogyan szdmolhatjuk egy matrix inverzét, amennyiben az létezik?

Ha az A (n x n)-es matrix invertalhato, akkor A~" az AX = E,, matrixegyenlet (egyetlen) megoldasa. Azaz
a matrixegyenletre tanult modszer segitségével kiszamithaté a matrix inverze. Az A (n x n)-es matrix pontosan
akkor nem invertalhatd, ha ellentmondé sort kapunk az AX = E,, matrixegyenlet megoldésa soran.

Az AX = E,, egy specialis matrixegyenlet, igy a korabbi elemi bazistranszformacios 1lépések kis modositasaval
egyszeriibben is meg lehet oldani.

1. A matrix elemeit tablazatba foglaljuk, a sorokat az ey, ez, ..., az oszlopokat pedig a vi,vy,... szimbolu-
mokkal cimkézziik.
2. Generaloelemet valasztunk (aij # 0), majd elemi bazistranszformaciot hajtunk végre:
e most nem hagyunk el oszlopot (Id. Uj szabalyok!),
e az aij elem sor- és oszlopcimkéi felcserélédnek,
e mindig ,,e”-t cseréliink ,,v’-re.
3. Addig ismételjiik a 2. lépést, amig alkalmas generald elemet tudunk valasztani.
4. Ha az ,e"-k és a ,v’-k helyet cseréltek, akkor a matrixnak van inverze, a sorokat és az oszlopokat a cimkék
eredeti sorrendjének megfeleléen atrendezve az inverz is lathato.

5. Ha még azelStt elakadunk, hogy az ,,e”-k és a ,,v’-k helyet cseréltek volna, akkor a matrixnak nincs inverze.

Uj szabalyok!
A general6 elem oszlopat nem hagyjuk el, az 0j tablazatba a kovetkezd elemek keriilnek ebbe az oszlopba:

e a generald elem helyébe annak reciproka keriil: a{j =1/ay,

e a generalo elem oszlopanak tobbi elemét osztjuk a generalo elem (—1)-szeresével: a{,j =ayn/(—ay) (i #
i).
1 2 0 1
5.11. Példa. Tekintsiik az A = 2 12 - matrixot.
o 21 2
-1 0 2 1
0 Vi V2 V3 Vu 1. €1 V2 V3 W 2. €1 %) €3 V4
€1 1* 2 0 1 A% 1 2 0 1 A% 1 2 0 1
e2| 2 1 2 -1 e2|—2 -3 2 -3 e2 |2 -7 =2 -7
es| 0 2 1 2 es| 0 2 1 2 v3| 0 2 1 2
es | —1 0 2 1 eq | 1 2 2 2 esq | 1 =2 -2 -2¢
3. €1 V2 €3 €4
Vi 3/2 1T -1 1/2
e | =112 0 5 -7/2
V3 1 0 -1 1
vg | —=1/2 1 1 -1/2

Elakadtunk, igy az A matrixnak nincs inverze.
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21 00
. L 1 2 1 0 . . ., .
5.12. Példa. Tekintsiik az A = 01 2 1 matrixot. Invertalhaté-e az A maéatrix?
o0 1 2
0 Vi V2 V3 V4 1. V1 €1 V3 V4 2. V1 (4] €2 Va
er| 2 1 0 O vy | 2 1 0 0 vy | 2 1 0 0
e2| 1T 2 1 0 e2 | -3 =2 1 0 vy | =3 -2 1 0
e3| 0 1 2 1 e3 | —2 —1 2 1 e3 | 4 3 =2 1
es2| 0 0 1 2 es | O 0 1 2 es | 3 2 -1 2
3. V1 €1 () €3 4, (] €1 (] €3
) 2 1 0 0 v, | 2/5 -=-3/5 6/5 —4/5
vy | =3 -2 1 0 v3|—-3/5 2/5 —-4/5 6/5
V4 4 3 =2 1 vq | 4/5 —-1/5 2/5 —=3/5
eq | -5 4 3 =2 vi|-—=1/5 4/5 =-3/5 2/5

Minden ,,e”-t ki tudtunk cserélni ,,v’-re, ezért A-nak van inverze, a cimkék sorrendjét visszaallitva azt kapjuk,
hogy

4 3 2 1
a3 2 1 4 3 2 1
P36 a2 1 (3 ¢ 4 o
Al = 5 5, e 51==-
5 —5 5 —s5|] 5|2 4 6 -3
1 2 3 4
Sl 34 12 3 4

5.3. Inverz szamitasa Gauss-eliminacioval

A 5.10. Megjegyzésben leirtuk, hogy egy A (n X n)-es matrix inverzének meghatarozasa az AX = E,, méatrix-
egyenlet megoldasaval megkaphatd. Tovabba a 4.1. Megjegyzésben szerepelt kordbban, hogy a méatrixegyenletek
megoldasa visszavezethet6 LER-rendszerek megoldasara. Tehat ebben az esetben is alkalmazhaté a LER-ek
megoldéasara a Gauss-eliminacio, igy az inverz is meghatarozhaté ezzel a modszerrel, ha létezik.

5.13. Tétel. Legyen A € R™*™ négyzetes matrix és

arg ain |1 0
azq Aon 0 1
(A|En) = :
ani ann | 0 O

Gauss-eliminacio elemi atalakitédsainak segitségével az A n X n-es méatrix helyén az E,, egységmatrixot probaljuk
kialakitani.

e Ha (A[E.) ~ (En|B), akkor A invertalhato és B = A",

e Ha (A|E.) # (En|¥), azaz nem tudjuk kialakitani az egységmatrixot, akkor A nem invertalhato.

1 2 3

5.14. Példa. Tekintsik az A =2 3 1 maétrixot, hatarozzuk meg az inverzét, ha létezik.
3 1 -15

1 2 3 1 0 0 lomi AtalakitAsok 1 0 0| 46 33 7

AEs)=( 2 3 1 |0 1 o |71 0 1 0|-33 24 -5

31 =15]0 0 1 0 0 1 7 -5 1

Tehat invertdlhat6é a matrix, az inverz leolvashato:
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1 2 3

5.15. Példa. Tekintsik az A =2 3 1 maétrixot, hatarozzuk meg az inverzét, ha létezik.
3 1 16

1 2 3 1 0 0 lomi &talakitasok 12 3|11 0 0

AEs)=( 2 3 1 o 1 o ™I 0 1 52 <1 0

31 =160 0 1 0 0 0|7 =5 1

Az utols6 sor vonal el6tti része csak O-t tartalmaz, igy nem alakithaté ki az egységmatrix, tehat A-nak nincs
inverze. Megjegyezziik, hogy az A méatrix determinansénak értéke pontosan akkor 0, ha az elemi atalakitasok utan
kapott méatrix értéke 0, mivel a vonal el6tti matrix O sort tartalmaz, igy a determinansa 0, tehat A determinansa
is 0.

5.16. Megjegyzés. Legyen A (n X n)-es invertalhaté matrix, és B (n x k)-as matrix. Tekintsiik az AX = B
maétrixegyenletet. Az egyenlet megoldhato, és a megoldas a kovetkezGképpen is megkaphato: a matrixegyenlet
mindkét oldalat megszorozzuk balrol A~ '-gyel, mivel A~TA = E és EX = X, igy a matrixegyenletnek pontosan
egy megoldasa van: X = A~ 'B.

Ha A (n x m)-es invertalhaté matrix, és B (k x n)-es matrix, akkor az el6z6hoz hasonloan az XA = B
métrixegyenlet is megoldhato, egyetlen megoldasa a kovetkezs alakt: X = BA™!.

Természetesen, ha A nem invertalhato, akkor ez a modszer nem alkalmazhato.

5.4. Az inverzre vonatkoz6 azonossagok

5.17. Tétel (az invertalas azonossagai). Legyen A és B tetszleges (n x n)-es invertdlhato matrix, ekkor

(a) (A" 1 =A,

(b) (AB)"' =B TA .
5.18. Definici6 (négyzetes matrix negativ kitevss hatvanya). Ha A invertalhat6é méatrix, akkor az inverz létezését
felhasznalva definialhatok A negativ kitevGs hatvanyai:

A=A N =aT AT AT (keN).
k db

5.19. Definicié (matrix nulladik hatvanya). Tetszoleges A (n x n)-es invertalhato matrix esetén A® = E,,.

5.20. Tétel (a hatvanyozés azonossagai). Legyen A tetszSleges invertalhatéo méatrix, és m,k € Z, ekkor
(a) AR = AmAK,
(b) (A™)* = Amk,



6. A Leontief-féle Input/Output modell

Videé: | A Leontief-modellrsl (elmélet)

6.1. Példa. Tegyiik fel, hogy egy gazdasag 3 {6 Agazatbol all: mezGgazdasag, ipar és szallitas. Az egyes dgazatok
1 egységnyi termék elGallitdsahoz mindharom agazat termékeit felhasznaljak:

Egységnyi termékre esd felhasznélas
Mez6gazdasadg Ipar Szallitas

Mez6gazdasag 0.30
Ipar 0.10
Szallitas 0.20

a tablazat oszlopai megmutatjék, hogy 1 egységnyi termék elGallitasdhoz mennyi termékre van sziikség az egyes
agazatoktol. A fenti gazdasag raforditasi matrixa:

M T Sz
M 0.3
I 0.1 ,
Sz 0.2

amelynek oszlopai megmutatjak, hogy 1 egységnyi termék elGallitasahoz mennyi termékre van sziikség az egyes
agazatoktol.

6.2. Definicio6 (raforditasi matrix). Egy gazdasag egyes adgazatai kozotti kapcsolatokat leird matrixot a gazdasag
raforditasi matrixnak hivjuk. A réaforditdsi matrix oszlopai mutatjak, hogy 1 egységnyi termék elGallitasahoz
mennyi termékre van sziikség az egyes agazatoktol.

6.3. Megjegyzés (Row, or column, that is the question.). Amennyiben a sorok mutatjék, hogy az egyes dgaza-
toknak mennyi nyersanyagra van sziiksége, akkor mindent transzponalni kell. Mindig tisztaban kell lenni azzal,
hogy sorokban vagy oszlopokban gondolkodunk!

6.4. Példa.
M I Sz

M (03 03 0.2
I 0.2 0.1 0.2
Sz \0.0 0.2 0.2

Ha 1 egységnyi M, 3 egységnyi I és 2 egységnyi Sz terméket szeretnénk legyartani, akkor mennyi termékre van
sziikség? Példaul az M termékbdl 1-0.34+3-0.3+2-0.2 = 1.7 egységnyi sziikséges, azonban ezen termékeket is
eld kell allitani, és ahhoz szintén valamennyi terméket fel kell hasznalni, stb.

6.1. Nettd és bruttd kibocsatas

6.5. Definicié (netto kibocsatas). A nettd kibocsatas az a termékmennyiség, amelyet az adott gazdasagnak
elg kell allitania (felfoghaté megrendelésként).


https://youtu.be/1ORrj3ajcgY
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6.6. Definicio ((nett6 kibocsatdshoz tartozo) brutté kibocsatds). Az a termékmennyiség a brutté kibocsatas,
amelyet a gazdasagnak OSSZESEN el kell allitania ahhoz, hogy a nett6 kibocséatast el6 tudja allitani.

Probléma: Hogyan lehet meghatarozni a bruttd kibocsatast?

6.7. Definicio (A Leontief-féle Input/Output modell). Legyen G olyan gazdasag, amely n darab agazatot foglal
magaban és raforditasai matrixa C € R™*™. Ekkor

X = Cx + d ,
~~ ~—~— ~—
brutté kibocsatas kozbiilss kibocsatas
X1 d]
aholx=| ! | ésd =
Xn dn

6.8. Megjegyzés (a Leontief-féle Input/Output modellhez). Mivel x = E,,x, ezért
x=Cx+d=Ex=Cx+d<= Ex—Cx=d<= (E, —C)x=d <= x=(E, — C)'d,
ha E,, — C invertalhato.

6.9. Definicio (Leontief-inverz). Legyen C € R™*™ tetsz6leges matrix. Az E,, — C méatrix inverzét, amennyiben
létezik, a C matrix Leontief-inverzének nevezziik.

6.10. Megjegyzés. Megvizsgaljuk milyen magyarazat adhaté a 6.8. Megjegyzésben megadott formulara.

Elérendd kibocsatas — Sziikséges termékm.

1. kor d Cd
2. kor Cd C(Cd) = C4d
3. kor C2d C(C?*d)=C3d
Ekkor az x brutté kibocsatas:
x=d+Cd+C?d+---=(E+C+C*>+...)d.

Mivel a mértani sorozat 6sszegképletét felhasznalva (E—C)(E4+C+C24---+C™M) =E—C™+! ezért (E—C)~ ' ~
E+ C+---+C™, ha a C matrixnak létezik a Leontief inverze, és C™ — 0 (m — o0).

nxn

6.11. Tétel. Legyen G olyan gazdasig, melynek n agazata van (n € N), valamint legyen C € (RY) a
raforditasi matrixa e gazdasagnak. Ekkor az x = Cx + d egyenletnek akkor és csak akkor van tetszéleges d > 0
esetén x > 0 megoldasa, ha (E — C)~! létezik, minden eleme nemnegativ, és C™ — 0, ha m — oo.

6.12. Definicié (miikddsképesség). Ha G olyan gazdasag, ahol az x = Cx + d egyenletnek tetszdleges d > 0
esetén van x > 0 megoldasa, azaz G tetszdleges megrendelést ki tud elégiteni (elvileg), akkor miik6déképesnek
nevezzik.

6.13. Megjegyzés. Feladatmegoldasnal a miikodSképesség vizsgalatanal csak azt ellendriziik, hogy teljesiil-e,
hogy az (E — C)~!" Leontief-inverz minden eleme nemnegativ.

6.14. Tétel. Legyen C egy gazdasag raforditdsi matrixa, d a nett6 kibocsatas vektora. Ha C és d minden
komponense nemnegativ, valamint a gazdasidg miikodSképes, akkor az x bruttd kibocsatés:

x=(E—C)7'4d,

ezen (oszlop)vektor minden komponense nemnegativ, és x az egyetlen megoldasa az x = Cx + d egyenletnek.

0.3 03 0.2
6.15. Példa. Tekintsiik a 6.1. Példaban latott gazdasagot, amelynek raforditasi matrixa: C= [ 0.2 0.1 0.2],
0.0 0.2 0.2

1.62 0.67 0.57
és (E3—C) ' = [0.38 1.33 0.43 |, tehat a gazdasag mikodsképes. Ha 1 egységnyi M, 3 egységnyi I és 2
0.10 0.33 1.36
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egységnyi Sz terméket szeretnénk legyartani, akkor a nettd kibocsatas a dT = (1,3,2) vektorral adhaté meg.
Hatarozzuk meg a brutto kibocsatast:

1.62 0.67 0.57\ /1 1.62+2.01+1.14 4.77
x=(E3—C)'d= {038 133 043| (3] =(038+3.99+0.86| = [5.23
0.10 033 136/ \2 0.10 + 0.99 +2.72 3.81

6.16. Megjegyzés. (a) Ha egy gazdasag raforditasi matrixanak Leontief-inverze tartalmaz negativ elemet, ak-
kor a gazdasdg nem miikédSképes: adott termékmennyiség elGallitasdhoz Gsszességében végtelen sok terméket
fogyasztana el.

(b) Ha egy gazdasag raforditasi méatrixa

1.1 0.7 03
1.1 01 127,
1.2 1.2 0.1

akkor a gazdasig nem produktiv (nem is miikdGképes), hiszen ...

04 04 0.1
6.17. Példa. Legyen egy gazdasag raforditasi matrixa C = [ 0.1 0.3 0.6 |. Hatarozzuk megad = (1 1 1)T
0.2 0.2 0.6
netto6 kibocsatashoz tartozo Gsszkibocsatast. :
0.6 —04 -—0.1 10. 11.25 19.375
A C matrix Leontief-inverze: (E3—C)~'=|—-0.1 0.7 —0.6 = |10. 13.75 23.125|. Igy a brutto
—-0.2 —0.2 04 10. 125 2375
10. 11.25 19.375 1 40.625
kibocsatas vektora: (E3 —C)~'d= [ 10. 13.75 23.125 1] =146.875
10. 125 2375 1 46.25
05 04 03
6.18. Példa. MikodSképes-e az a gazdasag, amelynek raforditasi matrixa: C=10.3 0.3 0.4 |7 A C méatrix
0.2 04 0.18

—295.71 =320 —264.29
Leontief-inverze: (Ez —C)~! = | —232.86 —250 —207.14|. A gazdasag nem miikodSképes.
—185.71 =200 —164.29

6.19. Példa. Valtoztassuk meg egy kicsit a raforditasi matrixot az el6z6 példahoz képest és vizsgaljuk, hogy
mennyire valtozik a végeredmény (ez az tgynevezett érzékenység-vizsgalat). Esetiinkben a helyzet menthetd.
Legyen
0.5 04 0.3
C'=1(03 03 0.4
0.2 04 0.17391

597519. 643480. 528571.

Ekkor (E3 — C/)~" = [468324. 504350. 414286. |. A gazdasag igy miikodSképes, de nem til hatékonyan
371429. 400000. 328571.

miikodik, hiszen 1-1 megrendelt termék elgallitdsahoz gondoljuk meg, hogy mennyi koztes termék kell...

6.2. Koltség és profit

6.20. Megjegyzés. Néhany kérdés a raforditasi matrixszal kapcsolatban:

o Mikodsképes-e a gazdasag?

e Adott termékmennyiség elGallitasa soran mennyi terméket kell legyartani?

e Ha az arak ismertek, hogy lehet meghatérozni az egyes agazatok profitjat?

e Milyen arak mellett lehet az Gsszprofitot maximalizalni?

e Milyen egyensulyi helyzetei vannak a gazdasdgnak?
04 03 0.2

6.21. Példa. Legyen a G gazdasag raforditasi matrixa: C= | 0.3 0.1 0.4 |, éslegyen az dgazatok termékeinek

0.2 04 0.2

arvektora v = (1 2 3) (azaz, az els6 termék 1, a masodik 2, a harmadik pedig 3 egységbe keriil). Hatérozzuk



6.2. KOLTSEG ES PROFIT 6. A LEONTIEF-FELE INPUT/OUTPUT MODELL >3«

meg az egyes adgazatok egységnyi termékének elGallitasakor keletkezd koltséget. Vildgos, hogy az elsG, masodik,
illetve harmadik dgazat egységnyi termékének eléllitasakor rendre

1-04+2-03+3-02=1.6,
1.03+2-014+3-04=1.7,
1:024+2-0443-02=1.6

egységnyi kiadas keletkezik.

6.22. Tétel. Ha C egy gazdasag raforditasi matrixa és v az arvektor, akkor az egyes dgazatok koltségeit a vC
vektor tartalmazza. A profit(vektor) pedig v—vC = v(E — C).

6.23. Példa (a 6.21. Péda folytatasa). Az el6bbi példaban a profitvektor:

0.6 —03 —0.2
VEs—C)=(1 2 3)[-03 09 —04]|=(-06 03 14),
02 —04 08

ami azt mutatja, hogy a mésodik és harmadik dgazat nyereséges, az els6 dgazat pedig veszteséges.

6.24. Definicié (produktiv gazdasag). A G gazdasidg produktiv, ha minden dgazatban keletkezik hozzaadott
érték, minden agazat realizal profitot.

6.25. Tétel (produktivitas). Legyen G olyan gazdasag, melynek n agazata van (n € N), valamint legyen C €
(Roﬂ‘”“ a raforditasi matrixa e gazdasadgnak. Ekkor ha a G gazdasiag miikodSképes, akkor meg lehet ugy
hatarozni a v arvektort, hogy v(E,, — C) minden komponense pozitiv, azaz minden agazat nyereséges, tehat a
gazdasag produktiv.

6.26. Példa. Ha a 6.21. Példankban az arvektor v/ = (2 2 2.9), akkor mar minden 4gazat nyereséges lesz:
0.6 —0.3 —0.2
v/(E3—C) = (2 2 2.9) —-03 09 —-04]= (0.02 0.04 1.12). Mig a v arvektorral a gazdasag nem volt
—-0.2 —04 0.8
31 18 1.7
produktiv, a v/ arvektorral produktiv lett. A C méatrix Leontief-inverze: (E3—C)™ ' =18 24 1.7
1.7 1.7 25



7. Vektorterek

Videé: | Vektorterek (bevezetés)

7.1. Valos szam-n-esek

7.1. Definicié (Valos szam-n-esek halmaza). Legyen n természetes szam. Az R™ halmaz elemeit valés szam-
n-eseknek nevezziik: a = (aj,...,an), ahol as,...,a, valos szamok. Tetszéleges 1 indexre (1 <1< n) a; az a
valés szam-n-es i-edik komponense.

7.2. Példa. (a) R? a valés szamparok halmaza, pl.: (1,2), (3,v2) € R?,
(b) R3 a valés szamharmasok halmaza, pl.: (7, v/3,sin 7%) € R3.

7.3. Definicié (valos szam-n-esek egyenlGsége). Az (aq,...,an) és (by,...,bn) valos szam-n-esek pontosan
akkor egyenldk, ha a megfelel§ komponenseik egyenlék, azaz (ai,...,an) = (b1,...,bn) Sty ar = by (k =
1,2,...,m).

7.4. Példa. (a) (—1,2) # (—1,2,3), mert kiilonb6z6 a komponensek szama,
(b) (—1,2,3.14) # (—1,2,7), mert a komponensek szama ugyan egyenls, de a két valos szam-3-as harmadik

komponensei kiilonbozéek,
(c) veégiil, (6,28,496,8128) = (2(2% —1),22(23 —1),2%(25> —1),2%(27 —1)).

7.5. Definicio (vektorok tsszeadasa és skalarral valod szorzas). Az R™ halmaz elemein definialjuk az Gsszeadast,
és a skalarokkal (= valos szamokkal) torténd szorzast a kovetkezs modon. Ha (aq,...,an), (b1,...,bn) € R™ és
o € R, akkor

(ary...,an) + (b1y...,bn) ot (a1 +bi1,...,an +by)

def.
a-(ary...,an) = (xay,...,xan).

7.6. Példa. (a) (1,v/2—1,3,0.4) + (2,1,0,-1.2) = (3,+/2,3,—0.8),
(b) 0- (1)*1»\&)7{) = (030)0)0)

7.7. Definicio (Valos vektortér). Az igy kapott (R™; +, o~ (« € R)) strukttrat nevezziik a (valds) szam-n-esek
vektorterének.

7.8. Jeldlés. Vektorterek: V, U, ..., elemeik a vektorok (u, v, w, ...). Skalarok: R elemei («, f, vy, ...).

7.9. Definici6 (zérusvektor). Az R™ vektortér csupa 0-bol allo vektorat zérusvektornak nevezziik, és 0-val jel6l-
jik, 0 = (0,...,0).

7.2. Valos vektorterek

7.10. Tétel (a valos szam-n-esek vektorterének elemi tulajdonsagai). Legyen V = R™. Ekkor tetszsleges u,v,w €
V vektorra és «, 3 € R skalarra érvényesek a kovetkezok:
1. u+v=v+u (a vektorok dsszeaddsa kommutativ),
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2. (u+v)+w=u+ (v+w) (a vektorok Gsszeadasa asszociativ),
3. 0+u=u+0=mu,

4. (=) -u+u=u+(=1)-u=0,

5 oa-(Bru)=(aB)-u,
6. o (
7
8

KRR

U+v)=o-u+o-v,
a+B)u=a-u+p-u,
‘u=1u.

—_—

7.11. Tétel. Tetszsleges v € V vektorra és o € R skalarra oc-v = 0 pontosan akkor teljesiil, ha o« = 0 vagy v = 0.

7.12. Definici6 ((valos) vektorterek elemi tulajdonsagai). A (V; +,a- (« € R)) struktara (valds) vektortér,
ha tetszéleges u,v,w € V vektorra és «, 3 € R skalarra érvényesek a kovetkezok:
1. u4+v =v+u (a vektorok Gsszeadasa kommutativ),
(u+v)+w=u+ (v+w) (a vektorok Gsszeadasa asszociativ),
. 0+u=u+0=mu,
(=) u+u=u+(-1)-u=0,
o (Beu) = () -,
o-(u+v)=a-u+a-v,
(x+pB) - u=o-u+p-u,
lu=u

0 NS O Lo

7.13. Tétel. Legyen V valos vektortér. Tetszéleges v € V vektorra és o« € R skalarra oo - v = 0 pontosan akkor
teljesiil, ha o« = 0 vagy v = 0.

7.3. Alterek

7.14. Definicié (altér). A V vektortér U nemiires részhalmaza altere V-nek, ha zart az dsszeadasra és a valos
szammal torténd szorzasra nézve, azaz barmely két U-beli vektor 6sszege U-ban van (ha u,v € U, akkor u+v € U)
és tetszoleges valos szammal szorozva barmely U-beli vektort ismét U-beli vektort kapunk (ha u € U és o € R,
akkor o -u e U). Jel.: UL V.

7.15. Megjegyzés. Ha 0 ¢ U, akkor U nem altér.

7.16. Megjegyzés. Az alterek maguk is (valos) vektorterek, igy barmi, amit vektorterekrél mondunk, vonatkozni
fog azok altereire is.

7.17. Példa. (a) Tetsz6leges V vektortérben {0} és V alterek (trivialis alterek).

(b) A V = R? vektortérben az U = {(x1,xz) €R? [ x1,%x2 > O} részhalmaz nem altér, mert (2,3) € U,
—1eR,de (—1)-(2,3) =(—2,-3) ¢ U (azaz U nem zart a skalarokkal vald szorzésra).

e Az R? vektortér azonosithato a sikkal, ekkor U éppen az 1. siknegyed.

(c) A V = R? vektortérben az U = {(x1,xz) ER? | x1x2 = O} részhalmaz nem altér, mert (2,4), (—3,—2) € U,
de (2,4) + (—3,-2) = (—1,2) ¢ U (azaz U nem zart a vektorok &sszeadasara vonatkozoan).

7.18. Megjegyzés (egy kis geometria: a sik). A 2-dimenzios sikon, azaz R?-ben az alterek a kdvetkezok:
e a teljes stk maga,
e az origon (O = (0,0)-a4n) atmend egyenesek,
e az origdt tartalmazo egyelemd halmaz.

7.19. Tétel (alterek (komplexus) Gsszege és metszete). Ha Uy és U, alterei a V vektortérnek, akkor az

Uy + Uz = {ug +uz [ug € Ug,up € Uy},
UNU =fueV]jiuel; ésuecly}
részhalmazok alterei V-nek.

7.20. Definicié ((komplexus) Osszeg). Az Uy + U, alteret az Uy és U, alterek (komplexus) Osszegének
nevezziik.
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7.4. Linearis kombinacio

Videé6: | A linearis kombinacio

7.21. Definicié (linearis kombinacio). A V vektortér vq,...,v, vektorainak az «q,...,0, € R skalarokkal
képzett linearis kombinacidja az &1 - vi + x2 - v + -+ + & - v € V vektor.

7.22. Példa. A vi = (1,1,—1),v, = (0,1,1),v3 = (0,1,1) vektorok o; = 2, y = —3 és a3z = 5 skalarokkal
képzett linedris kombinacioja:

1 vitog-vataz-vy=2-(1,1,-1)+(=3)-(0,1,1) +5-(0,1,1) = (2,4,0),
vagyis a (2,4,0) vektor elsall az (1,1,—1),(0,1,1),(0,1,1) vektorok linearis kombinéaciojaként.

7.23. Megjegyzés. Ha U altere a V vektortérnek, akkor tetszéleges vi,...,vn € U vektorok tetszéleges linearis
kombinaci6ja is U-beli vektor.

7.24. Megjegyzés (a vektorterek ,mérése”). 1. Megkizelités. A sikon (az R? valos vektortérben) 2 vektor
sziikséges és elegendd is ahhoz, hogy ezek linearis kombinaciojaként az dsszes tobbi vektort elgallitsuk (1d. 4. abra).
A térben azonban 3 vektor kell ehhez (1d. 5. 4bra).

ai+bj=(ao)
by

J=0.1) J=0.1)

1=(1,0 1=(1,0) al i=(1,0) ai

4. abra. Vektorok R2-ben (a)

/=(1,0,0)

5. abra. Vektorok R3-ban

2. Megkézelités. A sikon barhogy adunk meg 3 vektort, azok kézott lesz olyan, amely a mésik kettd altal
Jkifeszitett” siknak (vagy egyenesnek) az eleme (ld. 6. abra), mig térben ez nem teljesiil. Ezen gondolatmenet
precizzé tétele vezet a linedris fiiggetlenség fogalméhoz.

N

\
[

6. dbra. Vektorok R2-ben (b)

7.25. Definicié (generalt altér). Legyen V valos vektortér. A vq,...,v, € V vektorok altal generalt altér a
legsziikebb olyan altér, amely tartalmazza a vi,...,v, vektorokat. Jel.: [vi,...,vn].


https://youtu.be/Cr6X9THKuqM
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7.26. Tétel. Legyen V vektortér, vi,...,vy € V. Ekkor a vq,...,v, vektorok altal generat altér elemei éppen
a Vi,...,vn vektorok Osszes linedris kombinécidit tartalmaz6 halmaz, azaz

WViyeeoyvnl ={a1 -vi+ -+ a&n - vn | X1y... 00 € R}

7.27. Definicié (generatorrendszer). A vy,...,vy € V vektorrendszer generatorrendszer a V vektortérben,
ha V =[vy,...,vnl.

7.28. Példa. Legyen V =R* és u = (1,—1,0,0), v=(2,3,0,0). Ekkor

[‘LL,V] :{“'u+ﬁ'vlaaﬁ ER}:{(O(,—OC,0,0)+(2[5,3[3,0,0) | OC)B €R}
:{(O(+2[53_0‘+3B»O)0) | CX,B GR}:{(O‘»E%O»O) | O‘)B GR}'

Az u,v vektorrendszer nem generatorrendszer.

7.29. Példa. Dontsiik el, hogy a v = (2,0,3) vektor eleme-e a V = R3 vektortéer U = [(1,—1,1),(1,1,2)]
alterének.

Az el6z6 tétel szerint (2,0,3) € [(1,—1,1),(1,1,2)] pontosan akkor teljesiil, ha a (2,0,3) vektor el6all az
(1,=1,1),(1,1,2) vektorok linearis kombinéaciojaként, vagyis, ha vannak olyan « és  skalarok, hogy (2,0,3) =
o (1,=1,1) + B - (1,1,2), azaz (2,0,3) = (a+ B,—a+ B,oc +2B). A (2,0,3) = (ax + B, —o + B, + 2f3)
vektoregyenl6ség pedig azt jelenti, hogy

o0+ B = 2
-« + p = 0
x + 2 = 3
EBT-vel oldjuk meg a LER-t:
0.| « B|b 1L|B|b 2 |b
el | 1 1|2 o | 1 ]2 o |1
€2 —1 1 0 €2 2 2 €2 0
es| 1 2|3 e3 | 1% | 1 B |1
Az egyenletrendszer megoldhato, azaz v € U, s6t, v=1-(1,—1,1)+1-(1,1,2).
Az
x  + B = 2
-x + B = 0
«x + 2 = 3.
LER megoldésa Gauss-eliminéciova:
1T 12 1 112 1 12 1T 0|1
-1 1]{0 |~ 0 2|2 |~ 0 1]1 ~1 0111
1 213 0 1|1 0 00 0 010

Az egyenletrendszer megoldhato, azaz v € U, s6t, v=1-(1,—1,1)+1-(1,1,2).

7.30. Példa. Igaz-e, hogy a v = (8,76,51,74) € R* vektor eleme az U = [uy,...,us] < R* altérnek, ahol
up = (0)8)9»6)5 Uz = (132)2)2)7 us = (1)4)5)6)7 Ugq = (1,8,4,8), Us = (1)8»6)7)?
A sziikséges linearis egyenletrendszer bovitett matrixat (EBT-tablazatat) kozvetleniil fel tudjuk irni:

U, U, Uz Uy Us V
01 11 1|8 1 0 0 0 19/52 ]2
8 2 48 87| | 0100 152 |0
9 2 5 4 6|51 00 1 0 -7/52]|1
6 2 6 8 7|74 0 0 0 1 29/52 |7

vel é v=2-u14+0-uw+1-u3+7-us+0-us
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7.5. Lineéris fiiggdség

Videé: |Linearis fiiggbség és fliggetlenség

7.31. Definici6 (trivialis linearis kombinacio). Legyen V valos vektortér, vi,...,vy € V. Ekkor a 0-vi+---+0-v,
linearis kombinaciot, a vi,...,v, vektorok trivialis linearis kombinéacidjanak nevezziik.

7.32. Definici6é (linearis fliggd vektorrendszer). A V valos vektortérbeli vy, ..., v, vektorrendszer linearisan
fiiggd, ha van olyan nemtrivialis linearis kombinaciojuk, amely a zérusvektorral egyenld, azaz vannak olyan
X1,..., 0 € R skalarok, amelyek nem mind 0-ak, de oy - vy + - 4+ oty - vy = 0.

7.33. Példa. Legyen V az R? valos vektortér. Az (1,1,1),(0,0,0) vektorrendszer linearisan fiiggs: 0- (1,1,1) +
1-(0,0,0) = (0,0,0).

7.34. Tétel (a linearis fiiggdség ,alapesetei”’). (a) Ha egy vektorrendszer tartalmazza a 0 vektort, akkor linearisan
fliggd.
(b) Ha egy vektorrendszer két vektora ardnyos, akkor a vektorrendszer linearisan fiiggd.

7.35. Tétel. Egy vektorrendszer pontosan akkor linearisan fiiggs, ha a vektorrendszer valamelyik vektora elall
a tobbi linearis kombinacidjaként.

7.36. Példa. Legyen V az R valés vektortér. (a) A (3,3,3),(—5,—5,—5) vektorrendszer linearisan fiiggs:
5-(3,3,3)+3-(-5,-5,-5) =(0,0,0).

(b) A (2,0,1,8),(0,4,0,4), (—6,16,—3,—8) vektorrendszer linearisan fiiggs: (—3)-(2,0,1,8) +4-(0,4,0,4) =
(—6,16,—3,-8).

7.37. Tétel. Lépcsss alakit métrix nem csupa 0 soraibol alkotott vektorrendszer nem linearisan fiiggd.

7.6. Linearis fiiggetlenség

7.38. Definici6é (linearisan fiiggetlen vektorrendszer). Legyen V valos vektortér, vi,...,vi, € V. A vy ... v
vektorrendszer linearisan fiiggetlen, ha nem lineérisan fiiggé.

7.39. Megjegyzés. Azaz,

e haa oy -Vvi+...+ cn - vy =0 egyenldségbdl kovetkezik, hogy o1 = ... =, =0,
e ha a vy,...,v, vektorok linearis kombinaci6ja csak ugy allitja elg a O vektort, ha minden skalar nulla.

7.40. Példa. (a) Az (1,1,1) vektorrendszer linearisan fiiggetlen, hiszen ha o - (1,1,1) = (0,0, 0), akkor sziikség-
képpen « = 0.
(b) Az (1,-1,0),(0,1,1) vektorrendszer linearisan fiiggetlen, hiszen ha o - (1,—1,0) 4+ p - (0,1,1) = (0,0,0),

(o, —ax+B,B)

akkor az els6 komponens miatt o = 0, a harmadik miatt pedig 3 = 0.

7.41. Példa (lineéris fiiggetlenség R?-ben). Ha v, # 0, akkor R?-ben a v7,v, vektorrendszer pontosan akkor
linearisan fliggetlen, ha nincs olyan « skalar, amelyre vi = o - v, teljesiil. Azaz, a két vektor nem esik egy
egyenesbe.

7.42. Megjegyzés. Az el6z6 allitas nemcsak R?-ben, hanem R™-ben is érvényes.

7.43. Példa (linearis fiiggetlenség R3-ban). A térben a v1,v,,v3 helyvektorok altal alkotott vektorrendszer
pontosan akkor linearisan fiiggetlen, ha az dltaluk meghatéarozott paralelepipedon térfogata nem 0, azaz nem esnek
egy sikba. Az R3 valos vektortérben a v, v, v3 vektorok altal kifeszitett paralelepipedon V térfogata kiszamithato


https://youtu.be/zItAcaNgnuE
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a vektorok komponenseibdl kialakitott (3 x 3)-as méatrix determinansanak segitségével. Ha vy = (aj,bq,c1),
aq b] Cq

va = (az,bz,c2) és v3 = (a3, bs,c3), valamint D = |az by cz|, akkor V = |D| (abszolatértéek). Tovabba,
az bz c3

V #£ 0 pontosan akkor teljesiil, ha a vi,v2,v3 vektorrendszer linearisan fiiggetlen.
Az el6zbeket altalanositva kapjuk az alabbi allitast.

7.44. Tétel (a linearis fiiggetlenség és a determinéans). Az R™-beli vy, ..., v, vektorrendszer linearisan fiiggetlen,
ha a vektorok komponenseibdl alkotott (n x n)-es matrix determinansa nem O.

7.7. Vektorrendszerek rangja

Videé: | Vektorrendszerek rangja
gJ

7.7.1. Részrendszerek

7.45. Tétel (lin. fiiggetlen vektorr. részrendszerei). Ha egy vektorrendszer linearisan fiiggetlen, akkor barmely
részrendszere is az.

7.46. K6vetkezmény. Ha egy vektorrendszer valamely részrendszere linearisan fliggd, akkor a teljes vektorrend-
szer is az.

7.47. Példa. Egy linearisan fiigg6 vektorrendszer részrendszerei kozott mar lehetnek linearisan fiiggetlenek.
Példaul a (0,0,0),(1,1,1),(2,2,2),(1,1,2) vektorrendszer linearisan fliggs, azonban az (1,1,1) részrendszere
linearisan fiiggetlen, s6t az (1,1,1), (1,1, 2) vektorrendszer is linearisan fiiggetlen.

7.7.2. Maximalis linearisan fiiggetlen részrendszerek

7.48. Definici6é (maximalis linearisan fliggetlen részrendszer). Vektorrendszer maximalis linearisan fiigget-
len részrendszerének nevezziik egy olyan linearisan fliggetlen részrendszerét, amely méar nem bgvithetd tovabb
agy, hogy a részrendszer tovabbra is linearisan fliggetlen maradjon.

7.49. Példa. A (0,0,0),(1,1,1),(2,2,2),(1,1,2) vektorrendszernek maximalis linearisan fiiggetlen részrendszere
az (1,1,1),(1,1,2) vektorrendszer, de nem az egyetlen, mivel (2,2,2),(1,1,2) is az.

7.50. Definicioé (vektorrendszer rangja). Vektorrendszer rangjanak nevezziik a maximalis linearisan fiigget-
len részrendszereinek kozos elemszamat. Tehat a vektorrendszer rangja v, ha kivilaszthato r-elemt linearisan
fliggetlen részrendszer, de (r + 1)-elemt mar nem.

7.51. Pelda ( ) A (0,0,0) vektorrendszer rangja 0.

(b) A 1,1) (2 2,2),(3,3,3) vektorrendszer rangja 1.

(c) A 1),( ,—1,1),(2,—2,2) vektorrendszer rangja 2. Maximalis linearisan fliggetlen részrendszerei:
(1,1,1), ( 1) es (1,1,1),(2,-2,2).

( ) A 1 , 1), (0,—1,1),(0,0,2) vektorrendszer rangja 3, mivel a vektorrendszer linearisan fiiggetlen.

7.52. Tétel. Legyen V valoés vektortér.
e A vy,...,vy €V vektorrendszer rangja legfeljebb n, és pontosan akkor n, ha a vektorrendszer linearisan
fiiggetlen.
e Ha egy vektorrendszer rangja r, akkor r darab linearisan fiiggetlen vektort kivalasztva bel6le, a vektorrend-
szer minden tagja elGall ezek linearis kombinaci6jaként.
e Vektorrendszer rangja nem valtozik, ha
— bovitjlik egy olyan vektorral, amely elGall a vektorrendszer vektorainak lineéris kombinaciojaként.
— elhagyunk bel6le egy olyan vektort, amely el6all a t&bbi vektor linearis kombinéciojaként.


https://youtu.be/iia-yeeeIRQ
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— valamely vektordhoz hozzaadjuk egy masik vektoranak tobbszorosét, vagy ha valamely vektorat 0-tol
kiilonb6z§ valés szammal szorozzuk meg.

7.53. Tétel. Legyen V valés vektortér, uq,...,ux,vi,...,vu € V. Ha a vy,...,v, vektorrendszer elemeinek
linearis kombinaciojaként elGall az uq,...,u, vektorok mindegyike, akkor az uq,...,uy vektorrendszer rangja
kisebb vagy egyenld, mint a v1,...,v, vektorrendszer rangja.

7.7.3. Rangszamitas Gauss-eliminaci6val

7.54. Tétel (rangszamitas Gauss-eliminacioval). Az R™-beli vektorrendszer rangjat meghatarozhatjuk Gauss-
eliminécioval:

e A vektorrendszer vektorait beirjuk egy matrix soraiba vagy oszlopaiba.

e Gauss-eliminacioval meghatarozzuk a matrix lépcsés alakjat.

e A lépcsSs alakban szereplé nem csupa 0 sorok szama adja meg a vektorrendszer rangjat.

7.55. Megjegyzés. Ha a Gauss-eliminéci6 elvégzése utan nemcsak a vektorrendszer rangjara vagyunk kivancsiak,
hanem egy maximalis linearisan fiiggetlen részrendszert is szeretnénk megadni, akkor, ha a métrix soraiba irjuk
a vektorokat, akkor a sorokon, ha az oszlopaiba, akkor az oszlopokon végezziik az elemi atalakitasokat. Tovabba
a Gauss-eliminéci6 elvégézése utan figyelniink kell, hogy a lépcsds alak nem csupa 0 sorainak/oszlopainak melyik
eredeti vektor felel meg, mert a sorcsere/oszlopcsere esetén valtozhat a sorrend.

7.56. Példa. Szamitsuk ki az (1,-1,1,1), (—1,2,1,1), (0,1,2,2), (—1,1,1,1), (—1,2,3,3), (0,—1,0,0) vektor-
rendszer rangjat.
e A vektorokat az A métrix soraiba irjuk:

111 1000
-1 2 11 0100
a0 v o22f o Joo 1
-1 1 11 0000
-1 2 33 0000
0 —1 00 0000

e Az (1,-1,1,1), (—1,2,1,1), (0,1,2,2), (—1,1,1,1), (—1,2,3,3), (0,—1,0,0) vektorrendszer rangja 3.

e A megoldas soran sorcserét is hajtottunk végre, az els§ harom vektor nem alkot maximélis linearisan
fliggetlen részrendszert.

e Egy maximalis linearisan fliggetlen részrendszere példaul: (1,—1,1,1),(—1,2,1,1),(—1,1,1,1).

7.7.4. Rangszamitas EBT-vel

7.57. Tétel. Rangszamitas EBT-vel:
e A vektorokat beirjuk az EBT-tablazat oszlopaiba, majd elemi bazistranszformaciét hajtunk végre, amed-
dig tudunk.
e A generalo elem oszlopat el lehet hagyni, s6t akar a sorokat is!
e A sorokba bevitt oszlopcimkék adjak az eredeti vektorrendszer egy maximalis linearisan fliggetlen részrend-
szerét, a szamuk pedig a rangot.

7.58. Példa. Szamitsuk ki a vi = (1,—1,2,1,2), vo = (—1,1,1,0,1), v3 = (1,2,1,—-1,—1), v4 = (1,2,4,0,2),
vs = (3,0,2,0,0) vektorrendszer rangjat, és adjunk meg benne maximalis linearisan fliggetlen részrendszert.

0. V1 %) V3 Vg V.

- > ‘1 ‘Vz V3 Va4 \15‘
e1 | 1 -1 1 1 3 o0 3 3 3 2. Vi V4 Vs RETEE
ex | —1 1 2 2 0 e |3 3 3
e3| 3 -1 2 -4 e3| 0 0
e3 | 2 1 1 4 2 Py es| 5 5 5
B es |1 -2 —1 =3 es | 0 O
es | 1 0 1 0 O . 3 .3 0 -6 es | 3 3 3
es| 2 1 -1 2 0 >

A vektorrendszer rangja 3, egy maximalis linearisan fliggetlen részrendszere:

V1 = (13*1)2)132))‘}2 = (*1)1)1)()’1))‘)3 = “)2»1»*])*1)'
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7.8. Bazis és dimenzio

Videé6: | Bazis és dimenzio

7.8.1. Bazis

7.59. Definicié (bazis). Legyen V valos vektortér. A vektortér linearisan fiiggetlen generatorrendszerét V ba-
zisanak nevezziik.

7.60. Példa. A kivetkez$ vektorrendszerek bazist alkotnak a megadott vektorterekben.
e Aze; =(1,0,...,0),e2 =(0,1,...,0),...,en = (0,0,...,1) vektorrendszer a V = R™ vektortérben (e bazis
a standard bazis R™-ben).

e Bérmely harom nem egy sikba esé vektor a térben.
e Az (v/2,1,1),(1,v/3,1),(1,1,v/5) vektorrendszer R3-ban.

7.61. Definicié (véges dimenzios/végesen generalt vektortér). A V vektorteret véges dimenzidsnak/végesen
generaltnak nevezziik, ha van véges generatorrendszere.

7.62. Példa. Az R™ vektortér véges dimenzios, mivel az eq,..., e, standard bazis generatorrendszere.

7.8.2. Dimenzid
7.63. Tétel. Véges dimenzids vektortér barmely két bazisa azonos elemszamu.
7.64. Definici6 (dimenzid). A V véges dimenzios vektortér dimenzidjan béazisainak kozos elemszamat értjiik.

7.65. Megjegyzés. Az el6z6 tétel alapjan ez a szam egyértelmiien meghatéarozott, és nem fiigg a bézis valasz-
tasatol.

7.66. Példa. Az R™ (n € N) vektortér n-dimenzios, az eq,..., e, standard bazis bézisa e vektortérnek:
e =(0,...,0,1,0,...,0) (1<t n).
7.67. Jelolés. A V végesen generalt valos vektortér dimenziojat dim(V) jeloli. PL: dim(R™) = n és dim({0}) = 0.

7.68. Tétel (dimenzié és rang). Legyen V valos vektortér, vi,...,vqn € V. A [vy,...,v,] altér dimenzidja
megegyezik a vi,...,vn vektorrendszer rangjaval. A vi,...,v, vektorrendszer maximalis linearisan fiiggetlen
részrendszerei bazisai ezen altérnek.

7.69. Tétel (linearisan fliggetlen vektorrendszerek és bazisok). Ha a V vektortér dimenzi6ja n, akkor
e barmely n-elemi linearisan fliggetlen vektorrendszere béazisa V-nek,
e barmely n-elemd generatorrendszere bazisa V-nek.

7.8.3. Bazisok alterekben

Bazis megadasa generalt altérben (EBT-vel). Legyen U = [vq,...,vy] altér a V valos vektortérben.
1. EBT-vel meghatarozzuk, hogy (maximalisan) hany darab vektor vonhato be a bazisba a vy, ..., vy vektorok
kozil.

2. Bazisba bevont vektorok bazist alkotnak az U altérben, szamuk az altér dimenzi6javal egyezik meg.

vagy

Bazis megadasa generalt altérben (Gauss-eliminacioval). Legyen U = [vq,...,v] altér a V valos vektortérben.
1. A generéatorrendszer vektorait beirjuk az A matrix soraiba.
2. A sorokon végzett (!) elemi atalakitasokkal meghatarozzuk a matrix lépcsGs alakjat.
3. A nem csupa 0 sorvektorok az U altér egy bazisat adjak.

7.70. Példa. Legyen U = [u,uz,us,us,us], ahol
u = (_5)7)16)7)1)7 uz = (])2a1»2)_1)7 us = (1)8)13)8)_7), Uy = (_1)])2a1»1)7 Us = (1»1)_2)1»1)~


https://youtu.be/yBIN4mB8LX4

>40 < 7. VEKTORTEREK 7.8. BAzIS BS DIMENZIO

Hatarozzuk meg U dimenzi6jat.

0. luw ux; w3 ug us
e; | -5 1* 1 —1 1

1.l w3 uz ug us

2. | w us Uy

| 7 2 8 1 1 e 176 3 1 T3 e 6| oW W
es| 16 1 13 2 —2f (& 123 Sl by o o]0 0
|7 2 8 1 el 3 T30 6 6| L]0 0
es| 1 -1 —7 1 1 €5
Az uy,...,us vektorrendszer rangja 3, az uy,u4,us vektorok linedrisan fiiggetlenek, amelyek az U altér bazisat

alkotjak, dim(U) = 3.
7.71. Példa. Legyen U = [u,uz,us, us,us], ahol
u; = (—5,7,16,7,1), Uz = (])2a1»2)_1)7 uz = (1>8>13)8a_7)7 Ug = (_1)]>2a1>1)7 Us = “»1)_231»1)-

Hatarozzuk meg U dimenzi6jat.

-5 7 16 7 1 10 0 0 -2
T2 1 2 -1 01 0 1 1
1 8 13 8 7| ~---~|0 0 1 0 —1

-1 1 2 1 1 0000 O
T 1 =2 1 1 00 0 0 O

Az uq,...,us vektorrendszer rangja 3, az (1,0,0,0,—2),(0,1,0,1,1),(0,0,1,0,—1) € U vektorok linearisan fiig-
getlenek, amelyek az U altér bazisat alkotjak, dim(U) = 3.

7.72. Tétel (lin. fiiggetlenség, generatorrendszer, bazis és rang). Legyen V n-dimenzios vektortér és vq,..., vy €
V vektorrendszer, melynek rangja r. Ekkor a kévetkezGk érvényesek:

1. r < n,k,

2. a vektorrendszer pontosan akkor linearisan fliggetlen, ha r =k,

3. a vektorrendszer pontosan akkor generatorrendszere V-nek, ha r = n,

4. a vektorrendszer pontosan akkor bazisa V-nek, ha r =k =n.

7.73. Példa. Dontsiik el, hogy az (R*-beli)
(1)_]»2)1))(_3)])032)>“)])_],2))(_]»1)1)5)

vektorrendszer linearisan fiiggetlen, generatorrendszer, illetve bazis-e R*-ben.
Az R* vektortér dimenzidja 4 (n = 4), a vektorrendszernek 4 eleme van (k = 4). Ki kellene szamolni még a
vektorrendszer rangjat (r = 3).

T =1 2 1 10 0 1/2
-3 1 0 2 01 0 7/2
T 1 =1 27777001 2

-1 1 1 5 000 O

A vektorrendszer rangja r = 3. A vektorrendszer nem linearisan fliggetlen, nem generatorrendszer és nem bézis.

7.74. Tétel. Legyenek Uy és U, alterek a V vektortérben, amelyekre U; C U, teljesiil. Ekkor
e dim(U;) < dim(Uy),
e U; = U, pontosan akkor teljesiil, ha dim(U;) = dim(U;).

7.75. Definicio ((komplexus) Osszeg). Ha Uy és U, alterek a V valos vt.-ben, akkor (komplexus) Osszegiik:
U +U; ={ug +uz |uy € Uy, uy € Uy},
7.76. Tétel. Ha U, U, <V, akkor U; + U, < V.

7.77. Tétel (alterek Osszegének generatorrendszere). Ha Uy = [ug,...,um] és Uy = [vy,...,v,] alterek a V
vektortérben, akkor
Wi +Uz =gy e oy Wiy Viy e ey Vil

7.78. Tétel (alterek dimenziotétele). Legyenek Uy és U, alterek a V végesen generalt valos vektortérben. Ekkor
dim(U;) + dim(U,) = dim(U; + Uy) 4+ dim(U; N Uy).
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7.8.4. Koordinatasor

Videé: | Vektorok koordinatasora

7.79. Tétel. Legyen B: vq,...,v, bazisa a V valos vektortérnek. Ekkor tetszéleges v € V vektorhoz pontosan
egy olyan (A1,...,An)" valos szam-n-es létezik, amelyre

V=A1 v+ Ay v,
teljestl.

7.80. Definicioé (koordinatasor). A (A1,...,An) valos szam-n-est a v vektor B: vi,...,v, béazisra vonatkozo
koordinatasoranak nevezziik és [v]p-vel jeloljiik.

7.81. Példa. A V = R™ valos vektortérben a v = (aj,..., a,) vektor koordinatasora a standard bézisra vonat-
kozoban (aj,...,a,), mivel
v= aj-e; +--+ An-en ,
~—— ~——
(as,0,...,0) (0y...,0yan)
azaz [Vlgt. = (a1,...,Qn).
7.82. Példa. Hatarozzuk meg a v = (1,1, 1) vektor koordinatasorat a
B: 612(1,0,0), 62:(0»1)0)) 63:(0)())1)»
B Vi :(1)_]>2)) V2:(2>_1)7)» V3:(1)_2>0)

bazisokban.
(Koordinatasor a B bazisban.) Olyan «, 3,y valos szdmokat keresiink, amelyekre

(1)])1) :a'(])030)+ﬁ'(051)0)+Y’(0)0»1) = ((X)B»Y)

1

teljesiil. Ekkor o« = =y =1, a v vektor koordinata sora a B bazisban [vig = | 1
1
(Koordinatasor a B’ béazisban.) Olyan «, 3,y valos szamokat keresiink, melyekre

(1>])1) :O('(],—1,2)+B'(2,—1,7)+Y'(1,—2,0).

Ez az egyenl6ség a kovetkezd LER-re vezet:

x + 23 + v = 1,
—x - B = 2y = 1,
20 + 7P = 1
1 1 11 1 0 0118
—1 21T |~ 0 1 0|5
2 0 |1 00 1|7
Az egyenletrendszer egyetlen megoldasa: o« = 18, B = —5, v = —7. Ezért a v vektor koordinatasora a B’
bézisban:
18
Mg = | -5
—7

7.8.5. Miért EBT az EBT?

7.83. Tétel (EBT). Legyen vq,...,vy bazis a V vektortérben, valamint legyen u € V, amelynek koordinatasora
ebben a bazisban (aj,...,an)", azaz u=ay - vy + --- + an - v. Ekkor a

Viyeo s Vi—1, Wy Vet 1y ey Vn

vektorrendszer pontosan akkor bazis, ha a; # 0.
Ha a v € V vektor koordinatasora a vi,...,vy, bazisban (oq,...,xn), akkor a vi,..., Ve 1,U, Vgi1y.eeyVn
bézisban v koordinatasora:

yeooy y y yeooy

X10¢ — X Xg—10¢ — XeQp—1 Xg Kg10g — XgQot] Xndg — XeQn
ag ag ag ag ag .


https://youtu.be/300C9-HTax0
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,Koordinaték a régi bazisban”
u v
Vi aq . 1
Vo1 AQe—1 ... O
V¢ ayg e X
Vi1 Ae+1 -or Ot
Vn an ... On
wKoordinatak az j bazisban”
Vo v
2 —ai/ag (rag —oar)/ae
Ve —ag1/ae (ote—1a¢ —ogae—1)/ac
u 1/a, og/ag
Vet —Qe1/ag (oter1ae — oeaes1)/ac
Vn —an/ag (otnae — oan)/ag
7.84. Megjegyzés. Az indul6 bazisunk —alt.— az eq,..., e, standard béazis, mert abban egyszerii leolvasni a
koordinatakat.

7.9. Matrixok rangja(i)

Video: ‘ Matrixok rangja(i) ‘

7.9.1. Sor-, oszlop- és determinansrang

7.85. Definicié (Matrix rangjai: sor- és oszloprang). Legyen A € R™*™ | azaz legyen A valos méatrix, melynek
m sora és n oszlopa van.
e Az A matrix sorrangja a matrix sorai, mint R™-beli vektorok, altal alkotott vektorrendszer rangja (jel.:
Ty (A)).
e Az A matrix oszloprangja a méatrix oszlopai, mint R™-beli vektorok, altal alkotott vektorrendszer rangja
(el.: To(A)).

7.86. Definicioé (Matrix rangai: determinansrang). Az A matrix determinansrangja a matrixbdl kivalaszhato
legnagyobb méretd nemelting aldeterminans rendje (jel.: r4(A)).

Az A matrix determinansrangja r, ha A-nak van olyan r-rendd aldeterminansa, amelynek értéke nem 0, és
minden m-nél nagyobb rendii aldeterminansa mar 0.

5 11 4 14 10 15

5 -3 2 8 10 3
3 2 1 6 5 4
7.87. Példa. Legyen A= | 3 -3 4 6 10 5 € R7%6. A sorok és oszlopok ,metszetében” allo
1 7 0 4 0 5
1 2 3 4 5 6
-1 —-12 3 -4 5 -4

elemekbdl alkotott 3-rendii aldeterminans értéke —70. A k-rendii aldeterminansok szdma (k = 3,4,5,6) rendre:
7\ (6 7\ (6 7\ (6 7\ (6
700 = (5)(3), 525 = (3) (5), 126 = (5)(5), 7 = (6) (¢)-

7.88. Tétel (Rangszamtétel). Tetszbleges A valos matrixra 15(A) = 14(A) =T4(A) teljesiil.

7.89. Definici6é (méatrix rangja). Az 14(A), 15(A) és 14(A) rangok kozos értékét az A méatrix rangjanak ne-
vezziik (jel.: T(A)).


https://youtu.be/7UKssxEL_KM
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L

5 11 4 14 10 15
— |5 [3) 2[8J10] 3
— |3 [2)1[6)5) 4

3 -3 4 6 10 5

1 7 0 4 0 5

1 20 3B RN G
— \-1 12 3 [4)[5 ) -4

Vi

- M4 % %
— Do) % -5 %
- | 2 %
0000 0 0
0000 0 0

000 O0 O O

000 O0 O O

7.9.2. Matrix rangjanak kiszamitasa

7.90. Tétel. Matrix rangjanak kiszamitédsa Gauss-eliminécioval:
e Gauss-eliminaciot hajtunk végre a méatrixon.
o A lépcs6s alakban szereplé nem-0 sorok szama adja meg a matrix rangjat.

7.91. Tétel. Matrix rangjanak kiszamitasa EBT-vel:
e A matrixon EBT-t hajtunk végre. A general6 elem oszlopat el lehet hagyni, s6t akar a sorokat is!
e A bazisba bevitt oszlopvektorok szama adja a rangot.

7.92. Megjegyzés. (a) Matrixok rangjat ugyanigy szamoljuk, mint a vektorrendszerek rangjat.
(b) Ha Gauss-eliminacioval szamoljuk a matrix rangjat, akkor a matrix sorrangjat hatérozzuk meg.
(c) Ha EBT-vel szamoljuk a matrix rangjat, akkor a méatrix oszloprangjat hatarozzuk meg.

7.93. Példa. Hatarozzuk meg az A matrix rangjat, és adjunk meg maximalis méreti nem nulla aldeterminanst
a matrixban, ahol

1 1 3 -2
0 -3 -1 7
Al 2 4 s
2 4 9 11
El6szor Gauss-eliminéacioval szamolunk:
1 1 3 -2 1 1 3 =2
0 -3 -1 7 N o -3 -1 7
1 2 4 -5 0 1 1 -3
2 4 9 11 o 2 3 -7

A konnyebb szamolas érdekében a 2. sort cseréljiik fel a 3. sorral, majd a 4.-kel is. Ekkor a kévetkezs matrixot
kapjuk:

11 3 =2 10 2 1 100 3
o 1 1 =3 01 1 =3 01 0 =2
0 2 3 =77 1oo0o 1 =1 oo 1 —1
0 -3 -1 7 00 2 =2 000 0

Mivel a lépcsds alakban 3 nem nulla sor szerepel, igy a (sor)rang 3. Egy maximéalis méretd nem nulla aldetermi-
nanst pedig agy kaphatunk, ha a lépcsés alaknak megfelels eredeti sorokat és oszlopokat megkeressiik. Ebben az
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esetben az 1., 3., 4., sorok (a sorcserék miatt), és az 1., 2., 3. oszlopok altal meghatarozott determinéns lesz.

1 1 3 =2
0o -3 -1 7

1 2 4 =5
2 4 9 -1

s

£0.

AN =
N AW

1
1
2

Meghatéarozzuk EBT-vel a matrix rangjat, és megadunk egy maximalis méretd nemelting determinanst a mat-
rixban. A szamolés soran a generéld elem sora és oszlopa is elhagyhato.

0. aq ap as Qg

* 1. ap as Qag
€1 1 1 3 -2 s 3 e 7 2. (12* Qag 3. a
e2 | 0 =3 -1 7 . 1 1 3 e3 | —2 4 . 0
3 - 4
es |12 4 50, o Dl lea] 7 14

eq | 2 4 9 11

A matrix (oszlop)rangjat a bazisba bekeriilt oszlopvektorok szama adja, ami 3. Mivel r(A) = rq(A) = 3, igy
3-rendi a legnagyobb méretd nem nulla aldeterminéns, ami kivalaszthaté a matrixbol. Az EBT-tablazat azt is
megmutatja, hogy mely sorokat és oszlopokat lehet vilasztanunk:

3. Qg
€4 0

Mivel az aj,az,a3 keriilt be a bazisba, ezért az 1., 2., 3. oszlopokat valaszthatjuk. Tovabba az ej,e;,es
bazisvektorok helyére vittiik be ezeket a vektorokat, igy az 1., 2., 3. sorokat tekinthetjiik. A kivalasztott sorok
és oszlopok &ltal meghatarozott aldeterminans maximalis méretd nem nulla aldeterminans lesz.

1 1 3 =2

1103
?*23 *41 _75 w0 =3 —1|=o0.
1 2 4

2 4 9 -1

Megfigyelhetjiik, hogy nem ugyanazt a maximélis méretii aldeterminanst kaptuk, mint a Gauss-eliminéci6 soran,
de a mérete, ami a determinans rangot adja, most is 3.

7.94. Megjegyzés. Mivel a matrix rangjanal lattuk, hogy a sor- és az oszloprang megegyezik, igy ha csak a
vektorrendszer rangjat szeretnénk kiszamitani, akkor mindegy, hogy sorokba vagy oszlopokba irjuk a vektorokat,
akar Gauss-eliminécioval, akar EBT-vel szdmolunk. Vannak azonban olyan esetek, amikor szamit, hogy sorokba
vagy oszlopokba irjuk a vektorokat.
e Oszlopokba kell irni a vektorokat, ha ...
— azt vizsgaljuk eleme-e a v vektor a v1,..., v vektorok altal generalt altérnek, és ha eleme, akkor meg
is kell adnunk a v-t a vq,..., vk vektorok linearis kombinacidjaként.
— a v vektor koordinatasorat hatarozzuk meg egy adott bazisban.
— EBT-vel hatarozzuk meg egy generalt altér bazisat.
e Sorokba kell irni a vektorokat, ha ...
— Gauss-eliminacioval hatarozzuk meg egy generalt altér bazisat.

7.10. Portfolio-analizis

Video: P()1'tf()li(’)—a‘nalizis‘

7.95. Példa. Tegyiik fel, hogy egy bank 4 kiilonbo6z8 eszkozbe fektet be (réz, buza, arany és kakao). Az iigy-
feleinek ezen befektetésekbdl 3 kiilonbozs befektetési jegyet kinal, melyekben a fenti eszkdzok més-mas sullyal
szerepelnek. Az alabbi méatrix mutatja a harom kiilénbo6z6 befektetési jegy Osszetételét —az Osszes befektetett
pénz aranyaban:
Réz Buza Arany Kakao

BJ; [/ 0.6 0.5 —0.2 0.1

BJ, | —04 0.8 0.3 0.3

BJ; \ 0.04 0.63 0.12 0.21


https://youtu.be/_AK9otyX8Xk
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Lehetséges-e a fenti befektetési jegyekbdl olyan portfoliot Gsszeéllitani, ami egyenértéki azzal, mintha minden
pénziinket rézbe fektettiik volna?
A matematikai modell: A befektetési jegyeknek vektorok feleltethetk meg az alabbiak szerint:

BJ; e~ v =(0.6,0.5,—0.2,0.1)T,
BJ, ew vy, =(—04,08,0.3,0.3)T,
BJ; ew vz =(0.04,0.63,0.12,0.21)7,

Bls e~ vy =(1,0,0,0)T.

2
A matematikai probléma: v4 € [v1,Vv2,v3]. A megoldas:

0. V1 vy vy | Vs 1. vy V3 V4 2. | vz | v 3. | vy
e 0.6 —04 0.04 ] 1 er | —22 —1.22 | 1 e1 [ 01| 1 vy | 10
ex | 05 08 063 0 ex | —0.7 —042 1] 0 vy | 06| 0 vy | —6
e3 | —0.2 03 012 0 e3 | 0.9 0.54 0 e3 | O 0 e3 | 0
ey 0.1 03 021 0 Vi 3 2.1 0 vi 03] 0 vy | =3

v =(=3)-vi+(=6)-v2+10-v3
A valasz: Lehetséges a fenti befektetési jegyekbdl olyan portfoliot Osszeallitani, ami egyenértéki azzal, mintha

minden pénziinket rézbe fektettiik volna.

Mi a valasz akkor, ha a bank nem enged negativ pozicidkat felvenni a befektetési jegyekbsl?

A valasz ebben az esetben az, hogy nem lehetséges a fenti befektetési jegyekbdl olyan portfoliot sszeallitani,
ami egyenértékd azzal, mintha minden pénziinket rézbe fektettiik volna. A v4 egyértelmten &llithato els a vy,
v, és v3 vektorok linearis kombinécidjaként.

7.11. Kronecker és Capelli tétele

Videé: | Kronecker—Capelli-tétel

7.96. Tétel (Kronecker—Capelli-tétel). Az

ai1-x1 + ... —+ Ain-Xn = b1

)

Am,1°X1 + ... + Amn-Xn = by

lineéris egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha v(A) = (A | b), ahol A = (ai,j)mxn (2 LER matrixa)
a1 e A1 n b1
és (A |b) = (a LER bdévitett matrixa).

Am,1 +.. Qmn | bm

7.97. Példa.

x + y + z = 5
x — y + z = -1
x + 2y + z = 8
T 1 1] 5 1 0 1|2
(Alb)= 1 —1 1| -1 ~-o~ 0 T 013
12 1] 8 0 0 010
r(A|b)=1(A)=2

Az egyenletrendszer megoldhato.


https://youtu.be/bZ0pQnuHmNo
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7.98. Példa.
X + y 4+ z = 5
x — y + z = -1
x + 2y + z = 7
11 1] 5 1T 0 1]0
Alb)=1 1 =1 1|-=1 |~-~| 0 1T 010
12 117 0 0 01
r(Alb)=3 é r(A)=2

Az egyenletrendszer nem megoldhato.

7.99. Megjegyzés. Ha r(A | b) # r(A), akkor 1(A | b) =1(A) + 1.

7.12. Homogén linearis egyenletrendszerek

Videé: ‘ Homogén linearis egyenletrendszerek ‘

7.12.1. HLER-ek
7.100. Definicié (homogén linearis egyenletrendszer (HLER)). Legyen m,n € N, A = (a;;;) € R™ ™, b e R™

és X = (X1,...,%Xn). Az Ax" = b' linearis egyenletrendszer homogén, ha b = (0,...,0). Azaz, ha lineéaris
egyenletrendszeriink

a1 -x1 + ...+ Ain-Xn = 0

Qm,1°X1 + ... + Ammn-Xn = 0
alaku.

7.101. Jeldlés. Az Ax" = 0" HLER megoldasainak halmazéat Ua-val jeloljiik.

7.102. Megjegyzés. Az Ax' = 0" HLER megoldasainak U halmaza az alabbi tulajdonsagokkal bir:
e 0 € Ua (0 a trivialis megoldasa a HLER-nek),
e ha cj,co € Ua, akkor ¢ +¢2 € Up (Ua zart az sszeadésra),
e haceUp ésA € R, akkor A-c € Up (Ua zart a skalarokkal valé szorzésra).

7.103. Tétel. Homogén linearis egyenletrendszer megoldéasai alteret alkotnak.

7.104. Tétel. Linearis egyenletrendszer megoldasai pontosan akkor alkotnak alteret, ha a lineéris egyenletrend-
szer homogén.

7.105. Példa. Tekintsiik az

X1 + 2x + 3x3 + x4 = 0
X1 4+ 2x2 + x3 + 2x4 = 0

HLER-t. Hatarozzuk meg Ua-t, ahol A az egyenletrendszer matrixa.
A HLER bévitett matrixanak lépcsés alakja:

120 10
(A|°)*"'”(o 0 1 10)'

e A bévitett matrix utolsé oszlopa az elemi atalakitasok soran nem véltozik, igy akér el is hagyhato.
e A lépcsds alakbol MINDEN leolvashato: két kotott (xq és x3) és két szabad (x2 és x4) valtozo ismeretlene
van, tovabbéa
Ua = {(—2x2 — x4,%2, —X4,Xa) | X2,%X4 € R}.

e Az Ux altérben bézist kapunk, ha {ligyesen vélasztjuk meg a szabad ismeretlenek értékét:
—x2=1,% =0: vi =(=2,1,0,0),
—x2=0,x4=1: v, =(-1,0,—1,1).
A vq,v;, vektorrendszer béazis az U altérben, igy dimenzidja 2.


https://youtu.be/XZVtmCGutGQ
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7.106. Definicié (fundamentalis megoldasrendszer). HLER megoldésai alterének bazisat a HLER fundamen-
talis megoldasrendszerének nevezziik.

7.107. Példa. A vi = (—2,1,0,0), v; = (—1,0,—1,1) vektorrendszer fundamentalis megoldasrendszere az

X1 4+ 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0
X1+ 2x2 + x3 + 2x4 = 0

HLER-nek.

7.108. Tétel. Legyen m,n € N, A € R™*™. Az Ax" = 0" homogén linearis egyenletrendszernek r = r(A) darab
kotott és n — r darab szabad ismeretlene van, ezért az Ua altér dimenzidja n — r. Ha a szabad ismeretlenek
Xi, 19+ -y Xi,, akkor az alabbi (n — r)-esekhez tartozo

X, =1 %i,,,=0 ... x4, =0 vi=(..,1,...,0,...,0,...)
Xi,,;, =0 xi, ,=1 ... x,=0 vo=(..,0,...,1,...,0,...)
Xi,,, =0 xi,,,=0 ... x4, =1 v, =0..,0,...,0,...,1,...)

megoldasok fundamentélis megoldasrendszert alkotnak. Azaz, ha a szabad ismeretlenek helyébe ezeket az érté-
keket helyettesitjiik, és meghatarozzuk a kotott ismeretlenek értékét, akkor ezek a konkrét megoldéas-vektorok az
Ua megoldastér egy bazisat alkotjak.

7.109. Példa. Tekintsiik az Ax" = 0" HLER-t, ahol

11T 1 1 15 4 6 1T 100 0 —11 -1 =3

A— 1021745 00100 0 0 2
1T 1T 1319 408 00010 2 0 1

2 21512 37 00001 14 5 6

Négy kotott (x1, x3, x4, X5) és négy szabad ismeretlen van (x2, xg, X7, Xg), az Ua altér dimenzidja n —r(A) =
8 —4 =4. A HLER egy fundamentalis megoldasrendszere:

x2=1,x6 =0,x7=0,xg =0 ~ vy =(—1,1 OOOOOO)
x2=0,x¢ =1, =0,xg =0 ~~ 2:(”, —14,1,0,0),
x2=0,x¢ =0,x7 =1,xg =0 ~ 3:(])0> ) 5>0>1)O))
x2 =0,x¢ =0,x7 =0,xg =1 ~~ 4:(3)0) 2, 13*6)0)(])1)'

7.110. Példa. Legyen A € R**5 és Ax" = 0" homogén lineéris egyenletrendszer. Ekkor a kévetkezok teljesiil-
nek:

Az egyenletrendszer 4 egyenletbdl all, és 5 ismeretlenes.

Az egyenletrendszer megoldésai alteret alkotnak R>-ben, tehat a megoldasaltér (U ) legfeljebb 5 dimenzios.
A megoldasaltér bazisa legfeljebb 5 elemd.

Mivel a HLER kevesebb egyenletet tartalmaz, mint ismeretlent, mindig lesz szabad ismeretlen.

Ha r(A) = 3, akkor 3 kotott ismeretlen van.

Ha r(A) = 3, akkor 2 szabad ismeretlen van, igy a megoldasaltér bazisa 2 elemt, azaz U 2 dimenzios.

7.111. Megjegyzés. Ha A € R™™ és |A| # 0, akkor r(A) = n. Ebben az esetben az Ax' = 0" HLER esetén
minden ismeretlen kotott, tehat egyetlen megoldésa a O vektor.

7.112. Példa. Legyen A € R>*5, s Ax' = of homogén linearis egyenletrendszer. Ekkor a kévetkezdk teljesiil-
nek:

Ha |A| # 0, akkor csak trivialis megoldédsa van az egyenletrendszernek.

Ha |A| # 0, akkor nincs szabad ismeretlen.

Ha |A| # 0, akkor a megoldésaltér 0 dimenzios.

Ha |A| # 0, akkor a megoldasaltér 1 elemd.

Ha |A| = 0, akkor van szabad ismeretlen.

Ha |A| = 0, akkor a megoldésaltér legalabb 1 dimenzios.

Ha |A| = 0, akkor a megoldésaltér bézisa legalabb 1 elemt.
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7.12.2. Alterek megadasa

7.113. Tétel. Legyen U altér a V = R™ vektortérben. Ekkor vannak olyan vi,...,vx € V vektorok, amelyekre
U = [vi,...,vi] teljesiil.

3 -1 0 =3

7.114. Példa. Legyen A = | —6 6 —6 —3|. Ekkor Ua altér az R* vektortérben, amelynek fundamentaélis
8§ 3 5 7

megoldéasrendszere a vi = (13/18,—5/5,—37/18,1) vektorrendszer, ezért Ua = [v1].

7.115. Tétel. Legyen U altér a V = R™ vektortérben. Ekkor van olyan m természetes szam és A € R™*™ hogy
U="Ua.

7.116. Példa. Legyen U ={(a,b,c,d) |a=b —2c és ¢ = d — a + b}. Ekkor U altér az R* vektortérben és

U={(a,b,c,d)|a=b—2césc=d—a+Db}
:{(a)b>cyd) | a—b+2c=0¢s a—b—&—c—d:O}:uA,

1 -1 2 0\ (1 -1 0 -2
ahOIA:<1 1 —1)“(0 0 1 1)'

7.13. Sajatérték, sajatvektor

Video: ‘ Sajatértékek és sajatvektorok

7.117. Definici6é (matrix sajatértéke). Legyen n € N. Az A (n X n)-es valos matrixnak sajatértéke a A valos
szam, ha van olyan v € R™, v # 0 vektor, melyre A - v = A-v' teljesiil (~ v a A sajatértékhez tartozo
sajatvektor).

7.118. Definicié (méatrix sajatvektora). Legyen n € N. Az A (n x n)-es valés méatrixnak sajatvektora a
v € R™\ {0} vektor, ha van olyan A valés szam, melyre A - vl = A - v teljesiil (~ v a A sajatértékhez tartozo
sajatvektor).

3 4 4
7.119. Példa. Legyen A = | 2 1 =2, ekkor
-4 —4 -1

e a A = 3 valos szam sajatértéke A-nak, mivel a v = (0,—1,1) vektorra
Avi=A.0,-1,1)"=(0,-3,3)T=3-(0,—-1,1)T =3-vT

teljesiil.
e av=(2,—3,2) vektor sajatvektora A-nak, mivel

AVvi=A.(2,-3,2)T=(2,-3,2"=1-(12,-3,2)T=1-v".
A v vektor a A = 1 sajatértékhez tartozik.

7.120. Megjegyzés (a sajatértékek meghatarozasa). Tegyiik fel, hogy a v € R™ \ {0} vektor sajatvektora az
A € R™™ matrixnak, mégpedig a A € R sajatértékhez tartozo sajatvektora. Ekkor

AVvi=A v e= A VI =AEp v &= (A—A-E) v =0,

Ez azt jelenti, hogy v nemtrivialis megoldasa az (A —A-E,)-x" = 0" HLER-nek. Ha |A —A-Ey| = 0 teljesiilne,
akkor (a Cramer-szabaly kovetkeztében) a HLER-nek pontosan egy megoldasa lenne, a trivialis (x = 0). Igy az
A — A - B, méatrix determinansa 0.

7.121. Tétel. Az A métrixnak a A valos szam pontosan akkor sajatértéke, ha |JA —A-E,| = 0.

7.122. Definici6 (karakterisztikus polinom). Legyen n € N és A € R™*™. A py =|A —x - E| polinomot az A
maétrix karakterisztikus polinomjanak nevezziik.


https://youtu.be/4I1XI0z4iGg
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7.123. Tétel (sajatértékek és a karakterisztikus polinom). A A valos szam pontosan akkor sajatértéke az A valos
négyzetes matrixnak, ha A gyoke A karakterisztikus polinomjanak.

35 45

7.124. Példa. Hatarozzuk meg az A = (—6 )

> matrix sajatértékeit.

Az A matrix karakterisztikus polinomja:

A b | (33 B e (10| (3 ) _(x 0
Pa=iA=x-R2=_¢ 2) 7% \0 1)|7|\=6 2 0 x

Az x? — 37x + 340 = 0 egyenlet megoldasai: 20 és 17. Igy A sajatértékei: A =20 és A, = 17.

0
—1

B ’35—x 45

— 2
=17 ZX’_x 37x + 340.

7.125. Példa. Hatarozzuk meg az A = ( (1)) matrix sajatértékeit.

Az A matrix karakterisztikus polinomja:

—x 1
pA:|A—X'E2:‘_1 _X‘:XZ-FL

Az x? + 1 = 0 egyenletnek nincs valés megoldasa, ezért az A matrixnak nincsenek valos sajatértéke.

7.126. Megjegyzés. Tetszbleges A € R™*™ matrix karakterisztikus polinomja n-ed foki polinom, igy legfeljebb
n valds sajatértéke van A-nak.

7.127. Definicié (sajataltér). Valos matrix adott sajatértékhez tartozd sajatvektorai a zérusvektorral egyiitt
alteret alkotnak. Ezen altér az adott sajatértékhez tartozo sajataltér. A A sajatértékhez tartozo sajatalteret
U, jeloli.

7.128. Tétel (sajataltér bazisa). Legyen n € N és A € R™*™. Az A maétrix A sajatértékéhez tartozo sajatalte-
rének egy bézisa éppen az (A —A-E)x' = 0" HLER egy fundamentélis megoldésrendszere.

2 5 5
7.129. Példa. Adjuk megaz A = [0 3 1| métrix sajatértékeit, és az egyik sajatértékéhez tartozo sajatal-
0 -2 0
terét.
2—x 5 5
e Az A matrix karakterisztikus polinomja: pa =|[A —x-E3|=] 0 3—x 1 |=—(x—2)2(x—1).

e Az A maétrix sajatértékei: Ay =2 és Ay = 1.
o Az U,,, azaz a A = 2-hoz tartozo sajataltér meghatarozasa.
Az U,, sajataltér meghatarozasa. Meg kell oldani az (A — Ay - E3) - x' = 0" HLER-t, melynek matrixa

0 5 5 0 1 1
A—A-E3=[0 1 1]1~10 0 O
0o -2 =2 0 00
A megoldasok altere a A7 = 2 sajatértékhez tartozo sajataltér. Mivel a 1épcsds alakbol leolvashato, hogy xo = —x3,

és x1, x3 szabad ismeretlenek, igy:
u)\] = {(X],—Xg,X3) | X1,X3 € R})

melynek egy béazisa az (1,0,0), (0,—1,1) vektorrendszer.
7.130. Megjegyzés. VIGYAZAT: 0 € U,,, de 0 nem sajatvektor!

7.13.1. Munkanélkiiliségi rata és a sajatvektorok

A kovetkezd példaban a sajatérték-sajatvektor fogalom segitségével hatarozzuk meg a 1.17. Példaban szerepls
munkaerd-allomany eloszlasanak egyensulyi helyzetét.

7.131. Példa. Egy gazdasagban a munkanélkiiliek és a dolgozok kozotti atmenetet a kovetkezd matrix irja le (1

éves idGtavon):
0.8 0.6
A= (o.z o.4> :
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A matrix alapjan egy év alatt a dolgozok 80%-a dolgozé marad, 20%-a munkanélkiilivé valik, a munkanélkiili-
eknek pedig 60%-a talal munkat és 40%-a marad munkanélkiili. Van-e olyan munkanélkiiliségi rata, ami nem
véltozik? Azaz talalunk-e olyan v vektort, amelyre AvT =vT, ahol v els6 komponense a dolgozok szam, masodik
komponense pedig a munkanélkiilieké. Tehat elszor vizsgéaljuk, hogy A = 1 sajatértéke-e A-nak, ha igen, akkor
—0.2 0.6
0.2 —0.6

—-0.2 0.6 1 =3 1 =3
A_1'E2:<o.2 —0.6)”(—1 3)N<o o)‘
A lépests alakbol leolvashato, hogy x1 = 3x3, igy: Uy ={(3x2,x2) | x2 € R}. Tehat az egyensulyi helyzet esetén

a munkanélkiiliségi réta: 3% — = % = 25%.

meg kell adnunk az U, sajatalteret. Mivel |[A —1-E,| = ‘ ‘ =0, igy A = 1 sajatérték.

7.13.2. Leontief modell és a sajatértékek

A 6.11. Tételt bovithetjiik egy ekvivalens feltétellel a sajatérétkek vizsgalatanak segitségével.

7.132. Tétel. Legyen G olyan gazdasig, melynek n dgazata van (n € N), valamint legyen C € (RJ)™*™ a
raforditasi matrixa e gazdasagnak. Ekkor az x = Cx + d egyenletnek akkor és csak akkor van tetszéleges d > 0
esetén x > 0 megoldasa, ha a kovetkezd ekvivalens feltételek valamelyike teljesiil:

e (E— C)7! létezik, minden eleme nemnegativ, és C™ — 0, ha m — oo.

e C minden sajatértékének abszolutértéke kisebb, mint 1.

Mivel az x = Cx+d egyenlet megoldhatdsagabol kovetkezik a gazdasag miikodsképessége (1d. 6.12. Definicio),
igy a matrix sajatértékei alapjan is meghatarozhaté a mikodsképesség.



8. Kvadratikus alakok

Video: | Kvadratikus alakok 1.

8.1. Definicié (kvadratikus alakok). A homogén méasodfoku tobbvaltozos polinomok &ltal definialt polinomfiigg-
vényeket kvadratikus alakoknak nevezziik.

8.2. Példa. Kvadratikus alakok:

2 . — 2
X1, q:R =R, q(x1) =x3,
2 2 . 3 — 42 2
—x7 —x3, q:R> =R, q(x1,%2,%3) = —X7 — X3,

2, 2 .3 2,2
Xy +x3 —3x1x3, q:R> =R, q(x1,%2,x3) = %7 + x5 — 3x1%3,

.3 _
x1x2 +x2%x3, q: R’ = R, q(x1,%2,x3) = x1%2 + X2X3.

Az alébbi polinomok nem definialnak kvadratikus alakokat: x3, —x§ —x3, xF + %3 + 2x1X2%X3 + 3x1X3.

8.3. Példa. Tekintsiik az X% +X% —3x1x3 3-valtozos homogén masodfoku polinomot. A hozza tartozo kvadratikus
alak:
q: R?® 5 R, q(x1,%x2,x3) = x% +X§ —3x1x3.

Pl: hav=(1,2,3), akkor q(v) =12 +22-3.1.3 = 4.

8.4. Megjegyzés. (a) A q n-valtozos kvadratikus alak R™-beli vektorokhoz valos szamokat rendel.
(b) Az n-valtozos homogén masodfoka polinomok altaldnos alakja:

2
ar xy + 2aipxaxa + 2aizxixz 4+ o 4+ 207 aX1Xn
+ az,zxﬁ + 2a23x2x3 4+ -0 4+ 20 nXoXn

+ (13’3X§ + -+ 2a3nXx3Xn

2
+ AnnXn

azaz

n
§ 2 §

aj,]-x)- + Zaj’kaXk.
j=1

1<j<k<n
8.5. Definici6 (kvadratikus alak matrixa). A Zjn:] aj, jsz + 2 1< j<ken 205,kXjxk polinomhoz tartozo
n
q:R™ = R, q(x1,...,xn) = Z a]-,]-sz + Z 205, kX Xk
j=1 1<j<k<n
kvadratikus alak matrixa az Aq = (ai,j)nxn € R™*™ szimmetrikus matrix, ahol axj = aj i (1 < j <k <n).
8.6. Példa. Legyen q = x% + ZX% — 3x% + 3x1x2 + 5x2x3. Ekkor q métrixa:

1 3/2 0
Aq= (32 2 522
0 5/2 -3


https://youtu.be/RRwZotC4Dh8
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8.7. Megjegyzés. Kvadratikus alak méatrixa mindig szimmetrikus matrix.

8.8. Tétel. (a) Legyen q: R™ — R (n-valtozos) kvadratikus alak, melynek matrixa Aq € R™*™. Ekkor tetszo-
leges v € R™ vektorra
qiv) =v-Aq -
teljesiil.
(b) Tetszéleges A € R™*™ szimmetrikus matrixra a ga: R™ — R, v+ v-A - v leképezés kvadratikus alak,
melynek matrixa A.
(c) Ha az A és B (n x n)-es szimmetrikus méatrixok kiilonbo6zsek, akkor qa # qg.

8.9. Példa. Legyen q: R3 SR, (x1,%x2,X3) — SX% —4x1x2 +4x1x3 — ZX% + 6x2Xx3 — 4x%. Ekkor q matrixa

5 -2 2
Ag=|-2 -2 3
2 3 4
és
X1
q(x1,x2,x3) = (x1,%2,%x3) - Aq - | X2
X3

Hav=(3,1,4)", akkor

7—q(v) =(3,1,4) - Aq - (3, 1,4)78—=(21,4,-7) - (3,1,4)T = 39.
—_——

(21,4,=7)

8.1. Kanonikus alak

8.10. Definicié (majdnem kanonikus alak). A q: R™ =5 R, q(x1,...,xn) = Z;l:] aj,jxj2+21<j<k<n 205, 1% Xk
kvadratikus alak majdnem kanonikus alakii, ha aj,c =0 (1 < j <k <n).

8.11. Tétel. A q kvadratikus alak pontosan akkor majdnem kanonikus alakt, ha matrixa diagonélis.

8.12. Példa. A

“2xf, X333, 3xF x5 HAxd, X —x3—x

kvadratikus alakok majdnem kanonikus alakaak.

8.13. Definicid (szimmetrizalt elemi atalakitasok). Az A szimmetrikus matrix szimmetrizalt elemi atalaki-
tasai az alabbiak:
1. az A maétrix i-edik és j-edik soradnak cseréje, majd az A matrix i-edik és j-edik oszlopanak cseréje,
2. az A matrix i-edik sorat szorozzuk egy c # 0 valds szammal, majd az A matrix i-edik oszlopanak szorzasa
a ¢ szammal,
3. az A maétrix i-edik sordnak c-szeresét hozzaadjuk a j-edik sordhoz, majd az A matrix i-edik oszlopénak
c-szeresét hozzaadjuk a j-edik oszlopahoz (¢ € R).

8.14. Tétel. Tetszbleges A szimmetrikus métrix szimmetrizalt elemi atalakitasokkal diagonalis alakra hozhato
agy, hogy a diagonalis méatrix fatlojaban —1-esek, 1-esek és 0-ak vannak.

1
8.15. Példa. Legyen A = | 2 3 5 . Ekkor
3

1 3 1 0 0 1 0 0 1 0 0
A ~ 0 —1 — ~ o -1 -1 ~ 0o -1 0 ~ o -1 0|,
2i+-2xm {3 g 2 Bl+=3x01 \ g 1 _7)B+=0x21\y o ) ivesi\y o 1
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8.16. Tétel. Legyenek A, B € R™*™ szimmetrikus matrixok. Ha A Z B, akkor qa és qp értékkészlete megegye-
zik, valamint ugyanannyi helyen veszik fel értékiil a 0-at.

8.17. Megjegyzés. Ha a D € R™*™ métrix diagonalis, D = diag(a,...,a,), ahol aj,...,an € {—1,0, 1}, akkor
a kovetkezd esetek lehetségesek:

(1) a3 =---=an =1, ekkor

qp =x{ + -+ xq,
q(v) = 0 és q(v) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha v =0,
= an = —1, ekkor
b ===,
q(v) <0 és q(v) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha v =0,

B) ay=--=ap=1,ap41 =---=an =0 (0<p<n), ekkor

qD=x%+~-~+xf,,

q(v) = 0 és q(v) =0 pontosan akkor teljesiil, ha v =(0,...,0,%,...,*), ahol az els6 p komponens 0,
4 ag=--=am=—1, amqe1 = -=an =0 (0 < m < n), ekkor
T

ahol az els6 m komponens 0,

q(v) < 0 és q(v) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha v = (0,...,0, %, *),
0 (0 < p,m < n), ekkor

(5) a1:...:ap:]’ ap+1:"':ap+m:_]) ap+m+1:...f

*)

32 2 2 2
qp = X7+ -+ X; = Xp 1~ Xy,

és g értékkészlete R

1 2 3
8.18. Példa. A g kvadratikus matrixa legyen Aq = |2 3 5 |. A korabbi szdmolas alapjan Ag4 D=
3 5 2

1 0 0
0 —1 0 |. Az el6z6 jeloléseket hasznalva p =1, m = 2, ezért qp értékkészlete R, tehat qp, és igy q is az
0 0 -1

(5) esethez tartozik.

Videé: | Kvadratikus alakok II.

8.2. Kvadratikus alakok osztalyozasa

8.19. Definici6é (kvadratikus alakok osztéalyozéasa). Legyen q: R™ — R kvadratikus alak. Ekkor
1. q pozitiv definit, ha q(v) > 0 (v € R") és q(v) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha v =0,
2. q negativ definit, ha q(v) <0 (v € R™) és q(v) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha v =0,
3. q pozitiv szemidefinit, ha q(v) > 0 (v € R™), és van olyan v # 0, amelyre q(v) =0,
4. q negativ szemidefinit, ha q(v) < 0 (v € R"), és van olyan v # 0, amelyre q(v) =0,
5. q indefinit, ha q értékkészlete R.

8.20. Tétel (Sylvester Tehetetlenségi Tétele). (a) Tetsz6leges q: R™ — R kvadratikus alak esetén q méatrixa
szimmetrizalt elemi atalakitdsokkal diagonalis alakra hozhato, s6t olyan D € {—1,0, 1}™*™ diagonéalis méatrix is

van, amelyre A D teljestil.
b) Legyen q: R™ — R kvadratikus alak. Ha Dy,D, € {—1,0,1}™*™ olyan diagonalis méatrixok, amelyekre
q

D; % Aq ' D, teljesiil, akkor a Dy és D, matrixok fsatlojaban 16v6 (—1)-esek, 1-esek és 0-ak szama megegyezik.


https://youtu.be/cfyJ6qqayvc
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8.21. Definici6é (kanonikus alak). Legyen q: R™ — R kvadratikus alak. Ekkor

0

1

0

0
Agp=yi+.. .y% — yéﬂ — = y%+m kvadratikus alakot q kanonikus alakjanak nevezziik.

8.22. Példa. Legyen q: R® — R, (x1,x2,x3)7 = X% + 2x1x2 — 2x1x3 + 5%5 + 2x3 + 2x2x3 kvadratikus alak.
Ekkor q maétrixa

11 100
Ag=|1 5 1 |Z..%|o 1 o0
-1 1 2 000

Igy q kanonikus alakja: y% +y3, azaz q pozitiv szemidefinit.

8.23. Tétel (osztalyozas kanonikus alakban). Legyen q: R™ — R kvadratikus alak, melynek kanonikus alakja:
2 2 2 2
Y3 ++yp _yp+] — "~ Ypim-
1. Ha p =n, akkor q pozitiv definit.
Ha p <n é& m =0, akkor q pozitiv szemidefinit.
Ha m =n, akkor q negativ definit.
Ha m <n és p =0, akkor q negativ szemidefinit.
Ha p, m > 0, akkor q indefinit.

AN e

8.24. Tétel (kanonikus és majdnem kanonikus). Legyen q: R™ — R kvadratikus alak, melynek majdnem
kanonikus alakja: ajy? + --- + any3. Ekkor q kanonikus alakja yZ + --- + y% — 9129+1 — = yéﬂm ahol
p=Hilai>0} é m=[{ilai <0}

8.25. Példa. Legyen q az a kvadratikus alak, amelynek matrixa

0 2 3
Ag=12 0 =2
3 20

Ekkor q(x1,%x2,%x3) =4x1%2 + 6X1%3 —4x2X3 (X1,X2,X3 € R) és

, 4 2 1 , 4 0 1
Aq ~ 2 0 -2 < 0o -1 -5/
M+1x2I\ 1 ) o ) RI+=1/2x00 | —5/2 0
‘ 4 0 0 ‘ 4 0 0
z 0 -1 —5/2 < 0 —1 0

[3]+(—1/4)x[2] 0 _5/2 _1/4 [3]4+(—5/2)x (2] 0 0 6

Igy q majdnem kanonikus alakja 4y? —y3 + 69%, aminek kovetkeztében q kanonikus alakja y3 + y3 — y%, azaz
g indefinit.

0o 2 3
8.26. Példa. Legyen q az a kvadratikus alak, amelynek métrixa Aq = |2 0 —2|. Ekkor
3 =2 0

q(0v1)1) :(0)131) 'Aq '(0)1»1)T: (5)*2a*2)'(0)])1)1— :*4)
q(1a1»0) = (])1a0) 'Aq . (131»0)T = (2)2)]) . (])1a0)T :4»

igy q indefinit.
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8.3. Féminorok

8.27. Definicié (féminor). Legyen A = (ai j)nxn négyzetes matrix. Ekkor A féminorjainak nevezziik az

a.g e Q1 x ai.g cee Q1n

) )

Qx,1 cee Ok Qn,1 oo Qnn
determinansokat, azaz a matrix ,bal fels6 sarkdban” elhelyezked6 aldeterminansait.

8.28. Példa. Az A = (i-j — [i — j|)ax4 métrix f6minorjai:

G Y e s 6|y
_’14_’]59_’15911_'
1 6 11 16

8.29. Tétel (féminorok és PDKA-k). A q kvadratikus alak pontosan akkor pozitiv definit, ha A4 minden
féminora pozitiv.

8.30. Tétel (fominorok és NDKA-k). A q kvadratikus alak pontosan akkor negativ definit, ha Ag féminorjai
valtakozo elGjeltiek és az elsé fé6minor negativ.

8.31. Megjegyzés. Ha az A matrix k-adik féminora dy, akkor a —A matrix k-adik féminora (—1)*dy. Ha a q
kvadratikus alak pozitiv definit, akkor a —q kvadratikus alak negativ definit, melynek matrixa —A.

8.32. Példa. A q: R* — R, (u,x,y,z) — 16u? + 2ux + 12uy + 22uz + x? + 2xy + 2xz + 4y? + 10yz + 922
11 1 1

kvadratikus alak pozitiv definit, mivel matrixa A4 = } g g 161 , melynek minden f&minora pozitiv. (Vé.:
1 6 11 16

g=(x+y+z+w?+3(y+8/6z+5/3u)% +8/3(z+5/4u)% +5/2u?.)

8.33. Példa. A q: R® - R, (x,y,2)" — —x? — 2xy — 2y? — 2xz — 4yz — 3z? kvadratikus alak negativ definit,
-1 -1 -1

mivel matrixa Aq = | =1 —2 —2 |, melynek f6minorai: —1, 1 és —1. (Vé.: ¢ = —(x+y+2)? — (y +2)* — 22.)
-1 -2 -3

8.4. Leontief modell és a f6minorok

A 7.132. Tételt (és igy a 6.11 Tételt is) bovithetjiik tjabb ekvivalens feltétellel a f6minorok vizsgalatanak segit-
ségével.

8.34. Tétel. Legyen G olyan gazdasag, melynek n agazata van (n € N), valamint legyen C € (R{)™™ a
raforditasi matrixa e gazdasagnak. Ekkor az x = Cx + d egyenletnek akkor és csak akkor van tetszéleges d > 0
esetén x > 0 megoldasa, ha a kovetkezd ekvivalens feltételek valamelyike teljesiil:

e (E—C)7! létezik, minden eleme nemnegativ, és C™ — 0, ha m — oo.

e C minden sajatértékének abszolutértéke kisebb, mint 1.

e Az E — C matix k. f6minorai mind pozitivak tetszéleges k = 1,..., 1 esetén.

Mivel az x = Cx+d egyenlet megoldhatosagabol kovetkezik a gazdasag mikodsképessége (1d. 6.12. Definicio),
igy az E — C matrix féminorai alapjan is eldontheté a miikodGképesség.



9. Operacidkutatas/Linearis programozas

Vide6: | Operaciokutatas (bevezetés)

A gyakorlatban felmeriil6 konkrét problémék altalaban nem egyszert linearis egyenletrendszerekre vezetnek,
hanem legtobbszor specialis feltételek is adottak:

e egyenletek helyett példaul egyenlStlenségek szerepelhetnek,

e a valtozok altalaban nem negativak.
Réadasul legtobbszor nem az Osszes megoldést keressiik, hanem egy bizonyos szempontbo6l optimalis megoldast.
Ilyen problémak megoldaséaval foglalkozik az operacidokutatas. Mi az operacidkutatason beliil, a linearis prog-
ramozassal megoldhaté feladatokkal fogunk foglalkozni.

9.1. Standard és LKA feladatok

9.1. Példa. Egy gyarban 3 féle terméket gyartanak: széket (S), asztalt (A), ajtot (J), melyekhez 2 féle nyersanyag
sziikséges: faforgacs (F) és ragaszto (R). Az egyes termékekhez sziikséges nyersanyagmennyiségeket az alabbi
maétrix tartalmazza:

F R
S /1 3
Al2 4
J\3 2

A cégnek a székeken 10 Ft, az asztalokon 4 Ft, az ajtokon pedig 3 Ft nyeresége van, mig a raktaraiban 100 egy-
ségnyi faforgacsa és 50 egységnyi ragasztoja van. Melyik termékbdl mennyit allitson eld, hogy a profit maximélis
legyen?

A probléma az alabbi feladatra vezet: keressiik azon x1,x2,x3 valos szamokat (most tekintsiink el attol, hogy
egészeket keresiink, hiszen az xi-k a termeékek darabszamat jelolik), amelyekre:

X1 +2x2 +3x3 < 100
3x1+4x2 +2x3 < 50
X1,X2,X3 p 0

teljesiil. Ezen (x71,x2,%3) € R? megoldasok koziil szeretnénk meghatarozni egy olyat, amelyre a profit értéke,
10x7 +4x5 + 3x3
maximalis.

9.2. Definici6 (alapfeladat). A linearis programozas az alabbi alaki problémakkal foglalkozik:

anxy + ... 4+ amxa < () by

Qm1X1  + ... + QmaXn < (2) bm
Xy < (2) Ci (i el
Xj ER(e])

caxr + ...+ CnXn — min (max)


https://youtu.be/J-Kvm2Zk5qc
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Azaz, linearis egyenletek helyett (lineéris) egyenlStlenségek szerepelnek, valamint némely valtozokra (x; (1 € 1))
also, illetve fels6 korlatok adottak, mas valtozokra pedig nincs semmilyen korlat (x; (j € J)). Ezen kiviil adott
egy fliggvény (az tgynevezett célfiiggvény), és olyan megoldast keresiink, amelyre az adott fiiggvény minimalis
(maximalis) értéket vesz fel.

Az Alapfeladat atalakitiasa. A probléma megoldasahoz elGszdr atalakitjuk a feltételeket, a kévetkezOképpen:
e A jobboldali konstansok legyenek nemnegativak.
e A tibbvaltozos egyenlStlenségek helyett egyenletek szerepeljenek.
e MINDEN x; (£ € 1U]) valtozéra egy feltétel vonatkozzon csak: x¢ > 0.
o A célfiiggvényt minimalizalni kelljen (ne maximalizalni).
Az atalakitasok legtobbszir természetesen adédnak, nézziink most néhany példat.

9.3. Példa. (a) Ha egy egyenl6tlenség jobb oldala negativ, szorozzuk meg (—1)-gyel:
X1 —2X3 +x3 > —3 & —x1 +2x3 —x3 < 3.

(b) Egyenl6tlenségeket 1j (nemnegativ) valtozok bevezetésével alakitsuk egyenletté:

e X1 —X2+2x3 23 x1 —%X2+2x3—x4 =3 (x4 = 0),

e X1 —X2+2x3 K3 E= X1 — X2+ 2x3+x4 =3 (x4 = 0).
(c) Korlat nélkiili valtozokat helyettesitsiik két nem negativ valtozo kiilonbségével: x¢ =y1 —yz2 (y1,y2 = 0).
(d) Ha a ceélfiiggvényt maximalizalni kell, akkor szorozzuk meg (—1)-gyel: 10x7 +4x3 +3x3 — max < —10x; —
4X2 — 3X3 — min.

Ezen atalakitasok elgbb-utobb véget érnek, vagyis ha valamit egy atalakitassal kijavitunk, azzal nem rontunk
el valami mast. Elvégezve a megfelels atalakitdsokat, a feladat specialis alaku lesz: standard feladat.

9.4. Definici6 (standard feladat). Az alabbi alaku problémat nevezziik standard feladatnak:

anxy + ... + AinXn = by
amiXxt 4+ ... 4+ AmnXn = bn
xe = 0(1<i<n)
caxr + ...+ CnXn — min (max)

ahol by,...,bm > 0.

9.5. Megjegyzés. Standard feladat esetén
e MINDEN véltozéra nemnegativitési feltétel vonatkozik,
e a célfiiggvényt MINIMALIZALJUK,
e a valtozokra vonatkozoé nemnegativitasi feltételek kivételével csak egyenletek szerepelnek, NEMNEGATIV
jobboldallal.

9.6. Definicio (lehetséges kanonikus alaku feladat). Az alabbi alaka standard feladatokat hivjuk lehetséges
kanonikus alaku feladatoknak (réviden LKAF):

X1+ anXmy1r + ...+ QinXmen = by
Xm T QmiXmge1 + ...+ GmaXmen = bn
xe > 0(1<i<m+n)
C1Xm+1 + ... + CnXmin — min (max)

ahol by,...,byy = 0.

9.7. Megjegyzés. Azaz a LKAF-ban minden egyenlethez tartozik egy valtozd, amely csak az adott egyenletben
szerepel (még a célfliggvényben sem!), és az adott egyenletben az egyiitthatoja 1, ezek az ugynevezett kiemelt
valtozok vagy bazisvaltozok.

9.8. Példa. A kovetkezd feladat lehetséges kanonikus alaki feladat:

—2x1 + x2 — 2x3 — 2x = 3
2x1 + X3 + X4 — 3xg = 4
3xq —  3x3 + x5 — 2x¢ = 5

X1yX2yX3yX4,X5,X6 > 0
2x1 4+ 3x3 +  5x¢ —  min
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Ugyanis:
X2 — 2X1 — 2X3 — 2X6 = 3
X4 + 2x1 + x3 — 3x = 4
x5 4+ 3x1 — 3x3 — 2x6 = 5
X1,X2,X3,X4,X5,Xg > 0
2x7 + 3x3 + 5% — min

kiemelt valtozok /bazisvaltozok: x2, x4, Xs.

9.9. Megjegyzés. A LKAF egy fontos jellemzGje, hogy konnyen leolvashato belSle az egyenletrendszer egy
megoldasa, az un.bazismegoldas.

9.10. Definici6 (bazismegoldas). Bazismegoldasnak nevezziik a LKAF-ban foglalt egyenletrendszer azon meg-
oldasat, amikor a kiemelt valtozok/béazisvaltozok az rendre a jobboldali konstansokkal egyenlék, a t6bbi valtozo
pedig 0 értéket vesz fel, azaz x; =b; (1 <i<m)ésx; =0 (m+1<j<m+n).

9.11. Példa. A 9.8. Példa esetén:

X2 — 2X1 — 2X3 — 2X6 = 3
X4 + 2x7 + X3 — 3x¢ = 4
X5 + 3X1 — 3X3 — 2X6 = 5
X1,X2yX3,X4,X5,X6 > 0

2x7 + 3x3 + 5% — min

a bazismegoldas: xo =3, x4 =4, x5 =5, x1 =x3 =x =0.

9.2. A Szimplex algoritmus

A modszer 1ényege, hogy a lehetséges kanonikus alaku feladatokat elemi bazistranszformaciok sorozataval oldjuk
meg: els6 lépésként felirjuk a feladat szimplex tablajat. A tablazat sorai az egyenleteknek felelnek meg, a
sorok cimkéi most nem a bazis vektorok, hanem a kiemelt valtozok/bazisvaltozok, a célfiiggvény egyiitthatoit
pedig egy kiilon sorba irjuk.

9.12. Példa. A 9.8. Példa szimplex tablaja:

0. X1 X3 X6
X | -2 -2 =2
X4 | 2 1 =3
x5 | 3 —3 =2
z 2 3 5

ol ~ wWo

A Szimplex algoritmus lényege, hogy a fenti tablazatban megfelels generalo elemet valasztva egyre kozelebb
keriiliink az optimalis megoldashoz.
(Mikor ér véget az algoritmus?) Az szimplex algoritmus kétféle eredménnyel érhet véget:
1. Ha a célfiiggvényben nincs negativ egyiitthato, akkor a bazismegoldas optimaélis. A célfliggvény optimumaé-
nak (—1)-szerese a jobb alsoé sarokban szerepld szam.
2. Ha a célfiiggvényben van olyan negativ egyiitthato, melynek oszlopaban nincs pozitiv szam, akkor a cél-
fliggvény alulrél nem korlatos a lehetséges megoldasok halmazéan, tehat barmilyen kis értéket felvehet.
A 9.8. Példa LKAF-a az 1. esetre példa.

9.13. Példa. Az

X1 — X2 = 0
X1,x2 = 0
— X2 — min
LKAF esetén a célfiiggvény alulrdl nem korlatos, tehat z(xq,x2) = —x; célfiiggvény barmilyen kis értéket felvehet.
A LKAF szimplex tablaja:
0. X2 b
X1 —1 0
z | =110

A célfiiggvény negativ egyiitthatoju oszlopaban nincs pozitiv szam, igy a 2. eset all fenn.
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A generalo elem kivalasztasa tobbféleképpen torténhet, a legegyszeriibb algoritmus:
e Ha a célfiiggvénynek nincs negativ egyiitthatdja, vagy van olyan negativ egyiitthato, melynek oszlopaban
nincs pozitiv szam, akkor az algoritmus véget ért (1d.: ,az algoritmus vége”).
e Ha nem teljesiilnek az el6z6 feltételek, akkor van olyan negativ célfiiggvény-egyiitthato, melynek oszlopaban
szerepel pozitiv szam:
1. keressiik meg ezen célfiiggvény-egyiitthatok koziil a legkisebbet,
2. majd az oszlopdban valasszuk azt a pozitiv egyiitthatot generalé elemnek, melynek kivalasztasa ese-
tén a jobboldali konstansok egyike sem valik negativva, ehhez azt az elemet kell valasztani, ahol a
konstans/egytitthato hanyados a legkisebb lesz.

9.14. Példa.
0. X4 X5 X6 X7 b a bi/ai,j arany
X1 1 2 T =113 3/1
x2| -1 0 2 2| 4 42
x3 | 3 -1 3 1 5 5/3
z |1 1 =3 2 |2

~~» A —3 a legkisebb olyan negativ célfiiggvény-egyiitthato, amelynek oszlopaban szerepel pozitiv szam.

~+ Az utols6 oszlop tartalmazza a konstans/egytitthaté hanyadosokat, ezek koziil a 3-hoz tartozé hanyados a
legkisebb, igy azt valasztjuk generald elemnek.

~» Ha a —3 oszlopdban mas generald elemet valasztottunk volna, akkor a konstans oszlopban a kévetkezd
lépésben megjelennének negativ szamok.

Generalo elemet addig kell valasztanunk, mig az algoritmus véget nem ér (Id.: ,az algoritmus vége”).

9.15. Megjegyzés. e Az algoritmus hibaja az, hogy nem feltétleniil ér véget véges sok 1épésben, szerencsére
ez csak gy fordulhat el6, hogy végtelen ciklusba keriiliink.
e A generalo elem kivalasztéasanak stratégiajaval az algoritmus gyorsithatd, valamint a végtelen is ciklusok
elkeriilhetdk.

9.16. Példa. Oldjuk meg az

X1 + X3 = 3

X2 + 2x3 + 2x4 = 8

X1,X2,X3,X4 = 0

— 2Xx3 — X4 — min
lehetséges kanonikus alakt feladatot szimplex algoritmus segitségével.

0. X3 X4 b 1. X1 X4 b 2. X1 X2 b
x; | 14— 0 |3 - x3 | 1 0 3 - x3 | 1 0 |3
X2 2 2 |8 X2 | =2 26—* | 2 xq | =1 1/2 |1
z -2 —110 z | 2 —1 16 z 1 1/217

Nincs negativ célfiiggvény-egylitthato, ezért a bazismegoldas: x = (0,0, 3, 1) optimalis, a célfiiggvény értéke ezen

a helyen: z(x) = —7.
9.17. Példa. Oldjuk meg az

X1 + X3 — x4 = 3

X2 4+ 2x3 — 3x4 = 8

X1,X2,X3yX4 > 0

— 2Xx3 — X4 — min
lehetséges kanonikus alaki feladatot szimplex algoritmus segitségével.

0. X3 X4 | b 1. | x1 x4 | b
X1 14—* —1 3 — X3 1 —1 3
X2 2 -3 1|8 x| —2 =112
z -2 =110 z 2 =316

Mivel a célfiiggvényben van olyan negativ egylitthato, melynek oszlopadban nincs pozitiv szam, igy a célfiiggvény
alulrél nem korlatos, barmilyen kis értéket felvehet.



10. Tematika és ajanlott irodalom

A 10A103 kodua Lineéaris algebra (kézgazdaszoknak) targy tematikaja, valamint az el6adashoz és a gyakorlathoz
ajanlott irodalmakat talalja itt a kedves olvaso.

10.1. Tematika

Masod- és harmadrendi determinénsok. Az m-edrendt determinans bevezetése, a sor szerinti kifejtési tétel. A
determinansok elemi tulajdonsigai, transzponalas, dualitasi elv. Cramer-szabaly.

Vektorterek. Linearis fliggdség és fiiggetlenség. Vektorrendszer rangja, vektortér bazisa, dimenzioja. Méatrix
rangja, rangszamtétel és kovetkezményei. Kronecker—Capelli-tétel.

Az altalanos linearis egyenletrendszer megoldésa. Gauss-eliminacio, Cramer-szabalyra vald visszavezetés.
Homogén linearis egyenletrendszerek. Megoldastér, fundamentalis rendszerek.

Béazisatmenet, elemi bazistranszforméacio és alkalmazasai.

Miiveletek matrixokkal. A szorzatmatrix rangja, determinansok szorzastétele. Inverzmatrix. Méatrix-egyen-
letek megoldasa.

Sajatérték, sajatvektor.

Kozgazdasagi alkalmazas: agazati kapcsolatok mérlege.

Lineéris algebrai el6késziilet az operaciokutatas késébbi tanulasahoz.

Kvadratikus alakok. Kanonikus alak, kvadratikus alakok osztalyozasa, pozitiv definit, pozitiv szemidefinit,
indefinit alakok.

10.2. Ajanlott irodalom

e Megyesi Laszlo: Linedris algebra, Polygon (2007)
o Megyesi Laszlo: Linedris algebrai feladatok, SZTE jegyzet (1999)
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