LINEARIS ALGEBRA

(KOZGAZDASZOKNAK)

10A104 6. FELADATSOR

SAJATERTEK, SAJATVEKTOR, KVADRATIKUS ALAKOK

6.1. Feladat. Adjunk meg bézist a kdvetkez6é homogén linedris egyenletrendszerek megoldasterében.

X1 + x2 — 2x3 = 0 X1 + X2 + X3 =0
(a) X1 — X2 — X3 = 0 (b) X1 — X2 — X4 = 0
2x1 — 3x3 = 0 X1 + 2x2 4+ 3x3 = 0
X1 + x4 = 0
(c) X1 + 2x2 4+ x3 = 0
2x; + x3 — x4 = 0
X1 — 2x2 + 3x3 — 2x4 + x5 = 0
(d) —x1 + X2 — x3 + x4 + 2x5 = 0
X7 — 3x2 4+ 5x3 — 3x4 + 4dxs = 0

6.2. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi méatrixok sajatértékeit:

@ (1 7)) o (4 ) @ (1 3)

3 1 =5 1 —4 -5 4 -3 -1
(d (0 3 —5]; e) -1 —6 —9]; 11 —4 =5
o1 =2 1 4 7 -1 3 4
6.3. Feladat. Adjunk meg az A matrix A sajatértékéhez tartozo sajatalterében béazist.
-2 2 1 2 1 -1
(a)A=[-2 3 1], A=1; (b)A=|0 3 —1|,A=2
-2 2 2 o1 1
-1 0 0 1 2 1
(c)A=|8 3 4|, A=-1,; (dA=|—-1 3 0|, A=2.
-2 -1 =2 1T -1 2
6.4. Feladat. Sajatvektora-e a v vektor az A méatrixnak?
2 3 20
0o 9 —4 0o 9 -4
(c)v=0544),A=(—-4 0 9 |; (d)v=(9,-58),A=[—-4 0 ¢
—4 9 0 -4 9 0

6.5. Feladat. Hozzuk kanonikus alakra a V vektortéren értelmezett valds kvadratikus alakokat, és
hatdrozzuk meg az osztdlyukat (pozitiv/negativ (szemi)definit, indefinit).

(a) V=R2, xI—2x1x3 +x3; (b) V=R2 —4x] +4x1x2 —4x3;
() V=R3 8% +x3+x3—4x1x2 —4x1%3; (d) V=R3 x}+6x3+4x3 +4x1x2 — 4xzx3;
(e) V=R3 2x1x3 — 2x1x2 — 2X2X3; (f) V=RY x1x2 +%x2%3 + X3X4.

6.6. Feladat. Dontsiik el, hogy igaz vagy hamis az allitas.

(a) Ha egy (n x n)-es matrix determindnsa 1, akkor a rangja n.

(b) Ha egy (n X n)-es matrix determindnsa 0, akkor a rangja n — 1.

d

(e) Ha egy homogén linedris egyenletrendszer megolddstere 5 dimenzids, akkor az egyenletrendszer
legalabb 5 ismeretlent tartalmaz.

)
)
(¢) Ha egy (k x 1)-es matrix két sora ardnyos, akkor a rangja nem lehet k.
(d) Van olyan homogén linedris egyenletrendszer, melynek nincs megoldasa.
)



(f) Ha egy homogén linedris egyenletrendszer megolddstere 5 dimenziés, akkor az egyenletrendszer
legaldbb 5 egyenletbdl all.

(g) Ha egy homogén linedris egyenletrendszernek tobb véltozdja van, mint egyenlete, akkor a meg-
oldastere legalabb 1 dimenzids.

(h) Az (1 %) matrixnak sajatértéke az 1.

2
o -1 2

(i) A[—-1 0 —2| méatrixnak sajatvektora a (—1,1,1).
2 =2 3

(j) Ha u és v egy A matrix sajatvektorai, akkor u+v is.
(k) Ha A és v sajatértékei egy A mdtrixnak, akkor A + v is sajdtértéke A-nak.

(1) Ha egy kvadratikus alak métrixdnak féminorai rendre —1, —3 és —5, akkor a kvadratikus alak
negativ definit.

(ly) Ha egy kvadratikus alak métrixdnak sajatértéke az 1, akkor a kvadratikus alak pozitiv definit.

’ A 6.7-18. Feladatokban a megadott négy valaszbdl csak az egyik helyes, dontstik el, melyik.

6.7. Feladat. Egy homogén lineéris egyenletrendszernek ...

(a) pontosan akkor van megolddsa, ha az egyiitthatémétrixdnak determindnsa nem nulla.

(b) pontosan akkor van megolddsa, ha az egyiitthatématrixdnak determindnsa nulla.

(¢) mindig van megolddsa.

(d) mindig pontosan egy megolddsa van.

6.8. Feladat. Tekintsiink egy n-véltozés homogén linearis egyenletrendszert, amely megolddsainak altere
két dimenzids. Vegylink egy v, v, linedrisan fiiggetlen vektorrendszert a megoldasainak alterében. Ekkor
az u vektor pontosan akkor megoldasa az egyenletrendszernek, ha u ...

(a) skaldrszorosa vagy a vi, vagy a v, vektornak.

(b) Gsszege a vq és v, vektoroknak.

(c) a zérusvektorral egyenld, azaz v és vy egymads ellentettje.
(d) tetszdleges linedris kombindcidja a vy és vo vektoroknak.

6.9. Feladat. Tekintsiink egy n-valtozos homogén linedris egyenletrendszert, és legyen az egyiitthato-
matrixanak rangja r. Ekkor az egyenletrendszer megoldasterének dimenzidja ...

(a) mindig kisebb, mint T. (b) mindig nagyobb, mint 1.

(c) pontosan . (d) pontosan n — .

6.10. Feladat. Egy tetszOleges homogén linearis egyenletrendszer megoldastere ...

(a) mindig tartalmazza a zérusvektort.
(b) sohasem tartalmazza a zérusvektort.

(c) kizardlag a zérusvektorbdl all.

(d) mindig tartalmaz a zérusvektortdl kiilonboz6 elemet.

6.11. Feladat.

1

) Egy négyzetes matrixnak mindig van legaldbb egy sajdtértéke a valds szdmok kozott.

) Ha egy négyzetes métrixnak van legaldbb egy sajétértéke a valds szdmok kozott, akkor van tobb is.
) Ha egy mdtrixnak van sajdtértéke a valds szamok kozott, akkor az csak négyzetes matrix lehet.

) Ha egy métrixnak nincs sajatértéke a valds szdmok kozott, akkor az nem lehet négyzetes métrix.

(
(
(
(

.12. Feladat.

1

) Egy métrix karakterisztikus polinomjdnak mindig van a valés szdmok korében gyoke.

) Ha egy métrix karakterisztikus polinomjanak van legaldabb egy gyoke, akkor van t&bb is.
) Egy matrix karakterisztikus polinomjanak mindig van egynél t6bb gyoke.

d) A fenti hdrom 4llitds mindegyike hamis.

(
(
(
(



6.13. Feladat. Egy méatrix adott A sajatértékéhez tartozd sajataltere ...

(a) kizdrdlag az ugyanehhez a sajatértékhez tartozé Osszes sajatvektorbdl 4ll.
(b) tartalmazza az ugyanehhez a sajdtértékhez tartozé Gsszes sajitvektort.

(¢c) nem tartalmazza az ugyanehhez a sajdtértékhez tartozé osszes sajatvektort.
(d) tartalmazza a métrix Osszes sajatértékéhez tartozé Osszes sajatvektort.

6.14. Feladat. Egy A € R3*3 métrix A sajatértékéhez tartozé sajatalterének dimenzidja ...

(a) lehet nagyobb, mint 3.

(b) mindig pontosan 3.

(c) lehet kisebb, mint 3.

(d) pontosan akkor lehet 3, ha van a A sajatértékhez tartozé 3 kiilonbo6zé sajatvektor.

6.15. Feladat. Egy A € R™™ maétrix A sajatértékéhez tartozé sajdtalterének dimenzidja ...

(a) mindig pontosan n.

(b) lehet, hogy kisebb, mint n, de nagyobb, mint az A — A - E;, métrix rangja.
(c) egyenls az A — A - B, métrix rangjdval.

(d) lehet kisebb, mint az A — A - E;, métrix rangja.

6.16. Feladat. Egy n-valtozos kvadratikus alak kanonikus alakjaban ...

(a) csak mésodfokud tagok vannak, a tagok szdma mindig pontosan n.
(b) csak mésodfoki tagok vannak, a tagok szdma mindig kisebb, mint n.
(c) esak masodfoku tagok vannak, a tagok szdma legfeljebb n.

(d) van elséfoki tag, ha a kvadratikus alak szemidefinit.

6.17. Feladat. Egy kvadratikus alak matrixa ...

(a) transzpondldskor nem véltozik.

(b) ha tartalmaz nulldt, akkor a kvadratikus alak szemidefinit.

(c) felsé trianguléris matrix, ha a kvadratikus alak pozitiv definit.
(d) mindig diagondlis métrix.

6.18. Feladat.

(a) Negativ definit kvadratikus alak minden féminora negativ.

(b) Pozitiv definit kvadratikus alak minden féminora pozitiv.

(c) Pozitiv definit kvadratikus alak féminorai felvehetnek pozitiv és negativ értékeket is.
(d) A fenti hérom &llitds mindegyike hamis.

inl m [ m}
NEHEZEBB FELADATOK

6.19. Feladat. Adjuk meg az aldbbi egyenletrendszer megoldasat az a valds paraméter értékétél fiiggben.

X1 — 3x + 2x3 = 1
2x1 — 4dxy + 83 = 0
—3x1 4+ 5x; — 1dx3 = a

6.20. Feladat. Adjuk meg az alabbi egyenletrendszer megoldasat az a valds paraméter értékétol fliggben.

—x1 + 3x2 + X3 + 2x4 = 3

2x7 — 3x2 + 83 + axq = 0
—x1 + 5xp 4+ 1Ix3 + 2x4 = 7
X1 + 4xy; 4+ 4dx3 + 8x4 = 5

6.21. Feladat. Melyek igazak a kovetkez6 allitasok koziil tetszoleges m egyenletbdl allé n ismeretlenes
linearis egyenletrendszerre? Ha nem teljesiil az allitas, adjunk ellenpéldat.

(a) Ha n > m, akkor végtelen sok megoldds van.



(b
(c
(d

) Ha n = m, akkor pontosan egy megoldés van.

)

)
(e) Ha m < n, akkor nem lehet pontosan egy megoldas.
(f)

)

Ha pontosan egy megoldas van, akkor n = m.

Ha n < m, akkor nincs megoldas.

f
(g

Ha n = m és végtelen sok megoldas van, akkor az egyiitthatokbol 4llé determinans 0.

Ha n = m és az egyiitthatékbdl allé determinans 0, akkor végtelen sok megoldas van.

6.22. Feladat. Adjuk meg az alabbi homogén linedris egyenletrendszerben az a valds paraméter értékét
gy, hogy a megoldastér dimenzidja 3 legyen, valamint ekkor adjunk is meg bazist a megoldasterében.

X2 + X3 — axs = 0
—x1 + X2 4+ ax3 — 3xq =0
X1 + ax2 + x3 + 3x3 — 2x5 = 0

6.23. Feladat. Adjuk meg az a paraméter Gsszes olyan értékét, melyekre az aldbbi matrixnak a A valds
szam nem sajatértéke.

1

a—2 1 ¢
(a) (a+2 a),?\:—Z; (b) —aZ } (1) ,A=2.

6.24. Feladat. Adjunk meg olyan, O-t nem tartalmazdé matrixot, melynek (1,—1,3) sajatvektora.
6.25. Feladat. Adjunk meg olyan, 0-t nem tartalmazé (3 x 3)-as matrixot, melynek —3 sajatértéke.

6.26. Feladat. Adjunk meg olyan, O-t nem tartalmazé métrixot, melynek (1,—1,3) és (2,1,—1) sajat-
vektorai.

6.27. Feladat. Az a valds paraméter milyen értékei esetén sajatvektora a v = (1,—1, a) vektor az

1 -3 -4
A=1[-1 1 2
0 1 a

matrixnak?




