LINEARIS ALGEBRA

(KOZGAZDASZOKNAK)

T0A104 5. FELADATSOR

VEKTORTER, ALTER, GENERALAS, LINEARIS FUGGETLENSEG, BAZIS

5.1. Feladat. Allapitsuk meg, hogy az aldbbi részhalmazok koziil melyek alterek az R3 vektortérben.

(a) U ={(x1,%x2,%3) : X1 + 2x2 —x3 = 0}; (b) U ={(x1,x2,%3) 1 X1 —x2 +x3 = 1}
(c) U={(x1,%x2,x3) : 2x1x2 +x3 = O} (d) U={(x1,%x2,x3) : x1 =0 vagy x2 = 0}
(e) U ={(x1,%2,%x3) : X7 =0 és x2 = 0}; () U= {(x1,x2,x3) : x§ +x3 = 0};
(g) U={(x1,%x2,x3) :x1 —x2 +x3 = 1,x1 +x2 +x3 =0}

(a) altér; (b) nem altér; (c) nem altér; (d) nem altér; (e) altér; (f) altér; (g) nem altér.

~ videdk:

5.2. Feladat. Dontsiik el, hogy a v vektor eleme-e az R3 vektortér U alterének. Amennyiben v € U,
akkor allitsuk el6 a v vektort az U alteret generdlé vektorok linedris kombindciéjaként.

(a’) V= (1)*])1% u= [(1)*1»0))(0)0)1)L (b) V= (1)1)1)7 U= [(1»*])2)3(1)0)1)];
(C)V: (],2)1)7 U= [(1>])0))(O)1>]))(])O)1)}; (d)\): (],2)1)7 U= [(1>])1))(1)()»_1))(2»])0)]

[ MecoLDAS. | (a) igen, v = 1-(1,—1,0)+1-(0,0, 1); (b) nem; (c) igen, v = 1-(1,1,0)+1-(0,1,1)+0-(1,0,1);

(d) nem.
~ videé: | 5.2(c)(d)
~ pdf fajl: | 5.2(c)(d)

5.3. Feladat. A rang meghatarozasa nélkiil dontsiik el, hogy az aldbbi vektorrendszerek linedrisan
fliggetlenek, generatorrendszerek, illetve bazisok-e az adott vektortérben.

(a) “»2)_3)7 V:R3§ (b> (1)_131))(0»0»0)7 V:Rs; (C) (2)4) _2)3(3)6) _3)7 V:Rs;
(d) (1»1)2))(])1»3)7 VZRS; (e) (])2)»(1)3)7 V=R

MEGOLDAS.

Linarisan fiiggetlen | Generatorrendszer | Bazis
(a) igen nem nem
(b) nem nem nem
(c) nem nem nem
(d) igen nem nem
(e) igen igen igen

~ pdf fajl: | 5.3(c)(e)

5.4. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi vektorrendszerek rangjat, és dontsiik el, hogy linearisan fiigget-
lenek, generatorrendszerek, illetve bézisok-e az R* vektortérben.

(a) (1,—1,1,2) (1,2,1,2),(-1,0,1,-2),(1,3,5,2);

(b) (1,— -1),(2,2,1,0),(3,1,3,-1),(1,7,—4, 3);

(c) (1,—1 2 1),(1,0,1,2),(—1,2,-3,1);

(d) (1,-1,2,1),(1,0,1,2),(—1,2,-3,0);

(e) (1,1,—-1,2),(1,1,0,1),(1, ),(1,0,1,0) (1,2,3,4);
() (1,1,-1,2),(1,1,0,1), (-1 2,1,1),(0, ,4),(1,4,0,4);
(g) (-1,3,1,2),(-8,3,1,-2),(2,6,2,11),(— 23,1,1)


https://youtu.be/qKWeQjYfdK0
https://youtu.be/QPk5xN8GKLQ
https://youtu.be/D4kCCR4jMb8
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/5.2cd.pdf
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/5.3ce.pdf

(h) (5)_2) _8)4)) (351513_2)» (6) ])_])_4)» (3)3) 7)1)

MEGOLDAS.

Rang | Lindrisan fiiggetlen | Generatorrendszer | Bézis
(a) 3 nem nem nem
(b) 2 nem nem nem
(c) 3 igen nem nem
(d) 2 nem nem nem
(e) 4 nem igen nem
() 3 nem nem nem
(g) 3 nem nem nem
(h) 4 igen igen igen

~ videdk: ’5.4(a) ‘, ’5-4(g) ‘

— pdf f4jl: [ 5.4(c)(e) (h)

5.5. Feladat. Az a paraméter fliiggvényében dontsiik el az alabbi vektorrendszerrdl, hogy linedrisan
fliggetlen, generdtorrendszer, illetve béazis-e a megfelel6 R™ vektortérben.

(a) (1,—4,3,2),(—1,4,-2,—4),(3,—12,a,10);

(b) (1,-1,2),(2,-1,-1),(1,0,a?),(2,—1,a + 4);

(c) (1,2,1,2),(—1,-1,0,—1),(2,—1,a%,a +4);

(d) 1,2 -1,-1),(-1,-1,3,3),(2,5,a,a),(1,0,a* —a —5,-5);
(e) (1,=1,2),(2,—1,—1),(1,0,a?), (2, —1,a + 4).

(a) Ha a = 7, akkor linedrisan fiiggd, egyébként linedrisan fiiggetlen, de nem generdtorrend-
szer, igy bazis sem lehet.

(b) A vektorrendszer minden a valés szdmra linedrisan fliggd, generatorrendszer, igy nem bézis.

(c) A vektorrendszer minden a valés szadmra linedrisan fliggetlen, de nem generatorrendszer, igy bézis
sem lehet.

(d) Ha a # 0,1, akkor vektorrendszer bézis, azaz linedrisan fiiggetlen generatorrendszer. Ha a € {0, 1},
akkor nem linedrisan fiiggetlen, nem generdtorrendszer és nem bézis.

(e) A vektorrendszer minden a valés szamra generdtorrendszer, de nem lineédrisan fiiggetlen.

(
(
(
(

~» videdk:

— pdf fajl: | 5.5(a)

5.6. Feladat. Hatdrozzuk meg az R* vektortér V alterének dimenziéjat, valamint adjunk meg benne
bézist.

(a) V=1[1,— 1,1,2) (1,2,1,2), (=1,0,1,-2), (1,3,5,2)]:

(b) V=1(1,-1,2,-1),(2,2,1,0),(3,1,3,-1),(1,7,—4,3)];

) V= [(1,—1 z 1,(1,0,1,2), (=1,2, -3, 1)];

(d) V=1[(1,—-1,2,1),(1,0,1,2), (~1,2,—3,0)];

() V=1(1,1,-1,2),(1,1,0,1),(1,2,—1,2), (1,0,1,0), (1,2, 3,4)];

£y V=1[(1,1,-1,2),(1,1,0,1), (—1 2,1,1),( ,3,—1,4), (1,4,0,4)].

(b) dim(V) = 2, bazis V-ben: (1,0,5/4,—1/2),( 1,—3/ , /2),

(c¢) dim(V) = 3, bazis V-ben: (1,0,1,0),(0,1,— 1,0),( ,0,0,1);

(d) dim(V) = 2, bézis V-ben: (1,0,1,2),(0,1,—1,1);

(e) dim(V) =4, bdzis V-ben: (1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1);
(f) dim(V) = 3, bézis V-ben: (1,0,0,0),(0,1,0,1),(0,0,1,—1)

~ videé: | 5.6(d)
~ pdf fajl: | 5.6(a)(e)

5.7. Feladat. Adjuk meg a v vektor koordindtasordt a megadott bazisban.


https://youtu.be/HZ-X1ZyAXVA
https://www.youtube.com/watch?v=joaPpW8y7IU&feature=youtu.be
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/5.4ceh.pdf
https://youtu.be/OJOvARs_rBs
https://www.youtube.com/watch?v=KQuQgah-V6E
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/5.5a.pdf
https://youtu.be/-woYJhgbwEE
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/5.6ae.pdf

(a) v=(0,0,0), bazis: (3,-2,1),(-2,5,7),(2,1,2);
(b) v=(1,-1,2), bazis: (1,2,3),(-1,1,-2),(0,2,1);
(c) v=(2,1,-1), bézis: (—4,—2,2),(1,2,4),(—-1,3,9);
(d) v=(1,-1,1), bézis: (1,—1,3),(2,—1,4),(3,—1,4);
(e) v=(6,12,-2), bazis: (3,5,-7),(=5,-3,7),(7,3,5);
(f) v=(1,1,1), bézis: (4,6,7),(-3,5,7),(2,5,6).
MEGOLDAS. | A v vektor koordindtasora:
(a) (0,0,0); (b) (0,—1,0); (c) (=1/2,0,0); (d) (3,—4,2); (e) (3,2,1); (f) (—2/3,—1/3,4/3).

~ vide6:

~ pdf fajlok:|5.7(c)(d) | | 5.7(e) |

5.8. Feladat. Szamitsuk ki az aldbbi matrixok rangjat, valamint adjunk meg benniik maximalis méret
nem 0 értékl aldeterminanst.

1T =2 1 0 1
10 0 L. 201 1 -1 =2

(a) [ -1 0 0}; (b) o o 311 ()13 -1 2 =1 -1
2 00 L 13 0 -1 -3

0o 51 2 4

(a) a matrix rangja 1, nem 0 értékii aldetermindns: (1);

(b) a métrix rangja 2, nem 0 értékii aldetermindns: (1 (1)>,

1T -2 0
(¢c) a métrix rangja 3, nem 0 értékii aldetermindns: {2 1 —1
0 -5 2

~ videé: | 5.8(a)(b)
~ pdf fajl: | 5.8(a)(b)

5.9. Feladat. Hatdrozzuk meg a kovetkez6 matrix rangjat az a valds paraméter fliggvényében:

1 a -1 2 2¢ -1 0 a2

1 1 1 1

(a2 -1 a 5); (b) 0 3 2 1
1 10 —6 1

a 1 1 a

(@)

a2 ha a =
Az (2 —1 a 5| métrix rangja = {
1T 10 —6 1 3, kulonben

(b)
2a =1 0 a?
A 1 1 1 1 i . ha a=1,
Z matrix ran
0 3 2 1 &a 4 kiilénben.
a 1 1 a

~ pdf fajl:

5.10. Feladat. Dontstik el, hogy igaz vagy hamis az allitas.

(a) Ha egy vektortér valamely részhalmaza zdrt az Osszeaddsra, akkor az altér. (Hamis)
(

Barmely vektortér barmely altere zart vektorok kivondséra nézve. (Igaz)

)
)
(c) Ha egy vektortérnek van 0-t6l kiilonb6zé eleme, akkor végtelen sok eleme van. (Igaz)
) Bérmely vektortérnek van altere. (Igaz)

)

(e) A vq,...,vn vektorok barmely linedris kombindcidja eleme az édltaluk generdlt altérnek. (Igaz)


https://www.youtube.com/watch?v=a6SNCdXMlw0
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/5.7cd.pdf
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/5.7e.pdf
https://youtu.be/WCy5PAnN_Rc
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/5.8ab.pdf
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/5.9a.pdf

Bérmely V vektortér és vi,va,vs vektor esetén vi +vy —v3 € [vi,v2,v3]. (Igaz)

Bérmely V vektortér és vi,va,vs vektor esetén vy +vy —v3 € [vy,vy]. (Hamis)

Ha egy vektorrendszer tartalmazza a 0 vektort, akkor linedrisan fiiggd. (Igaz)

Linedrisan fliggd vektorrendszer barmely részrendszere is linedrisan fiiggs. (Hamis)

Az egy vektorbdl &ll6 vektorrendszerek mind linedrisan fiiggetlenek. (Hamis)

R>-ben barmely 6 tagti vektorrendszer linedrisan fiiggs. (Igaz)

R5-ben nincs 4 tagi generatorrendszer. (Igaz)

R™-beli vektorrendszer rangja mindig kisebb, vagy egyenls, mint n. (Igaz)

Ha egy vektorrendszer linedrisan fliggetlen, akkor a rangja megegyezik az elemszdméaval. (Igaz)
Ha V-nek van n elemfi bézisa, akkor nincs n+1 elem linedrisan fiiggetlen vektorrendszere. (Igaz)
Ha V-ben van n elem linedrisan fiiggetlen vektorrendszer, akkor a dimenziéja n. (Hamis)

Ha V-ben van n elemi linedrisan fliggetlen vektorrendszer, illetve n elemii generatorrendszer is,
akkor n dimenzids. (Igaz)

Véges dimenzids vektortér barmely két bazisa azonos elemszamu. (Igaz)

Legyen a V vektortérben a vi,...,vi vektorrendszer linedrisan fliggetlen, az uq,...,u, pedig
generatorrendszer. Ekkor k < n. (Igaz)

Ha a V vektortér egy bazisa vi,v2,Vv3,Vv4,Vs5, és a v vektor koordinatasora ebben a bazisban
(00100), akkor v tagja a bézisnak. (Igaz)

Az R3 vektortér (1,—1,2),(2,1,3),(1,—1,3) bézisdban a (2,—2,5) vektor koordinatasora (1 0 1).
(Igaz)



Az 5.11-22. Feladatokban a megadott négy vélaszbdl csak az egyik helyes, dontsiik el, melyik. ‘

5.11. Feladat. Legyen U = {(x1,x2,%3) : X1 + X2 +x3 = 0} és V = {(x1,%2,%3) : X} + (x2 + x3)? = 0}
alterek R3-ben, ekkor ...

(a)UCV,deUgV (b)VCUdeVgU (U

(@)

5.12. Feladat. Tetszbleges 11, uz, uz, us € R3 vektorok esetén ...

N

\% dVv<u

(a) az uy,uz,us3 vektorrendszer linedrisan fiiggetlen.
(b) az uy vektorrendszer linedrisan fiiggetlen.
(c) az uy,uz,u3,uq vektorrendszer linedrisan fiiggd.
(d) az wuy,uy vektorrendszer linedrisan fiiggd.

(©)

5.13. Feladat. Az a,b, ¢, d paraméterek kozott legalabb hény kiilonbozé értékiinek kell lennie, hogy az
(a,b), (c,d) € R? vektorrendszer linedrisan fiiggetlen legyen?

(a) 1 (b) 2 (c) 3 (d) 4

(b)

5.14. Feladat. Tetszéleges U < R3 altér esetén, melyik &llitds NEM teljesiil?

(a) 0 e U.

(b) Ha uy,uz € U, akkor auy + Buy € U tetszbleges «, B € R esetén.
(c) Van olyan uq,u; € R3, amelyre [uy,u,] = U.

(d) Ha uq,uy € U, akkor [ug,uy] C U.

(©)

5.15. Feladat. Tetsz6leges uq,...ux € R™ vektorokat irjuk be egy matrix soraiba, majd a métrixot
hozzuk 1épcsés alakra. A lépcsds alakd matrix nemnulla sorait jeldlje vi,...,v;.

(a) Ha j < k, akkor az uy,...ux vektorrendszer linedrisan fiiggetlen.

(b) Ha k = j, akkor az v1,...vj vektorrendszer linearisan fiiggé.

(¢) Ha k > n, akkor az uj,...uy vektorrendszer R™ bézisa.

(d) Az uy,...ux vektorrendszer rangja j.

(@)

5.16. Feladat. Az aldbbiak koziil melyik halmaz nem egy 3-dimenzids vektortér?

(a) R?

(b) {(x1,x2,x3,%0) € R*: T xi =0}

(c) {(x1,%2,%3,xa,%5) € R’ : (x1 +%2)(x3 — x4 + 2x5) = 0}

(d) {(x1,%2,X3,Xa,X5,%6) € R®: (%1 —x2)% + (x3 + 2x4)? + (2x5 + x6)* = 0}

©)

5.17. Feladat. Az alabbiak koziil hany dimenziés nem lehet egy 3 kiilonbozé vektor altal kifeszitett
vektortér?

(a) O (b) 1 (c) 2 (d) 3

(@)

5.18. Feladat. Egy (n x n)-es matrix minden eleme 1. Legaldbb hdny darab 1-est kell O-ra cserélniink,
hogy a matrix sorvektorai R™ egy bazisat alkossak?



(a)yn—2 (b)yn—1 (c)n (d) nn—-1)/2

(b)

5.19. Feladat. Tudjuk, hogy U,V < R™, tovabb4, hogy U NV = {0}, ekkor ...
(a) dmU+dimV < n. (b) dimU 4 dimV =n.
(c) dimU+dimV > n. (d) az elézdek kozil egyik sem biztos.

(a)
5.20. Feladat. Melyik allitds NEM teljesiil?

(a) Van olyan métrix, amelynek rangja 0.

(b) Ha A € R™*" akkor A rangja legfeljebb max(m,n).

(¢c) Nines olyan A € R™*™ madtrix, amelynek a rangja max(m,n).
(d) Ha A € R™*™ akkor A rangja legfeljebb min(m,n).

©)

5.21. Feladat. Egy A € R™*™ matrix sorvektorai alkotjak az U < R™ altér generdtorrendszerét. Az
aldbbiak koziil melyik egyezik meg az U altér dimenzidjaval?

(a) Az A métrix determinédnsa.

(b) Az A matrix rangja.

(¢) Az A métrix nyoma (a f64tléban 1év$ elemek Gsszege).
(d) Az el8bbiek koziil egyik sem.

(b)

5.22. Feladat. Ha a v € R3 vektor koordinatasora az u,uz,u3 bézisban (1,0, 1), akkor ...

(a) v € [ug,uzl.

(b) az wy,v,us vektorrendszer is bazis.

(c) az uy koordindtasora a v, uz,us bazisban (1,0,—1).

(d) az uy koordindtasora a v, uz,us bdzisban ugyanaz, mint a v, uz,u, bazisban.

©)

iinl m (w wk
NEHEZEBB FELADATOK

5.23. Feladat. Legyen u,v,w harom vektor egy vektortérben. Mit lehet mondani az u vektorrdl, ha
tudjuk, hogy w ¢ [u,v], v € [u,w], de u € [v,w]?
5.24. Feladat. Legyen
(a) U=1[(1,-2,1,-1),(—=1,1,1,1),(1,-3,3,-1)], V=I(-1,0,3,1),(1,—4,5,—1),(1,3,—4,2)];
(b) U=1[(1,-2,1,-1),(—1,1,1,1),(1,-3,3,-1)], V=[(—1,0,3,1),(1,—4,5,—1),(—=2,2,2,2)];
két altere az R* vektortérnek. Igaz-e, hogy U = V?
5.25. Feladat. Legyen U = {(x1,x2,%x3) : X1 —X2 +x3 =0} és V = [(1,2,1)] alterek R3-ban. Igaz-e,
hogy U =V?
5.26. Feladat. Legyen

U = {(x1,%2,X3,X4) : X1 — X2 + X3 + X4 = X1 +2x2 + x4 = 0},
V= [(])2)43_5))(2)1»3)_4”-

Igaz-e, hogy U = V?

5.27. Feladat. Dontsiik el, hogy az a valés paraméter mely értékei esetén lesz eleme a vy, = (—1,—3, a+1)
vektor az R3 vektortér U alterének:

(a) U= [(])2)_‘1))(1»]»0))(])a+2»_2)]; (b) u= [(1)_])1)»(130)] —(1),(—],(14—],—2)].



5.28. Feladat. Hany maximalis méretii nem O értékii aldetermindnsa van az
—1 —1

2
2
4
0

o N ==
N o —
N o —

matrixnak?




