LINEARIS ALGEBRA

(KOZGAZDASZOKNAK)

10A104 5. FELADATSOR

VEKTORTER, ALTER, GENERALAS, LINEARIS FUGGETLENSEG, BAZIS

5.1. Feladat. Allapitsuk meg, hogy az aldbbi részhalmazok koziil melyek alterek az R? vektortérben.

(a) W={(x1,x2,%3) : X1 +2x2 —x3 = 0} (b) U={(x1,%x2,%3) : %1 —x2 +x3 = 1}
(c) U={(x1,x2,x3) : 2x1x2 +x3 = O}; (d) U ={(x1,%2,%3) : x1 =0 vagy x2 = 0}
(e) U={(x1,%2,x3) :x71 =0 és xa = 0}; (f) U= {(x1,%x2,x3) : x} +x3 =0};

(g) U={(x1,%x2,x3) : %1 —x2 +x3 =1,%x1 +x2 +x3 =0}

5.2. Feladat. Déntsiik el, hogy a v vektor eleme-e az R3 vektortér U alterének. Amennyiben v € U,
akkor allitsuk el6 a v vektort az U alteret generdlé vektorok linearis kombindciéjaként.

(a) V= “)_1) ])7 U= [“)_]>O)) (O)O) ])L (b) V= “)])])v U= [(]>_])2)) “)0)])]7

(C) V= (]>2)1)7 U= [(]>],0)) (O) LU) (])O) ])L (d) V= “»2)1)7 U= [(]>],”) (1)()»_1)) (2»])0)]
5.3. Feladat. A rang meghatarozdsa nélkiill dontsiik el, hogy az aldbbi vektorrendszerek linedrisan
fliggetlenek, generatorrendszerek, illetve bazisok-e az adott vektortérben.

(a) (]>2>_3)7V:R3; (b) (1)_])]))(O>O)O)7V:R3; (C) (2)4)_2))(3)6)_3)7V:R3;

(d) (]>])2)) (]) ]>3)7 V= RS; (e) (1)2)> “)3)7 V= Rz'
5.4. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi vektorrendszerek rangjat, és dontsiik el, hogy linedrisan fiigget-
lenek, generatorrendszerek, illetve bazisok-e az R* vektortérben.

(a) (1,— LLD(1LLD(—1QL—E(135&~

(b) (1,-1,2,—-1),(2,2,1,0),(3,1,3,—1), (1,7,—4,3);
(@(L—12UJ1QLBJ 1,2,-3,1);

(d) (1,-1,2,1),(1,0,1,2), (—1,2,—3,0);
(@(,L—1HJLLOU412—1MJ1QLM(LL&M;
(f) (1,1,-1,2),(1,1,0,1),(=1,2,1,1), (0,3, —1,4), (1,4,0,4);
(&) (—1,3,1,2),(~8,3,1,—2),(2,6,2,11), (— Z&LU

(h) (5,—2,—8,4),(3,1,1,-2),(6,1,—1,—4),(3,3,7,1).

5.5. Feladat. Az a paraméter fiiggvényében dontsiik el az aldbbi vektorrendszerrél, hogy linedrisan
fliggetlen, generatorrendszer, illetve béazis-e a megfelel6 R™ vektortérben.

( ) (1 _4 3 2) (_] 4)_2)_4))(3)_]25 0,10);

(b) (1,-1,2),(2,—1,=1),(1,0,a?),(2,—1,a +4);
(©) (1,2,1,2),(=1,-1,0,=1),(2,=1,a, a +4);
(d) (1,2,-1,-1),(~=1,-1,3,3),(2,5,a,a), (1,0, a®> — a — 5,-5);
(e) (1,-1,2),(2,-1,-1),(1,0,a%),(2,—-1,a + 4).

5.6. Feladat. Hatdrozzuk meg az R* vektortér V alterének dimenziéjat, valamint adjunk meg benne
bézist.

(a) v=1[(1,-1,1,2),(1,2,1,2),(-1,0,1,-2),(1,3,5,2)];

(b) V=1[(1,-1,2,-1),(2,2,1,0),(3,1,3,—-1),(1,7,—4,3)];

(¢) V=101,-1,2,1),(1,0,1,2),(—T1,2,-3,1)];

(d) v=I[1,-1,2,1),(1,0,1,2),(-T1,2,-3,0)];

(e) V= [(1,1,—1 2),(1,1,0,1),(1,2,-1,2),(1,0,1,0),(1,2,3,4)];
() v=101,1,-1,2),(1,1,0,1), (-1, 2,1,1) (0,3,—1,4),(1,4,0,4)].

5.7. Feladat. Adjuk meg a v vektor koordindtasorat a megadott bazisban.



(a) v=(0,0,0), bazis: (3,—2,1),(—2,5,7),(2,1,2);

(b) v=(1,-1,2), bézis: (1,2,3),(-1,1,-2),(0,2,1);
(c) v=(2,1,-1), bézis: (—4,—2,2),(1,2,4),(—-1,3,9);
(d) v=(1,-1,1), bézis: (1,—1,3),(2,—1,4),(3,—1,4);
(e) v=1(6,12,-2), bazis: (3,5,—7),(—5,-3,7),(7,3,5);
(f) v=(1,1,1), bazis: (4,6,7),(—3,5,7),(2,5,6).

5.8. Feladat. Szamitsuk ki az aldbbi matrixok rangjat, valamint adjunk meg benniik maximalis méret
nem O érték{ aldeterminanst.

1T =21 0 1
1 0 0 _]] _]] % (]) 2 1 1 =1 =2
(a) | -1 0 0]; (b) 0 115 |3 -1 2 =1 -1
2 00 1 -1 5 2 1 3 0 -1 -3
0O 51 2 4
5.9. Feladat. Hatdrozzuk meg a kovetkez§ matrix rangjat az a valés paraméter fliggvényében:
2a -1 0 a?
1T a -1 2 ) 11 1
(a2 -1 a 5); (b) 0 3 2 1
1 10 —6 1
a 1 1 a

5.10. Feladat. Dontsiik el, hogy igaz vagy hamis az allitas.
(a) Ha egy vektortér valamely részhalmaza zirt az Gsszeadésra, akkor az altér.
(b) Bérmely vektortér barmely altere zdrt vektorok kivondsira nézve.
(c
(d

Ha egy vektortérnek van 0-tél kiilonbozé eleme, akkor végtelen sok eleme van.
Béarmely vektortérnek van altere.

(e) A vi,...,vn vektorok barmely linedris kombindcidja eleme az &ltaluk generdlt altérnek.
(f) Bérmely V vektortér és vi,va,vs vektor esetén vi + vy —v3 € [vy,v2,v3l.

¢) Barmely V vektortér és vi,v2,v3 vektor esetén vi + vy —v3 € [vq,v3].

h

)
)
)
)
)
)
)
)
(i) Linedrisan fligg6 vektorrendszer barmely részrendszere is linedrisan fiiggd.
)
)
)
)
)
)
)
)

(
a egy vektorrendszer tartalmazza a 0 vektort, akkor linedrisan fiiggo.
H kt d tartal 0 vektort, akkor linedri fiiggd
(j) Az egy vektorbdl 116 vektorrendszerek mind linedrisan fiiggetlenek.
(k) R3-ben barmely 6 tagi vektorrendszer linedrisan fiiggé.
(1) R>-ben nincs 4 tagl generdtorrendszer.
(ly) R™-beli vektorrendszer rangja mindig kisebb, vagy egyenld, mint n.
(m) Ha egy vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, akkor a rangja megegyezik az elemszamadval.
n) Ha V-nek van n elemi bazisa, akkor nincs n + 1 elemii linedrisan fliggetlen vektorrendszere.
Ha V-nek lem{ bazi kkor ni 1 elemii linedri fiiggetl kt d
0) Ha V-ben van n elemii linedrisan fiiggetlen vektorrendszer, akkor a dimenziéja n.
gg
(

p) Ha V-ben van n elemi linearisan fiiggetlen vektorrendszer, illetve n elemii generdtorrendszer is,

akkor n dimenzios.
(q) Véges dimenzids vektortér barmely két bazisa azonos elemszamui.

(r) Legyen a V vektortérben a vi,...,vk vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, az uq,...,u, pedig
generatorrendszer. Ekkor k < n.

(s) Ha a V vektortér egy bézisa vi,v2,v3,va,Vs, és a v vektor koordindtasora ebben a bézisban
(0 0100), akkor v tagja a bézisnak.

(t) Az R3 vektortér (1,—1,2),(2,1,3),(1,—1,3) bazisdban a (2,—2,5) vektor koordinatasora (10 1).



Az 5.11-22. Feladatokban a megadott négy valaszbdl csak az egyik helyes, dontsiik el, melyik. ‘

5.11. Feladat. Legyen U = {(x1,%2,%3) : X1 + X2 +x3 = 0} és V = {(x1,%2,x3) : X} + (x2 + x3)? = 0}
alterek R3-ben, ekkor ...

(a)UCV,deU LV b)yVvcu,deVvVglUu (c)u

N

\% dVv<u

5.12. Feladat. Tetszéleges 17,2, u3, Uy € R3 vektorok esetén ...
(a) az w1, uz,us3 vektorrendszer linedrisan fliggetlen.

(b) az uy vektorrendszer linedrisan fiiggetlen.

(c) az uy,uz,u3,us vektorrendszer linedrisan fiiggo.

(d) az uy,u;y vektorrendszer linedrisan fiiggd.

5.13. Feladat. Az a,b, c,d paraméterek kozott legaldbb hény kiillonboz6 értékiinek kell lennie, hogy az
(a,b), (c,d) € R? vektorrendszer linedrisan fiiggetlen legyen?

(a) 1 (b) 2 (c) 3 (d) 4

5.14. Feladat. Tetsz6leges U < R3 altér esetén, melyik allitds NEM teljesiil?
(a) 0 € U.

(b) Ha uy,uy € U, akkor acug + fuy € U tetszbleges o, B € R esetén.

(¢) Van olyan u,u; € R3, amelyre [uy,uy] = U.

(d) Ha uq,uz € U, akkor [uy,uz] C U.

5.15. Feladat. Tetszlleges uq,...ux € R™ vektorokat irjuk be egy matrix soraiba, majd a métrixot
hozzuk 1épcsés alakra. A 1épcsds alakid matrix nemnulla sorait jeldlje v, ...,vj.

(a) Ha j < k, akkor az uq,...ux vektorrendszer linedrisan fiiggetlen.

(b) Ha k = j, akkor az v1,...vj vektorrendszer linearisan fiiggé.

(c) Ha k > n, akkor az uj,...uy vektorrendszer R™ bézisa.

(d) Az uy,...ux vektorrendszer rangja j.

5.16. Feladat. Az aldbbiak koziil melyik halmaz nem egy 3-dimenzids vektortér?

) R
b) { (x1,X2,%3,%4) € R*: Z4 1 Xi :O}
¢) { X1,X2,X3,X4,X5) € R®: (x1 +x2)(x3 — x4 + 2x5) = 0}
d) {(x1,%2,%3,%4,%5,%6) € R®: (x1 —x2)% + (x3 +2x4)* + (2x5 + x¢)> =0}

(a
(
(
(

5.17. Feladat. Az aldbbiak koziil hany dimenziés nem lehet egy 3 kiilonb6z6 vektor altal kifeszitett
vektortér?

(a) 0 (b) 1 (c) 2 (d) 3

5.18. Feladat. Egy (n x n)-es matrix minden eleme 1. Legalabb hdny darab T-est kell O-ra cserélniink,
hogy a matrix sorvektorai R™ egy bazisat alkossak?

(a)n—2 (byn—1 (c)n (d)nn-1)/2
5.19. Feladat. Tudjuk, hogy U,V < R™, tovabb4, hogy U NV = {0}, ekkor ...

(a) dmU+dimV < n. (b) dimU 4 dimV =n.

(c) dimU+dimV > n. (d) az elézdek kozil egyik sem biztos.

5.20. Feladat. Melyik allitds NEM teljesiil?

(a) Van olyan métrix, amelynek rangja 0.

(b) Ha A € R™*" akkor A rangja legfeljebb max(m,n).

(c) Nincs olyan A € R™*™ métrix, amelynek a rangja max(m,n).
(d) Ha A € R™*", akkor A rangja legfeljebb min(m,n).



5.21. Feladat. Egy A € R™*™ matrix sorvektorai alkotjdk az U < R™ altér generatorrendszerét. Az
aldbbiak koziil melyik egyezik meg az U altér dimenzidjaval?

(a) Az A métrix determinédnsa.

(b) Az A matrix rangja.

(c) Az A métrix nyoma (a f6atléban 1év6 elemek Osszege).
(d) Az el8bbiek koziil egyik sem.

5.22. Feladat. Ha a v € R3 vektor koordinatasora az uy, Uz, u3 bézisban (1,0, 1), akkor ...

(a) v € [ug,uzl.

(b) az wy,v,us vektorrendszer is bazis.

(c) az uy koordindtasora a v, uy,us bazisban (1,0,—1).

(d) az uy koordindtasora a v, uz,us bazisban ugyanaz, mint a v, uz, u, bézisban.

iinl m (w wk
NEHEZEBB FELADATOK

5.23. Feladat. Legyen u,v,w harom vektor egy vektortérben. Mit lehet mondani az u vektorrdl, ha
tudjuk, hogy w ¢ [u,v], v € [u,w], de u € [v,w]?
5.24. Feladat. Legyen
(a) U=1[(1,-2,1,—-1),(=1,1,1,1),(1,-3,3,—1)],
(b) U=1[(1,-2,1,=1),(=1,1,1,1),(1,=3,3,-1)],
két altere az R* vektortérnek. Igaz-e, hogy U = V?

5.25. Feladat. Legyen U = {(x1,%x2,x3) :x1 —x2 +x3 =0} és V = [(1,2,1)] alterek R3-ban. Igaz-e,
hogy U =V?

5.26. Feladat. Legyen

= [(71»())3)”) (1)*4)5a*1))(1a3»*4)2)]§

\%
V= [(_]>0)3)])) (]>_4)5)_1)) (_2)2)2)2)];

={(x1,%X2,X3,X4) : X1 —X2 + X3 + X4 = X1 + 2x2 + x4 = 0},
= [“>2a4» *5)> (2»1)3)*4)}-
Igaz-e, hogy U =V?

5.27. Feladat. Dontsiik el, hogy az a valés paraméter mely értékei esetén lesz eleme avq = (—1,—3, a+1)
vektor az R3 vektortér U alterének:

(a) u= [(1)2)*(1)) (1»1)0)> (1,(14’2,*2)]; (b) U= [(1)*1) 1)) (1)0)1 - (1), (*],(14* 1>*2)]
5.28. Feladat. Hany maxima&lis méreti nem O érték{i aldeterminansa van az
—1 —1

2
2
4
0
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matrixnak?




